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Prefazione 


Questo libro è basato sulla nostra esperienza nell’insegnamento dei corsi di Arit- 
metica e Algebra 1 e 2 al corso di laurea in matematica del nuovo ordinamento 
presso la Facoltà di Scienze dell’ Università di Udine a partire dal 2000. Gli appunti 
iniziati allora sono la base del libro. La scelta del materiale e la sua quantità è stata 
determinata e aggiornata nel corso di tali insegnamenti. 

La necessità di scrivere un nostro testo anziché usare quelli già esistenti era nata 
dalle nuove esigenze delle lauree triennali italiane. 

Nei primi tre capitoli si introducono i concetti alla base di ogni altro corso di 
matematica e possono coprire un corso bimestrale di Aritmetica. L'obiettivo del resto 
del libro è di introdurre le strutture algebriche fondamentali: i semigruppi, i gruppi 
e gli anelli. I capitoli 4-8 sono pensati per un corso bimestrale di Algebra 1 (gruppi 
e cenni sulle strutture algebriche), mentre i capitoli 9-12 sono pensati per un corso 
bimestrale di Algebra 2 (anelli e campi). 

Alla fine di ogni capitolo, riportiamo molti esercizi che riguardano il materiale 
esposto nel capitolo. La lettura del libro deve essere accompagnata da un lavoro serio 
sugli esercizi. Alcuni di essi, denotati con * sono più difficili e possono essere tra- 
lasciati durante una prima lettura del testo. Allo scopo di incoraggiare lo studente a 
provare a risolvere gli esercizi pef conto proprio prima di andare a guardare la solu- 
zione, abbiamo raccolto svolgiménti e suggerimenti nell’ultimo capitolo. Crediamo 
che possa essere molto utile averè in un unico volume sia il testo che gli esercizi 
con gli svolgimenti. H libro ne contiene oltre 500, di cui oltre 300 con soluzione o 
suggerimento. 

Il processo di creare e trasmettere matematica ha due componenti molto diver- 
se: l’idea ispiratrice di ogni dimostrazione è il “cuore” (il nocciolo) che il lettore 
deve capire e ricordare, mentre la costruzione di un argomento rigoroso è la “spina 
dorsale” senza la quale non è possibile trasmettere correttamente la dimostrazione. 
Abbiamo cercato, per quanto possibile, di dare l’idea principale della dimostrazione 
in un breve commento iniziale e poi esporre con rigore tutti i dettagli della dimostra- 
zione stessa. Laddove questo non è stato fatto, consigliamo al lettore di farlo. Tutte 
le dimostrazioni terminano con O, per permettere una lettura più agevole del testo. 


XVI Introduzione 


rappresentazione come prodotto diretto di gruppi ciclici. Si calcolano inoltre i gruppi 
di automorfismi dei gruppi ciclici. 

Nel capitolo 8 si affrontano le proprietà dei gruppi non abeliani. Si considerano 
vari modi di “misurare” la mancanza di commutatività del gruppo (il sottogruppo 
derivato, i centralizzanti, i normalizzanti, ecc.). Si provano l'equazione delle classi, 
il lemma di Cauchy ed il primo teorema di Sylow per i gruppi finiti. Dimostriamo 
inoltre che il gruppo alterno A,, è semplice per n > 4. Concludiamo questo capitolo 
con le azioni di gruppi che permettono di dare una dimostrazione diversa del primo 
teorema di Sylow e di dimostrare il secondo e il terzo teorema di Sylow. 

L'obiettivo dei capitoli 9-12 è di studiare le strutture algebriche con due ope- 
razioni: gli anelli e i campi. È richiesta la conoscenza della teoria dei gruppi abe- 
liani esposta nei capitoli 6-7 e la conoscenza delle proprietà principali degli spazi 
vettoriali studiate nei corsi di geometria e richiamate nel paragrafo 4.5. 

Nel capitolo 9 analizziamo gli anelli e le sottostrutture ad essi associate: sottoa- 
nelli, ideali e quozienti. Vengono inoltre definiti gli ideali primi e gli ideali mas- 
simali di un anello commutativo e ne viene data una caratterizzazione attraverso 
l'anello quoziente. Dimostriamo il teorema di Krull, che garantisce l’esistenza di 
ideali massimali negli anelli commutativi unitari. Introduciamo i quaternioni, i nu- 
meri particolari “quattro-dimensionali” inventati dal matematico irlandese William 
Rowan Hamilton (1805-1865) 160 anni fa con molte applicazioni in geometria, in 
meccanica razionale e in fisica. 

` U capitolo 10 è dedicato ai prodotti diretti e al concetto di omomorfismo di anello. 
Motivati dal passaggio dal dominio Z al suo campo dei quozienti Q, si dimostra 
che ogni dominio ammette un campo dei quozienti. In questo capitolo introduciamo 
anche i reticoli e le algebre di Boole come strutture algebriche. Dimostriamo che ogni 
reticolo distributivo e limitato si può rappresentare come un reticolo di sottoinsiemi 
di un dato insieme. Questo paragrafo può essere tralasciato durante una prima lettura 
del testo. 

Nel capitolo 11 viene introdotta una costruzione specifica per gli anelli: l'anello 
di polinomi e si descrivono in modo più approfondito i domini, anelli commutati- 
vi unitari senza divisori dello zero. Si studiano i domini che soddisfano il teorema 
fondamentale dell’aritmetica, cioè i domini in cui ogni elemento non invertibile si 
fattorizza in modo unico in prodotto di elementi primi. Si dimostra poi che i domini 
principali, cioè i domini in cui ogni ideale è principale, hanno questa proprietà. Si 
studiano i domini euclidei, in cui vale una legge di divisione con resto, come in Z. I 
domini euclidei risultano principali. Viene inoltre data la dimostrazione che l'anello 
degli interi di Gauss è un dominio euclideo. 

Nel capitolo 12 si studiano i campi e le estensioni dei campi in relazione al pro- 
blema generale della soluzione delle equazioni polinomiali. L'esempio motivante 
è dato dall’estensione C di R ottenuta mediante l'aggiunta della soluzione è del- 
l'equazione x? + 1 = 0. Descriviamo le estensioni algebriche semplici, i campi 
di spezzamento di un polinomio e introduciamo i campi algebricamente chiusi. In 
particolare, viene dimostrato il teorema fondamentale dell'algebra. Studiamo inoltre 
alcuni polinomi notevoli e i polinomi sui campi finiti. 

L'ultimo capitolo contiene oltre 300 suggerimenti e svolgimenti degli esercizi. 
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Insiemi, relazioni e funzioni 


Nel primo e nel secondo paragrafo si introducono il concetto di insieme e di appar- 
tenenza e le operazioni tra insiemi. Nei paragrafi 3 e 4 si definiscono le relazioni 
su insiemi e le applicazioni. I paragrafi 6 e 7 sono dedicati alla distinzione tra in- 
siemi finiti e infiniti e in particolare ai numeri naturali ed il principio di induzione. 
I paragrafi 8, 9 e 10 trattano le relazioni di equivalenza, i coefficienti binomiali e 
le relazioni d’ordine e preordine. Il paragrafo 11 è dedicato all’assioma della scelta 
e al lemma di Zorn, mentre il paragrafo 12 ai prodotti cartesiani. Infine il paragra- 
fo 13 tratta l’equipotenza di insiemi ed i numeri cardinali, Questi ultimi paragrafi 
possono essere tralasciati da chi non fosse interessato ad una trattazione rigorosa 
dell’argomento. 


1.1 Il concetto di insieme e di appartenenza 


I concetti di insieme e appartenenza “€” sono primitivi e non verranno definiti ri- 
gorosamente. Un insieme X è determinato dai suoi elementi x; scriveremo x € X 
e leggeremo x appartiene a X. Scriveremo spesso anche X = {x : vale P(2)}, 
dove P(x) è qualche proprietà che descrive gli elementi di X. Nel caso in cui X 
abbia come elementi x1,12,...,%n scriveremo X = {z1,12,...,Tn}, cioè X è 
determinato dalla lista dei suoi elementi; è importante ribadire che questi elementi 
sono a due a due distinti. 
Vediamo qualche esempio. 


(a) L'insieme di tutti gli studenti dell’ Università di Udine. 
(b) L'insieme di tutte le rette del piano. 

(c) L'insieme delle lettere dell’alfabeto latino. 

(d) L'insieme dei colori dell’arcobaleno. 


Vediamo ora qualche esempio numerico. 


Esempio 1.1. (a) L'insieme N = {0, 1, 2,3,4,...} dei numeri naturali. 
(b) L'insieme Z = {0, +1, +2, +3, +4,...} dei numeri interi. 
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(c) L'insieme Q dei numeri razionali. 

(d) L'insieme R dei numeri reali. 

(e) L'insieme N4 = {x € N: x > 0} dei numeri naturali positivi. 
(f) L'insieme Ri = {x € R : z > 0} dei numeri reali positivi. 
(g) L'insieme dei numeri primi P = {2,3,5,...}. 


Esempio 1.2. (a) L'insieme {0,2,4,...} dei numeri naturali pari si può scrivere 
anche così: 
{e e N: x = 2y per qualche y € N}. 


(b) L'intervallo aperto Ja, b| = {x E€ R : a < x < b} di estremi a e b in R. 
(c) L'intervallo chiuso [a, b] = {x E R : a < x < b} di estremi a e b in R. Inoltre 


la b| = {zER:a<xz<b}, ]a,b)={reR:a<r<b}, 
]-œ,b] = {zeR:z<b}, ]-œ,b[={rER:z <b}, 
la, +œ0| = {zr ER:z >a}, le, +oo[= {z ER: z >a}. 


Essendo ogni insieme completamente determinato dai suoi elementi, due insiemi 

X e Y coincidono, cioè X = Y, se e solo se hanno gli stessi elementi. In altre parole 

per ogni x € X vale anche 2 € Y e per ogni y € Y vale anche y € X. Se per 

due insiemi X ed Y è verificata solamente la prima delle implicazioni, cioè per ogni 

x € X vale anche x € Y, diremo che X è sottoinsieme di Y o che X è una parte di 
o ancora che X è contenuto in Y, e verrà indicato con 


XCY. 
In questa circostanza diremo anche Y contiene X e verrà indicato con 
YDX. 


Valgono simultaneamente X C Y e Y C X see solo se X = Y. Se invece vale 
X C Y, ma non vale X = Y, diremo che X è sottoinsieme proprio di Y e lo 
indicheremo con X CYoYDX. . - 
T La condizione x ¢ 0 per ogni x determina un insieme f, privo di elementi, che 
chiameremo l'insieme vuoto. Vale O C X per ogni insieme X: infatti basta trovare 
una proprietà P tale che nessun elemento di X soddisfa P. Per esempio: 


0={reN:2r=5}, l={r€Q:x2=2}, 
0={reR:254=-11}, 0={rxeX:c#o} 


Gli elementi di un insieme possono avere natura del tutto arbitraria. In parti- 
colare, possono essere insiemi essi stessi. Per esempio, se X ed Y sono insiemi, 
possiamo considerare l'insieme Z = {X,Y }, che ha come elementi X e Y. Se ab- 
biamo n insiemi A1,..., An, possiamo considerare l'insieme Z = {A1,..., An}. 
Spesso ci riferiamo a Z dicendo anche “Z è una famiglia di insiemi” (“famiglia” 
e “insieme” sono sinonimi, la sfumatura serve solo per facilitare la comprensione). 
Ecco un esempio di una famiglia infinita di insiemi. 
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Esempio 1.3. Per ogni x € R sia A, l'intervallo ]r, x + 1[ in R. Allora gli insiemi 
Ag, al variare di x in R formano una famiglia infinita di insiemi, che denoteremo con 
{Ar : xz ER}. 


Analogamente quando si ha una famiglia di insiemi A;, indiciata con gli elementi 
i di un insieme di indici /, scriveremo { A; : é € I}. 

Dato un insieme X consideriamo la famiglia P(X) di tutte le parti o sottoinsiemi 
di X. Questa famiglia si chiama l'insieme delle parti di X. Si noti che P(0) non è 

vuoto, essendo P(0) = {0}. Si veda inoltre che P({0}) = {0,{9}}. Se un 
sottoinsieme {x} di un insieme X contiene un solo elemento si dice singoletto. 


1.2 Operazioni tra gli insiemi 


Siano X ed Y due insiemi. L'unione di X e Y è l'insieme X U Y che ha come 
elementi tutti gli x tali che valga z € X oppure x € Y. In altre parole, 


XUY ={z:zEXoxrEY}. 
Non è difficile vedere che 
XCXUYeYC XUY. (1) 


L'unione X UY è il più piccolo insieme che soddisfa la proprietà (1). Infatti se Z 
soddisfa (1), cioè se X C Z eY G Z, allora anche XUY G Z:sez e XUY, 
allora si ha z € X o x € Y e in entrambi casi segue x € Z. 


Si vede analogamente che l'operazione unione gode delle seguenti proprietà: 


(1) XUY = YU X per ogni coppia di insiemi X e Y (commutatività); 
(2) (XUY)UZ = XU (Y U Z) per ogni terna di insiemi X, Y e Z (associatività); 
(3) AU A = A per ogni insieme A (idempotenza). 


L'intersezione di due insiemi X e Y è l’insieme X N Y che ha come elementi 
tutti gli x tali che vale x € X e x € Y. In altre parole, 


XNY={r:xeXereY}. 


Per esempio, l'insieme N. = {x € N : z > 0} dei numeri naturali positivi si 
può vedere come l’intersezione R4 NN. 
Possiamo descrivere l'intersezione anche come 


XNY={reX:reY}={rEeY:re X}. 


Due insiemi X ed Y si dicono disgiunti se X NY = 0. 

Non è difficile vedere che X NY C XeXNY CYeXNYèi più grande 
insieme che soddisfa tale proprietà, si veda l’esercizio 1.3. 

L'operazione intersezione gode delle seguenti proprietà: 
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(1) XNY =Y N X per ogni coppia di insiemi X e Y (commutatività); 
(2) (XNY)NZ=XN(Y NZ) per ogni terna di insiemi X, Y e Z (associatività); 
(3) AN A = A per ogni insieme A (idempotenza). 


Definiamo l’unione di una famiglia arbitraria di insiemi 7 ponendo 


U A = {x : x E A per qualche A € F}. 
AEF 


Vediamo un esempio. 


Esempio 1.4. L'insieme dei numeri reali R si può vedere come un'unione (infinita) 
di suoi intervalli 
R= U Jz, + 2[. 
sez 


Questa uguaglianza resta vera se gli intervalli ]z, s + 2[ di lunghezza 2 vengono 
sostituiti con gli intervalli ]x, z + 1[ di lunghezza 1? 


Come nel caso dell’unione, si può definire l’intersezione di una famiglia arbitra- 
ria F di insiemi, ponendo 


N A={x:x € Aperogni AE F}. 
AEF 


Alcuni esempi di intersezioni infinite si possono vedere negli esercizi 2.1 e 2.2. 
Verifichiamo ora le leggi distributive dell’ intersezione rispetto all'unione e del- 
l'unione rispetto all intersezione. 


Proposizione 1.5. Siano A, B e C tre insiemi, allora valgono: 


fa) (ANB)UC=(AUC)N(BUC); 
(b) (AU B)NC=(ANC)U(BNC). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia x € (AN B)UC, allora o x € AN B oppure z € C, 
cioè o x € Ae x € B oppure z € C. Se x appartiene ad A e a B, allora z E€ AUC 
ex € BUC. Sex € C,allorax € AUC ezg € BUC. Pertanto in ogni caso 
xe (AUC)N(BUC). 

Supponiamo ora x € (A U C) N (BU ©}. Allora z € AUC ez € BUC. Se 
x non appartiene a C, allora da x € A U C si ricava che x € A e daz € BUC 
si ricava che x deve stare anche in B. Quindi o x € C oppure x € AN B, cioè 
ce (ANB)UC. 

(b) Si prova in modo analogo ad (a). D 


Definizione 1.6. Una famiglia {A : A € F} di sottoinsiemi non vuoti A di un 
insieme X è una partizione di X se 


(a) X = User 4 
(b) ANB=0se ABEFeA#B. 
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Vediamo qualche esempio. 


Esempio 1.7. (a) Sia X un insieme. Allora {{x} : x € X} è una partizione di X. 
(b) Consideriamo i seguenti tre insiemi 

X = {studenti dell’Università di Udine}, 

F = {facoltà presenti presso l’Università di Udine} e 

X; = {studenti iscritti alla facoltà f € F}. 

Allora {X} : f € F} è una partizione di X. 
(c) L'insieme {[n,n + 1[: n € Z} è una partizione di R. 


La differenza di due insiemi X e Y, detta anche complementare di Y în X è 
l'insieme X \ Y che ha come elementi tutti gli z € X tali che x ¢ Y. In altre parole 


X\Y={r:rEXex€&Y}. (2) 


Esempio 1.8. (a) Il complementare di Q in R è l'insieme dei numeri irrazionali. 
(b) Il complementare dei numeri pari in N è l’insieme dei numeri dispari. 
(c) Il complementare dei numeri dispari nell’insieme dei numeri primi P è {2}. 


È facile vedere che X \ X = Ø per ogni insieme X. Più precisamente, si ha: 
Lemma 1.9. Siano X ed Y insiemi. Allora X \ Y = se e solo se X C Y. 


DIMOSTRAZIONE. Sia X\Y = 0. Se x € X, allora non possiamo avere x ¢ Y , altri- 
menti x € X \Y contrariamente all’ipotesi X \Y = f). Questo dimostra l’inclusione 
XCY. 

Viceversa, se X C Y, allora non esiste un elemento z € X tale che x & Y. 
Pertanto la proprietà (2) definisce l’insieme vuoto. O 


Vediamo ora alcune proprietà della differenza. 


Proposizione 1.10. (Leggi di de Morgan) Siano X un insieme, A € P(X) e F un 
sottoinsieme di P(X). Allora 


(a) A\MsgerB=User(A\B): 
(b) A\ User B= Maer(A \ B). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Se x € A \ ger B. allora z € A ed esiste Bo € F tale 
che x ¢ Bo. Pertanto x € A \ Bo e quindi a maggior ragione x € U gez (A \ B). 
Supponiamo viceversa x € {Jgex(A \ B), allora esiste Bo tale che z € A \ Bo. 
Pertanto x ¢ Bo e quindi z € (\pcy B, cioè z € A \ Nges B- 

(b) La dimostrazione è analoga. O 


Introduciamo ora il prodotto cartesiano di due insiemi. Siano X ed Y due insiemi 
non vuoti. Per un elemento x € X e un elemento y € Y l'insieme {{x}, {x,y}} si 
dice coppia ordinata con prima coordinata x e seconda coordinata y e si denota con 
(x, y). Non è difficile vedere che due coppie (x,y) e (71,91) coincidono se e solo 
se £ = Tı € y = yı. Il prodotto cartesiano X x Y di X per Y è l’insieme di tutte le 
coppie ordinate (x, y), dover € Xey € Y. 
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Nel caso X = Y l'insieme di tutte le coppie (x, £) con € X si denota con Ax 
e si chiama diagonale di X x X. Scriveremo X? per denotare X x X. 

Il prodotto cartesiano di più di due insiemi sarà introdotto e discusso nel paragra- 
fo 1.12. 


1.3 Relazioni e funzioni 


In questo paragrafo introduciamo la definizione di relazione e studiamo vari tipi di 
relazioni binarie che godono di certe proprietà. 


Definizione 1.11. Siano X ed Y insiemi non vuoti. Una relazione binaria di X in Y 
è un sottoinsieme R di X x Y. Si dice una relazione binaria su X, se X = Y. 


Un primo importantissimo esempio di relazione binaria è l’applicazione. La de- 
finizione intuitiva di applicazione è nata nell’ambito degli insiemi di numeri, o altri 
oggetti concreti, dove la “regola” di “calcolare” f(x) a partire da x può avere senso. 

Intuitivamente, un’applicazione f : X — Y tra due insiemi X ed Y è una 
regola che permette di assegnare ad ogni elemento z € X un unico elemento f(x) 
di Y. Le due parole evidenziate sono le parole chiave per definire poi rigorosamente 
un’applicazione tra due insiemi. Notiamo ad esempio che la posizione f : R — 
R definita da f(x) = logx non è un'applicazione perché non è definita su ogni 
elemento di R. 


Esempio 1.12. (a) Sia X = {studenti dell’Università di Udine}, allora f : X — N 
che associa ad ogni studente il suo numero di matricola, è un’applicazione. 

(b) Se X = {rette del piano}, allora f : X — RU {o0} che associa ad ogni 
retta il suo coefficiente angolare rispetto ad un assegnato sistema di riferimento 
è un’applicazione. 

(c) Esempi importanti di applicazioni sono le funzioni numeriche: 
(c1) la funzione quadrato f : R — R definita da f(x) = 2°; 
(c2) la funzione logaritmica f : R} — R definita da f(x) = log z; 
(c3) la funzione radice quadrata f : R} — R4 definita da f(z) = yz. 


Vediamo ora alcuni esempi nel caso generale. 


Esempio 1.13. (a) Sia X un insieme non vuoto. L'applicazione idx : X — X de- 
finita dalla regola îdx(x) = x per ogni x € X si dice identità o applicazione 
identica di X. 

{b) Sia Y una parte non vuota di un insieme X. 

(bı) L'applicazione ¿y : Y — X definita da ty (x) = x per ogni x € Y si dice 
immersione di Y in X. 

(b2) Sia f : X — Z un’applicazione. L'applicazione f fy: Y — Z definita da 
f Ty (y) = f(y) per ogni y € Y si dice restrizione di f ad Y. 

(c) Sia X un insieme non vuoto. Allora f : X — P(X) definita da f(x) = {r} è 
un’applicazione. 
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Il grafico G(f) di un’applicazione f : X — Y si definisce come l'insieme di 
tutte le coppie (x, f(x)) € X x Y con z € X, cioè 


G(f)={(y) E€ X xY : y = f(2)}. 


Ad esempio il grafico della funzione f : R — R del punto (c1) dell'esempio 1.12 è 
la parabola {(x,y) € R? : y = x?} nel piano R2, mentre il grafico dell’applicazione 
identica ¿dx : X — X è la diagonale Ax di X x X. 

Non è difficile verificare che il grafico G(f) è un sottoinsieme del prodotto 
cartesiano X x Y con le seguenti proprietà: 


(A1) per ogni x € X, esiste una coppia (x,y) € G(f); 
(A2) se (x,y) € G(f)e (z, y’) € G(f), allora y = y’. 


1.4 Definizione rigorosa di applicazione 


Proponiamo ora una definizione astratta di funzione, basata sulle proprietà (A1) e 
(A2) del grafico G(f) di un'applicazione, descritte nel paragrafo precedente. 


Definizione 1.14. Siano X ed Y insiemi non vuoti. Un’applicazione f : X — Y è 
un sottoinsieme G del prodotto cartesiano X x Y, cioè una relazione con le proprietà: 


(A1) per ogni x € X, esiste una coppia (x,y) € G; 
(A2) se (x,y) € Ge (x,y) € G, allora y = y’. 


L'insieme X si dice dominio dell’ applicazione f e l’insieme Y si dice codominio 
dell’applicazione f. Si noti che ogni applicazione, nel senso della definizione 1.14, 
determina una “regola” che permette di “calcolare” f(x) € Y come l’unico elemento 
y € Y tale che (x,y) € G. 

Per A C X insieme f(A) = {f(a) : a € A} è l’immagine di A. Se a € X, 
f(a) = f({a}) si chiama immagine di a secondo f o valore di f in a. L'insieme 
f(X) di tutte le immagini degli elementi di X si chiama immagine dell’applicazione 
F: 

Per b € Y l'insieme {x € X : f(x) = b} si chiama immagine inversa di b 
o antimmagine di b e si denota con f_1(b). Chiaramente f-!(b) # Ø se e solo se 
b € f(X). Per B C Y l'insieme {x € X : f(x) € B} si chiama immagine inversa 
di B e si denota con f_!(B). 


Definizione 1.15. Siano X, Y due insiemi non vuoti. L'insieme di tutte le funzioni 
da X in Y si denota conY* = {f : X — Y, f applicazione). 


La seguente definizione introduce tre proprietà molto importanti delle applica- 
zioni. 
Definizione 1.16. Un’applicazione f : X — Y si dice: 


(a) iniettiva, se per ogni x,y € X l’uguaglianza f(x) = f(y) implica z = y; f si 
dice anche iniezione; 
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(b) suriettiva, se per ogni y € Y esiste x € X tale che f(x) = y; f si dice anche 
suriezione; 
(c) biettiva, se f è iniettiva e suriettiva; f si dice anche biezione. 


Osserviamo che f : X — Y è iniettiva se e solo se elementi distinti di X hanno 
immagini distinte in Y In altre parole, f è iniettiva se e solo se f~? (b) contiene al 
più un elemento per ogni b € Y. D'altra parte, f è suriettiva se e solo se f(X) =Y. 


Esempio 1.17. Sia X un insieme non vuoto. 


(a) L'applicazione idx è iniettiva e suriettiva, quindi biettiva. 
(b) Se Y è una parte non vuota di un insieme X, allora l’immersione cy : Y — X è 
iniettiva; . è suriettiva se e solo se Y = X. 


Teorema 1.18. (Teorema di Cantor) Sia X un insieme non vuoto; non esiste 
un'applicazione suriettiva f : X > P(X). 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che esista un’applicazione f : X — P(X) surietti- 
va. Sia A = {x € X : x & f(x)}. Allora perla suriettività di f esiste x) € X con 
(£o) = A. Proviamo che per zo e A non valgono né zo € A, né ro & A. Infatti, 
se £o E€ A, allora ro # f(x0) perla definizione di A, assurdo. Se zo ¢ A, allora 
to € f(x0) = A, assurdo. O 


Vogliamo sottolineare il ruolo importante delle applicazioni rispetto agli insie- 
mi. A questo scopo faremo vedere come, a partire dalla nozione di applicazione, si 
possano definire: 


(a) l’insieme delle parti P(X); 

{b) le relazioni binarie; 

(c) i prodotti cartesiani; 

(d) i numeri naturali; 

(e) gli insiemi finiti/infiniti. 

Possiamo definire una biezione tra l'insieme delle parti P(X) e l'insieme {0,1} di 
tutte le funzioni X — {0, 1}, tale insieme si denota brevemente anche con 2*. Per 
A € P(X) consideriamo la funzione caratteristica xa : X > {0,1} 


lser€ A, 
u= 


Osez EX, rgA. 


Allora definiamo g(A} = xa. Si vede facilmente nell’esercizio 1.54, che p è 
una biezione che permette di identificare P(X) con l’insieme 2* delle funzioni 
caratteristiche. 

Le relazioni binarie si possono definire tramite le applicazioni, facendo uso di 
(a). Sia R C X x X una relazione su X. Allora se consideriamo l'applicazione 
XR : X x X — {0,1} possiamo affermare che per x,y € X si ha xRy se e 
solo se xr(x,y) = 1. In altre parole, la relazione R si può “codificare” tramite 
un'applicazione X x X — {0,1}. 
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I numeri naturali saranno introdotti nel paragrafo 1.6 tramite gli assiomi di Peano 
basati su un’applicazione specifica. Nel paragrafo 1.7 vedremo come la distinzione 
tra insiemi finiti/infiniti si possa fare esclusivamente tramite applicazioni. 

Nel paragrafo 1.11 verrà introdotto un ordine buono su un’insieme X, a partire 
da un’applicazione f : P(X) \ {Ø} — X con la proprietà f(A) € A per ogni 
AEP(X)\{0} 

Nel paragrafo 1.12 si useranno le applicazioni allo scopo di definire in modo 
efficace i prodotti cartesiani anche di famiglie infinite di insiemi. 

Infine vedremo nel quarto capitolo come il concetto primario dell’algebra, l’ope- 
razione binaria su un insieme A, non sia altro che un’applicazione A x A + A. 


1.5 Composizione di applicazioni 


Siano f : X > Y eg : Y — Z due applicazioni tali che il dominio di g coincide 
con il codominio di f. La composizione di f e g è l'applicazione go f : X + Z 
definita da (g o f)(x) = g(f(x)) per ogni x € X. La composizione g o f è detta 
spesso anche applicazione composta o applicazione prodotto di f e g. 


Esempio 1.19. Sia Y una parte non vuota di un insieme X e sia f : X — Z un’ap- 
plicazione. Allora la restrizione f fy coincide con la composizione deli’ immersione 
iv:VoXef. 


Proviamo che la composizione di applicazioni soddisfa la legge associativa. 


Lemma 1.20. Siano k X —Y,9:Y — Zedh:4— W tre applicazioni. Allora 
fo(goh)=(fog)oh. 


DIMOSTRAZIONE. Per verificare che queste due applicazioni coincidono basta veri- 
ficare che per ogni x € X risulta: 


(F 0 (90 h))(7) = f(g(R(2)) = (f09)(h(2)) = ((f09) o h)(2). 
o 


Consideriamo ora un caso in cui la composizione è sempre possibile. 


Esempio 1.21. Sia X un insieme non vuoto. Allora la composizione g o f è definita 
per ogni coppia di applicazioni f,g di X in se stesso. In particolare è definita la 
composizione f o f che denoteremo nel seguito con f?. Analogamente sono definite 
le composizioni f o (f o f) e (fo f) o f che coincidono per il lemma 1.20 e saranno 
denotate nel seguito con f3. Una definizione più generale si trova nell’esempio 1.33. 


La composizione di applicazioni preserva la proprietà di essere iniettiva o suriet- 
tiva. 


Lemma 1.22. Siano f : X — Y e g : Y — Z due applicazioni: 
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(a) se f e g sono suriettive, allora anche g o f è suriettiva; 
(b) se f e g sono iniettive, allora anche g o f è iniettiva. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Per dimostrare la suriettività di g o f, prendiamo un elemento 
z € Z del codominio e dimostriamo che esiste x € X tale che g(f(x)) = z. Poiché 
g è suriettiva, esiste y € Y tale che g(y) = z. Inoltre poiché f è suriettiva, esiste 
x € X tale che y = f(x). Pertanto sostituendo y nella precedente uguaglianza, 
otteniamo proprio z = g(y) = g(f(x)), cioè z = (g o f)(x). 

(b) Per dimostrare che g o f è iniettiva, supponiamo (g o f)(x) = (g o f)(y) 
per qualche x,y € X e mostriamo che allora x = y. Dal fatto che g è iniettiva e 
che g(f(x)) = g(f(y)), otteniamo f(x) = f(y). Dal fatto che pure f è iniettiva, 
otteniamo ora r =y. O 


Possiamo parzialmente invertire questo risultato. In generale non è vero che se 
g © f è iniettiva o suriettiva allora anche g ed f lo sono. Infatti: 


Esempio 1.23. Sia X = R \ {0} e sia f : X — X definita da f(z) = 22. Sia 
ora g : X — R definita da g(y) = log(|y|). Aora g o f è suriettiva, ma f non è 
suriettiva. 


Esempio 1.24. Sia f = ın : N —> Z l'immersione e sia g : Z — Z la funzione 
g(x) = x?. Allora g o f è iniettiva, mentre g non lo è. 


Vediamo quindi come possiamo invertire il lemma 1.22. 


Lemma 1.25. Siano f : X —>Y eg : Y — Z due applicazioni. 


(a) se g o f è suriettiva, allora anche g è suriettiva; 
(b) se g o f è iniettiva, allora anche f è iniettiva. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Se g o f è suriettiva, per ogni z € Z esiste z € X tale che 
(g 0 f(x) = g(f(2)} = z. Sia dunque y = f(z), allora g(y) = g(f(2)) = z. 
Questo dimostra che g è suriettiva. 

(b) Siano x, y € X tali che f(x) = f(y). Allora 


(90 f(x) = A(f(2)) = gA(fY)) = (9° NY). 
Dall’iniettività di q o f otteniamo x = y. O 


Il seguente esempio mostra come data un'applicazione iniettiva f : X — Y sia 
sempre possibile costruire, a partire da essa, un'applicazione suriettivag: Y > X. 


Esempio 1.26. Se un’applicazione f : X — Y è iniettiva, allora esiste un’applica- 
zione g: Y — X tale che go f = idx. Infatti fissiamo un elemento arbitrario 
ro € X. Se y € f(X), poniamo g(y) = x, dove x è Punico elemento di X con 
f(x) = y; se y € Y \ f(X) poniamo g(y) = ro. Allora g o f = idx. Notiamo che 
ogni applicazione g con questa proprietà è necessariamente suriettiva. 
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Per dimostrare che, data un’applicazione suriettiva f : X — Y è sempre possibile 
costruire un’applicazione iniettiva g con f o g = idy è invece necessario 1° Assioma 
della Scelta, come illustreremo nel paragrafo 1.11. 

Proveremo ora che le applicazioni suriettive e quelle iniettive si possono caratte- 
rizzare tramite opportune proprietà di “cancellazione”. Rendiamo il concetto preciso 
framite la seguente definizione. 


Definizione 1.27. Un’applicazione f : X — Y si dice 


(a) cancellabile a destra, se gı o f = gz o f implica g} = g2 per ogni coppia di 
applicazioni 91,92 : Y — Z; 

(b) cancellabile a sinistra, se f o gı = f © gz implica gı = g2 per ogni coppia di 
applicazioni 91,92 : Z > X. 


Teorema 1.28. Sia f : X — Y un'applicazione. Allora: 


(a) f è cancellabile a destra se e solo se f è suriettiva; 
(b) f è cancellabile a sinistra se e solo se f è iniettiva. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Supponiamo che f sia suriettiva. Per provare che f è cancella- 
bile a destra consideriamo una coppia di applicazioni g, h : Y + Z con gof = hof. 
Per vedere che g = h scegliamo y € Y e notiamo che y = f(x) per qualche x € X. 
Ma allora g(y) = (g o f)(x) = (ho f)(x) = h(y}). Quindi g = A. Se invece f 
non è suriettiva, esiste yọ € Y \ f(X). Fissiamo un elemento yı € f(X). Poniamo 
g = idy e consideriamo l'applicazione h : Y — Y definita da 


_Juseyef(X). 
ae la sey € Y \ f(X) 


Allora g(yo) = yo # yı = A(yo), da cui g # h nonostante valga g o f = ho f. 
Quindi f non è cancellabile a destra. 

(b) Supponiamo che f sia iniettiva. Per provare che f è cancellabile a sinistra 
consideriamo una coppia di applicazioni g,h : Z — X con fog = fo h. Sia 
z € Z. Allora fog = f o h implica f(g(2)) = f(k(2)). Quindi g(z) = h(z) e- 
g = h. Supponiamo che f non sia iniettiva. Allora f(x) = f(y) per due elementi 
distinti x Æ y in X. Sia Z = {z} un singoletto arbitrario. Allora le applicazioni 
g,h : Z — X, definite da g(2) = z e h(z) = y, sono distinte. Tuttavia fog = foh 
e quindi f non è cancellabile a sinistra. O 


Definizione 1.29. Un’applicazione f : X — Y si dice invertibile, se esiste un’appli- 
cazione g : Y — X tale che g o f = idx e f o g = idy, cioè g(f(x)) = x per ogni 
x € X e f(g(y)) = y per ogni y € Y. Una tale applicazione si dice inversa di f. 


Diamo una caratterizzazione delle applicazioni invertibili. 


Teorema 1.30. Un’applicazione f : X — Y è invertibile se e solo se è biettiva. In 
tal caso l’inversa di f è unica. 
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che l'applicazione f sia biettiva. Per ogni y € Y, 
esiste x € X tale che f(x) = y, poiché f è suriettiva. Inoltre tale x è unico perché 
f è anche iniettiva. Poniamo g(y) = x. Si ha f(g(y)) = f(x) = y, per ogni y € Y 
per la definizione di g. D'altra parte, per ogni x € X si ha g(f(x)) = x sempre per 
la definizione di g. Pertanto fog = idy ego f = idx, quindi g è l’inversa di f. 
Proviamo che se f è invertibile, allora f è biettiva e l’inversa di f è unica. Per 
ipotesi esiste un’applicazione g : Y + X tale che g o f = idx e f o g = idy. Per 
l'esempio 1.17, g o f è iniettiva, quindi per (b) del lemma 1.25 concludiamo che f 
Auniettiva..A nalossmepte l'esemnia 1.17. carantisce be f o_a,sia suriettiva, nuindi, 
per (a) del lemma 1.25 concludiamo che f è suriettiva. Essendo iniettiva e suriettiva, 
f risulta biettiva. Se g’ fosse un’altra inversa di f, allora da g o f = idx = g'o f e 
dal teorema 1.28 dedurremo g = g’ poiché f è suriettiva. O 


Nel seguito denoteremo con f~? l’unica inversa di un'applicazione invertibile f. 

Un’applicazione f : X — X si dice involutoria o semplicemente, una involu- 
zione se f o f = idx. Ogni applicazione involutoria è invertibile con f7! = f e 
pertanto biettiva. 

Le applicazioni biettive X — X di un insieme X si dicono anche permutazioni 


di X. 


1.6 I numeri naturali e il principio di induzione 


L'insieme N = {0,1,2,...} dei numeri naturali è uno dei concetti primitivi la cui 
esistenza non può essere provata. Il matematico italiano Peano (1858- 1932) propose 
la seguente descrizione assiomatica. 

Assiomi di Peano. Esiste un insieme N e un applicazione s : N — N, detta 
successore, tale che 


(PI)a € N; 

(P2) se n € N, allora anche s(n) € N; 

(P3) se n € N, allora s(n) # a; 

(P4) s è iniettiva; 

(P5) se l’insieme E contiene a ed ha la proprietà che assieme ad ogni n € E anche 
s{n) € E, allora N C E. 


Osserviamo che l'elemento a che non appartiene all’immagine s(.N) è univoca- 
mente determinato. Infatti sia E = s(N)U {a}, allora E soddisfa la proprietà (P5) e 
quindi E = N, da cui si deduce {a} = N \ s{N}). 

Come tutti gli assiomi, anche gli assiomi di Peano non possono essere dimostrati. 
O meglio si possono dimostrare, supponendo però che valga un altro assioma, cioè 
l'esistenza di un insieme infinito nel senso di Cantor, come mostreremo nel teorema 
1.41. Sarà importante il fatto che s sia iniettiva (P4), ma non suriettiva (P3). 

Proviamo nell’esercizio 1.16 che se (N, 81) e (N2, 82) sono due insiemi che 
soddisfano gli assiomi di Peano, allora esiste una biezione f : Ni + Na compatibile 
con le applicazioni sı e sz nel modo seguente: se 
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{a1} = Ni \ s1(N1) e {a2} = Na \ s2(N2), 
si ha f(a1) = az e f(s1(n)) = s2(f(n)) per ogni n € Ni. 


Un’applicazione con questa proprietà si dice un’isomorfismo di sistemi di Peano e 
rende le due coppie (Ni, 51) e (Na, s2) praticamente indistinguibili. D’ora in avanti 
denotiamo con N un insieme soddisfacente gli assiomi di Peano, con 0 l’unico ele- 
mento definito da (P1), con 1 l’unico elemento s(0), con 2 l’unico elemento s(1), 
3 = s(2) e così via, denotando con n + 1 l’unico elemento s(n) per ogni elemento 
n € N. Chiamiamo N l'insieme dei numeri naturali. 
Se m = s(n), diremo che m è successore di n, mentre diremo che n è 
predecessore di m e lo denoteremo con n = m — 1. 
Osserviamo che ad eccezione degli assiomi (P1) e (P2) che enfatizzano il fatto 
di avere un'applicazione s : N + N, gli assiomi di Peano non sono “ridondanti”, 
- cioè nessuno di essi è dimostrabile a partire dagli altri. Lo si può verificare esibendo 
` delle terné Vv, as] dove solo und aéġu assioini ‘dî reano non venga sbtiaîstatio è 1v 
non sia isomorfo come sistema di Peano all’insieme dei numeri naturali. Diamo un 
suggerimento di come si possano costruire questi insiemi. 
Se eliminiamo (P3), si può considerare N = {0,1} con s : N — N definita da 
s(0)=1es(1)=0. ! 
Se eliminiamo (P4), sia di nuovo N = {0,1}, s(0) = s(1) = 1, allora i restanti 
quattro assiomi sono soddisfatti. 
Infine se eliminiamo (P5), possiamo considerare l’insieme N = N con a = 0, ed 
s(n)=(n+1) +1 


Dedichiamo ora la nostra attenzione interamente all’assioma (P5) che è senz’al- 


tra layi impastante ninspietà dei, mumezi, naturali., nota anche came principa di 
induzione, perciò la riformuliamo separatamente. 


Proposizione 1.31. Supponiamo che S sia un sottoinsieme di N tale che 0 € S e per 
ogni x € S si ha che anche s(x) € S. Allora S = N. 


Il principio di induzione dà luogo ad una tecnica molto usata in matematica, 
le cosiddette “dimostrazioni per induzione”, di cui daremo diverse forme, nelle 
proposizioni 1.32, 1.59 e 1.58. 


Proposizione 1.32. (Principio di induzione - prima forma) Per ogni n € N, 
consideriamo un’asserzione A(n) e supponiamo che 

(a) A(0) sia vera; 

(b) se A(k) è vera per k € N, allora anche A(k + 1) è vera. 

Allora l’asserzione A(n) è vera per ogni n € N. 

DIMOSTRAZIONE. Sia S l'insieme degli n € N peri quali A(n) è vera. Allora 0 € S 
e da n € S segue n + 1 € S. Quindi S = N per il principio di induzione 1.31. D 


Il principio di induzione è fondamentale non solo per le dimostrazioni per in- 
duzione, ma anche per le definizioni per induzione. Se vogliamo definire un og- 
getto D(n) per ogni n € N, basta definire Poggetto D(0) e per ogni k € N 
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per il quale è stato già definito D(k}, definire anche D(& + 1). U principio di in- 
duzione garantisce che D(n) è stato definito per ogni n € N. Infatti l’insieme 
E = {n € N: f(n) è definito} contiene 0 e n € E implica n + 1 € E. 


Esempio 1.33. (a) Per un insieme non vuoto X ed un’applicazione f : X > X 
definiamo rigorosamente le potenze f” per tutti gli n € N. Poniamo f? = idx e 
se f” è già definito per n € N, poniamo f+! = f o f”. 

(b) In particolare, per X = N e l'applicazione successore s : N — N, si hanno le 
potenze s” per tutti gli n € N. Per esempio, s?(0) = 2, s*(0) = 3,.... In altre 
parole, s"(0) = n per ogni n € N. Analogamente s2(1) = 3,5%(1) = 4,..., 
cioè s"(1) = n +1 per n € N. Lasciamo la facile prova per induzione al lettore. 


Possiamo definire la somma m + n per due numeri naturali m, n € N come 
m4+n=s"(m). 


Oppure, fissando m arbitrariamente in N, possiamo definire la somma D(n) = m+n 
anche direttamente: poniamo D(0) = m e supponendo di aver già definito D(n), 
poniamo D(n + 1) = D(n) + 1. 

Per m,n € N, poniamo m < n, se n = m + k per qualche k € N e scriviamo 
k = n — m, Nel caso m < n e m # n, scriviamo m < n. Così risulta 


0<1<2<3<4<...<n<n+1<... 


Un'ultima osservazione sul principio di induzione: nelle proposizioni 1.32 e 1.59 si 
può sostituire nelle ipotesi A(0) con A(no), per qualche no € Ne la tesi sarà quindi 
A(n) è vera per ogni n > no, n € N. 

Dimostriamo che la somma + in N soddisfa la legge commutativa e la legge 
associativa. 


Lemma 1.34. Per tutti gli m, n, k € N valgono le proprietà 


(a) (m+n)+k=m+ (n + k) (associativa); 
(b) m+n =n + m (commutativa); 
(c) sem +n = k +n, allora m = k. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Ragioniamo per induzione su k con m,n € N fissati arbitra- 
ramette! Lasseno e vero pets ="v; memre’ r uguag nanza 


(m+n) +1=m+ (n + 1) per tutti gli m,n € N (3) 


segue immediatamente dalla definizione della somma. Supponiamo per ipotesi in- 
duttiva di avere (m + n) +k = m + (n + k) per qualche k € N. Allora 
((m+n)+k)+1 = (m + (n + k))+ 1. Applicando (3) ad ambo i membri dell’e- 
quazione, ricaviamo (m+n)+(kK+1)=m+((n+k)+1)=m+(n+(k+1)). 
Questo prova (a). 

(b) Dimostriamo prima che s”os = sos” per ogni n € N. L'asserto è banalmente 
vero per n = 0. Supponiamo che 3” o s = s o 3” per qualche n € N, Allora per il 
lemma 1.20 si ha 3 o s"*1 = s o (8 o 3”) = s o (8™ o 8) = (a oP. )a am st os, 
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Per dimostrare l’uguaglianza m + n = n + m per tutti gli m,n € N ragioniamo 
per induzione su m, e lo dimostriamo per ogni n € N fissato. Per m = 0 si ha 


0+n=s"(0)=n=n+0. 


Supponiamo di avere m + n = n + m per qualche m € N. Ora applicando $” o s = 
sos"admsiha(m+1)+n={(m+n)+1. Quindi 


(m+1)+n=(m+n)+1=(n+m)+1=n+(m+1). 


Questo dimostra m + n = n + m per tutti gli m,n € N. 
(c) Basta osservare che s”(m) = m +n = k +n = s” (k), e che s” è iniettiva, 
in quanto composta di iniettive. O 


. La legge associativa permette di definire somme di tre numeri naturali m + n + k 
come (m + n) +k = m + (m + k). Analogamente si può definire la somma 


a1+024+...+ ân di n > 2 numeri naturali. 


Nel seguito denoteremno questa somma brevemente con 


n 
2, 
k=1 


dove l’indice k varia da 1 a n e può essere sostituito da qualunque altro carattere, per 
esempio J i= di 0 D j=) 44. 

Diamo ora altre due importanti definizioni per induzione. Definiamo il prodotto 
« di due numeri naturali n, m € N, ponendo per ogni n € N; 

0-n=0; 

l.n=n; 

m-n=(m-1)-n+n,perm>2. 

Nel seguito ometteremo il segno - cioè scriveremo mn per indicare m - n. Osser- 
viamo che se m + 0en #0, allora mn > n > 0, da cui segue mn = 0 se e solo se 
m=00n = 0. Questo dimostra (d) del seguente lemma. Lasciamo per esercizio la 
dimostrazione dei punti (a), (b) e (c). 


Lemma 1.35. Per tutti gli m, n, k € N valgono le seguenti proprietà 


(a) (mn)k = m(nk) (associativa); 

(b) mn = nm (commutativa); 

(c) m(n + k) = mn + mk (distributiva rispetto alla somma); 
turimi Lose estas serm=von=v. 


Il lemma ci permette di definire m” per ogni numero naturale m > 0en € N 
come segue: m? = 1, e m” = m° 1m, se n > 0. 

Il punto (d) del lemma si ricava facilmente anche dalla seguente proprietà più 
generale che si può dimostrare per induzione: mn = kn per tre numeri naturali m, n 
e k conn > 0 se e solo se m = k. 
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Un numero naturale n si dice pari, se n = 2m per qualche m € N, altrimenti si 
dice che n è dispari. Si dimostra facilmente per induzione che ogni numero dispari 
n si può presentare nella forma n = 2m + 1 per qualche m € N. Una proprietà più 
precisa dei numeri naturali si può trovare nell’esercizio 1.17. 

Per ogni numero naturale, definiamo infine il fattoriale. 


Definizione 1.36. Sia n € N, definiamo n! come segue: 
0= 1; 
ni=n-(n-1)pern>1 


Osserviamo che 1!=1en!=1-2-...-npern>2. 


1.7 Insiemi finiti e infiniti 


Un insieme X è finito, se X è vuoto o esistono un numero naturale n > 0 e una bie- 


zione f : {1,2,...,n} — X. Diremo in tal caso che X ha cardinalità n e scriveremo 
[X| = n, ponendo per completezza |0| = 0. Se zp = f(k) per k = 1,2,...,n, scri- 
veremo anche X = {x1,2,...,Zn}. Se X è finito ed esiste una biezione X + Y, 


allora anche Y è finito e |Y | = |X|. In particolare, si potrebbe usare anche l'insieme 
{0,1,...,n — 1} per decidere se |X| = n. 
Proviamo che sottoinsiemi e immagini di insiemi finiti sono ancora finiti. 


Lemma 1.37. Sia X un insieme finito. 


(a) Se Y C X, allora Y è un insieme finito e |Y | < |X]. 
(b) Se f : X — Z è un'applicazione suriettiva, anche Z è finito. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Supponiamo che X sia un insieme finito, con n = |X|. Per 
dimostrare che Y C X è finito, ragioniamo per induzione su n. Icasin=0en=1 
sono ovvi. Supponiamo n > 1 e l’asserto vero per n. Sia ora X un insieme finito con 
|X|=n+1esia Y C X. Nonèrestrittivo pensare X = {1,...,n+1}.SeY = f, 
allora |Y | = 0. Supponiamo pertanto Y # e poniamo 


Y\=YN{1,...,n} e Y=YN{n+1}; siha Y =Y UY. 


Ora Y; è finito per l'ipotesi induttiva e quindi esiste una biezione f : {1,..., m} + 
Yi, per qualche m € N. Distinguiamo due casi. Se Ya = Ø, allora Y = Y e abbiamo 
concluso. Altrimenti Ya = {n + 1} è finito. Sia g : {1,...,m,m+1} — Y definita 
da gli) = f(i), sei = 1,...,me g(m +1) = n + 1. Allora g è una biezione e 
pertanto Y è finito. Inoltre vale |Y | < |X|. 

(b) Consideriamo l’applicazione suriettiva f : X — Z e per ogni z € Z sceglia- 
mo y € X tale che f(y) = z. Sia Y l’insieme di tali y al variare di z in Z. Allora la 
restrizione di f ad Y è una biezione. Essendo Y finito per la prima parte del lemma, 
concludiamo che anche Z è finito. O 


Utilizzando il lemma 1.37, si ha X N Y finito, se X ed Y sono finiti. Una facile 
induzione permette poi di dimostrare che anche X U Y è finito, si veda l'esercizio 
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1.28. Più precisamente, se X e Y sono anche disgiunti, allora |XUY|=|[X]+]Y]. 
Inoltre anche il prodotto cartesiano X x Y è finito e vale |X x Y| = |X| x |YI, 
come si dimostra nell'esercizio 1.57. Infine, se X è finito, anche P(X) è finito e 
IP(X)| = 21XI, si veda l'esercizio 1.55. 

Proviamo un teorema molto utile sugli insiemi finiti. 


Teorema 1.38. (Principio di Dirichlet) Se X e Y sono insiemi finiti con |X| > |Y|, 
allora non esiste alcuna iniezione X > Y. 


DIMOSTRAZIONE. Siano n = |X] e m = [Y]. Senza ledere la generalità, possiamo 
supporre X = {1,2,...,n}eY = {1,2,...,m}. Inoltre 


m<zn=>m+1<n. 


Essendo la restrizione di un’iniezione sempre un iniezione, possiamo supporre 
X = {1,2,...,m + 1}. Dunque, basta dimostrare per induzione su m che non 
esiste un’iniezione di X = {1,2,...,m + 1} in Y = {1,2,...,m}. Per m = 1 
Passerto è vero. Supponiamo che sia vero per qualche m € N e supponiamo per 
assurdo che esista un’iniezione f di 


X={1,2,...,m+2} in Y={1,2,...,m+1} 


Se m +1 € f(X), troviamo un'iniezione {1,2,...,m +2} + {1,2,...,m} che 
ristretta ad {1,2,...,m + 1} contraddice l’ipotesi induttiva. Pertanto esiste k € X 
tale che f(k) = m + 1. Sia g : X — X l’applicazione definita da 


x, sere Xex#kmt+t2, 
g(a)=qm+2, ser=k 
k, sex =m+2 


Allora g è biettiva e h = fog : X — Y è un'iniezione con h(m+2) = m+1. Pertan- 
to la restrizione #f{1,2,...,m+1} è un’iniezione tra {1,2,...,m+1}e{1,2,...,m}, 
assurdo. D 


Dirichlet usava formulare questo principio nel modo seguente: se disponiamo m 
oggetti in n scatole e m > n, allora almeno una scatola conterrà non meno di due 
oggetti. Per un'applicazione di questo principio, si veda anche l’esercizio 2.3. 

Dal principio di Dirichlet sì ricava facilmente il seguente corollario. 


Corollario 1.39. Ogni iniezione X — X di un insieme finito X è anche una 
surlezione. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f : X — X un’iniezione. Allora Y = f(X) è un sottoin- 
sieme finito di X, f fornisce una biezione X — Y e quindi |Y| = |X]. Essendo 
X =Y U(X \ Y) una partizione, vale |X| = |Y] + [X \ Y| per l’esercizio 1.28. 
Pertanto |X \ Y| = 0 e di conseguenza X \ Y = fl. Quindi Y = X e f è suriettiva. 
O 
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Abbiamo visto che tutte le operazioni tra gli insiemi finiti danno come risultato 
sempre un insieme finito. Per ottenere degli insiemi infiniti è quindi necessario intro- 
durre qualche assioma, o gli assiomi di Peano o un assioma che garantisca l’esistenza 
di un insieme infinito nel senso di Cantor, come vedremo nel teorema 1.41. Nel se- 
guito ci occuperemo di insiemi infiniti. È naturale dire che un insieme X è infinito, se 
X nonè finito. Dal principio di Dirichlet si ricava immediatamente che N è infinito. 
Infatti se per assurdo N fosse finito, esisterebbe una biezione f : N — {1,2,...,n}, 
e restringendo f all’insieme {1,2,...,n + 1}, otterremmo un'iniezione, contraddi- 
cendo il principio di Dirichlet 1.38. Riassumiamo tre diverse definizioni di infinito 
che si possono dare. Mostreremo nel teorema 1.42 che in effetti queste tre definizioni 
sono equivalenti. 


Definizione 1.40. Un insieme X è infinito, se X non è finito. 
Un insieme X è infinito nel senso di Dedekind, se esiste una iniezione N > X. 
‘Un insieme X è infinito nel senso di Cantor, se esiste un’applicazione iniettiva, 
ma non suriettiva f : X > X. 


Il concetto di insieme infinito nel senso di Dedekind presume l’esistenza di N, 
mentre quello proposto da Cantor non fa ricorso alcuno ai numeri naturali. 

Nel paragrafo 1.6 è stata introdotta la funzione iniettiva successore s che non è 
suriettiva, quindi l’insieme N è infinito nel senso di Cantor. Dimostriamo ora che 
l’esistenza di un qualunque insieme infinito nel senso di Cantor permette di costruire 
una coppia (C, s) che soddisfa gli assiomi di Peano e quindi, per l'esercizio 1.16, 
l'insieme dei numeri naturali N. 


Teorema 1.41. Sia X un insieme infinito nel senso di Cantor. Allora esistono un 
sottoinsieme C di X e un’applicazione iniettiva s : C + C tali che la coppia (C, s) 
soddisfa gli assiomi di Peano. 


DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un’applicazione iniettiva, ma non suriettiva f : 
X > X. Siax € X \ f(X). Sia A la famiglia di tutti i sottoinsiemi A di X 
contenenti x e tali che f(A) C A. Allora A è non vuota, poiché X € A. L'insieme 
C = faea A soddisfa f(C) C C, essendo ovviamente f(C) C A per ogni A € A. 
Quindi C € A in quanto x € C. Pertanto C è il più piccolo elemento di A. Sia 
8:C + C la restrizione di f a C. Allora C, s soddisfano (P1) e (P2) degli assiomi 
di Peano e, poiché s è iniettiva, anche (P4). Osserviamo che x € s(C') perché z ¢ 
F(X), per cui vale (P3). Per vedere che vale (P5) si noti che ogni insieme E C C 
con la proprietà x € E e s(E) C E necessariamente appartiene ad A in quanto 
f(E) = s(E). Quindi E = C per le proprietà di C di essere il più piccolo elemento 
di A. Dunque la coppia (C, s) soddisfa gli assiomi di Peano. O 

Il teorema 1.41 implica, in particolare, che ogni insieme X infinito nel senso 
di Cantor è infinito anche nel senso di Dedekind, si veda anche l’esercizio 1.30. 


Riassumiamo tutto ciò che abbiamo visto sugli insiemi infiniti nel seguente teorema, 
mostrando che le tre definizioni di insieme infinito sono equivalenti. 


Teorema 1.42. Per un insieme X le seguenti tre proprietà sono equivalenti: 
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(a) X è infinito; 
(b) X è infinito nel senso di Cantor; 
(c) X è infinito nel senso di Dedekind. 


DIMOSTRAZIONE. (b) => (c) Se X è infinito nel senso di Cantor, X è infinito nel 
senso di Dedekind per il teorema 1.41. 

(c) > (b) Supponiamo che esista un’applicazione iniettiva h : N + X. Allora 
possiamo scrivere X = A(N)UY, dove Y = X\k(N}. Sia s : N — Nl’applicazione 
definita da s(n) = n + 1. Allora l'applicazione f : X — X, che coincide con 
hoso h`! su A(N) ed è l'identità su Y, è iniettiva, ma non suriettiva. 

(b) > (a) Dal corollario 1.39 ogni iniezione X — X di un insieme finito X è 
anche una suriezione. Quindi gli insiemi infiniti nel senso di Cantor risultano infiniti. 

(a) > (c) Proviamo che gli insiemi infiniti risultano infiniti anche nel senso di 
Dedekind. 

Per ipotesi non esiste alcuna biezione dall’insieme {1,2,...,n} all’insieme X 
per alcun n e quindi non esiste una suriezione {1,2,...,n} — X per alcun n. 
Pertanto per ogni numero naturale n > 0 esistono almeno n + 1 elementi distinti di 
X. Possiamo costruire così un’iniezione f : N + X nel modo seguente. Scegliamo 
un elemento arbitrario zo € X e poniamo f(0) = xo. Supponiamo di aver già 
definito f(0),..., f(n—1). Poiché X ha un elemento x,, diverso da f(0),..., f(n— ` 
1) possiamo porre f(n) = £n. Costruiamo in tal modo un’iniezione da Nin X. O 


Lemma 1.43. I! numero di tutte le applicazioni iniettive di un insieme finito X con 
n elementi in un insieme Y con m elementi è ugualeam-(m-1)-...-(m-n+1). 


DIMOSTRAZIONE. Prima di cominciare notiamo che l’asserto è banalmente vero per 
m < n, perché in tal caso non ci sono applicazioni iniettive di X in Y per il principio 
di Dirichlet, mentre il numero m - (m — 1) -...- (m — n + 1) è uguale a 0 essendo 
il fattore (m — m) = 0. Pertanto assumeremo nel seguito che m > n. 

Poiché X è un insieme finito, possiamo numerare i suoi elementi, cioè scrivere 
X = {x1,2,...,€n}. Contiamo quali sono le possibili immagini di zı in Y tra- 
mite un’applicazione iniettiva. Possiamo scegliere tra tutti gli m elementi di Y. Ci 
sono pertanto m scelte. Ora l’immagine di x può essere un qualsiasi elemento di 
Y, eccetto l’immagine di 21, perché l'applicazione deve essere iniettiva. Pertanto si 
hanno m — 1 scelte per l’immagine di z2. Proseguendo in questo modo, le possibili 
scelte per le immagini dell’elemento z;, una volta scelte le immagini degli elementi 
zj, 1 < j < i, sono m(m — 1)(m — 2)... (m — i + 1). Concludiamo con zn, da cui 
segue l’enunciato. O 


Dal lemma 1.43 si deduce il seguente corollario. 


Corollario 1.44. Sia X un insieme finito con n elementi. Allora il numero di tutte le 
permutazioni di X ènt=1-2-...-n. 
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1.8 Relazioni di equivalenza 


Introduciamo in questo paragrafo un particolare tipo di relazione. 


Definizione 1.45, Una relazione binaria R su un insieme X si dice relazione di 
equivalenza, se sono verificate le seguenti proprietà: 


(1) (x, x£) € R per ogni x € X (riflessiva); 

(2) (x,y) € R implica (y, £) € R, per ogni coppia x,y € X (simmetrica); 

(3) (x,y) € R e (y,z) € R, implicano (x,z) € R per ogni terna z,y,z € X 
(transitiva). 


Nel seguito scriveremo brevemente xRy al posto di (x, y) € R. 


Ad ogni relazione di equivalenza R sono associate le classi di equivalenza |a] r, 
per a € X, nel modo seguente; 


[ala = {x € X : cRa}. 


Si noti che a € [a] z per la proprietà (1), pertanto le classi [a] a sono non vuote. Se due 
classi di equivalenza [a] p e [b] z hanno elementi in comune, allora esse coincidono. 
Infatti, supponiamo che [a]r N [b]r # Í e fissiamo un elemento z € [a]r N [bla 
Poiché ogni x € [a]a soddisfa zRa, da z € [a]r si ricava zRz per la transitività 
di R. Ora da zRz e zRb si ha analogamente x Rb, quindi x € [b]r. Analogamente 
si dimostra che [b] ra G [a] r. Quindi l'insieme delle classi di equivalenza risulta una 


partizione di X: 
x= |] far. 


aEX 
Proviamo che 
ATE 


—— 


uesto risultato si può invertire. 


Te 46: Esiste una corrispondenza biunivoca tra le relazioni di equivalenza 
fefinite su un insieme X e le partizioni di X. 


DIMOSTRAZIONE. Abbiamo già dimostrato che ogni relazione di equivalenza su X 
definisce una partizione di X. Supponiamo ora di avere una partizione di X 


L={X; ie I} 


Definiamo npa relazione di canivalenza_R o su_X_ nel mado seguente: nou, see 
solo se z, y € X; per uno stesso insieme X; di £. Verifichiamo che tale relazione è 
di equivalenza: 

-riflessiva: poiché £ è una partizione, ogni elemento x € X appartiene a qualche 
Xi i € I, quindi xAcz. 

-simmetrica: se x Rey, allora x, y appartengono allo stesso insieme X;, pertanto 
vale anche yRc®. 

-transitiva: se cAcy e yRc2, allora x, y € X; per qualche i € I e y, 2 € X}; per 
qualche j € 7. Poiché £ è una partizione, avremo X; N X; = @ se i # j. Nel nostro 
caso y € X; N Xj, che non può pertanto essere vuota. Allora i = j e x,y,z € Xi, 
quindi rRcz. 
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Data una relazione di equivalenza R, si consideri la partizione in classi di equiva- 
lenza Lpr = {[a]r : a € X} definita prima. Allora la relazione di equivalenza Rgp 
costruita a partire da Lpg coincide con R: infatti aR/,b se e solo se a,b € [a]r se 
e solo se aRb. D'altra parte, per ogni partizione £ di X la relazione di equivalenza 
Rx genera, tramite le sue classi di equivalenza, la partizione di partenza £. Questo 
conclude la dimostrazione. O 


Definizione 1.47. Sia R una relazione di equivalenza su un insieme non vuoto X. 
L'insieme delle classi di equivalenza {[x]r : x € X} si dice insieme quoziente 
di X modulo la relazione di equivalenza R e si denota con X/R. L'applicazione 
m : X + X/R definita da r(x) = [x]r per ogni s € X di dice applicazione 
canonica. L'applicazione canonica è suriettiva. (flwi9= DOMA) 


Vediamo ora che ogni applicazione dà luogo ad una relazione di equivalenza nel 
suo dominio. 


Esempio 1.48. Sia f : X — Y un'applicazione. Allora la relazione binaria R; 
definita da PIZZA a 

| aRpb S =: se f(a) = f(b) \ 
è una relazione di equivalenza. Per ogni y , possiamo considerare 


fu) = {a€ X: fla) =y} = [ala, perogni a e f!(y). 


Allora {f~t (y) : y € f(X)} è una partizione di X. 

Viceversa siano X un insieme non vuoto, R una relazione di equivalenza su X e 
X = X/R l'insieme quoziente. Se m < X — X è l'applicazione canonica, allora R 
coincide con la relazione R}. 


Lo scopo del seguente teorema è di presentare un’applicazione arbitraria f : 
X — Y come composizione di due applicazioni delle quali la prima è suriettiva e la 
seconda è iniettiva. 


Teorema 1.49. Siano f : X — Y un'applicazione, X = X/Ry l'insieme quoziente 
modulo Rj en : X — X l'applicazione canonica. Allora esiste un’applicazione 
iniettiva f : X — Y tale che f = fon. 


DIMOSTRAZIONE. Definiamo f : X — Y con f([x]a,) = f(x). Mostriamo che f 
è ben definita e iniettiva. 


(cla, = bla, => Fe)= fu) => File) = Filz). 


Infine (F o m(2)=7(r(2)) = 7((r]a,)=f@) © 
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1.9 Partizioni e coefficienti binomiali 


Ci proponiamo di calcolare il numero di tutte le partizioni di un insieme X di n 
elementi. Per avere una visione più chiara della situazione vediamo ogni partizione 
di X come una colorazione di X, in altre parole vedremo le classi di equivalenza 
come “colori”. 


Il mondo in bianco e nero. Sia n > 1 un numero naturale e sia X un insieme 
di n elementi. Allora il numero di tutte le colorazioni di X in due colori, bianco 
e nero, è uguale a 2”. Infatti ogni colorazione di X si potrebbe considerare come 
un'applicazione c : X — C, dove C è l'insieme dei due colori {bianco, nero} 
in modo da poter vedere il valore c(x) assunto in x € X come il colore (bianco 
o nero) di x. Notiamo che ogni colorazione c di X è completamente determinata 
dall’insieme 
Be = {x € X:c(x) = bianco} 


degli elementi bianchi di c poiché l'insieme 
Ne = {x € X :c(x) = nero} 


degli elementi neri di c è precisamente il complemento X \ Be di Be. Per chi prefe- 
risce vedere il mondo in nero, aggiungiamo che anche l’insieme Ne determina com- 
pletamente la colorazione c. Inoltre le colorazioni costanti sono le due colorazioni 
monocolore: 


(a) b : X — C con Bp = X e Mp = Ê (cioè tutto bianco); 
(b) n : X — C con Nn = X e Bn = Î (cioè tutto nero). 


Le colorazioni suriettive sono quelle che hanno effettivamente tutti e due i colori, 
cioè non sono monocolori e sono quindi 2” — 2. 

Osserviamo che ad ogni colorazione e in due colori corrisponde una partizione di 
X in due parti disgiunte Be e Ne, ma ad ogni partizione di X in due insiemi disgiunti 
Y e Z corrispondono due colorazioni di X che danno la partizione X = Y U Z. Per 
ogni k con 0 < k < n, il numero delle colorazioni c, con insieme “bianco” Be 
consistente precisamente di k elementi, è uguale al numero delle k-uple non ordinate 
in X. Diamo un nome a questo numero. 


Definizione 1.50. Il numero C} è il numero delle k-uple non ordinate in un insieme 
di n elementi, si chiama coefficiente binomiale di n rispetto a k e si denota anche 


i (i) 


Osserviamo che in particolare C$ = C3 = 1. Notiamo che se l'insieme “bianco” 

Bc ha k elementi, allora l'insieme “nero” Ne consiste di n — k elementi. Analoga- 
: g 

mente il numero delle colorazioni c, con insieme “nero” Ne di k elementi, è uguale 
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a Cf. Poiché le colorazioni con k elementi bianchi sono precisamente le colorazioni 
con n — k elementi neri, si ricava immediatamente l'uguaglianza 


E = Che (4) 


Dimostriamo una relazione tra i coefficienti binomiali, dalla quale possiamo 
calcolare esplicitamente C}. 


Lemma 1.51. Siano n,k € Nn > 1e0<k< n. Allora valgono 
=0} 14+ OR], se k>0 (5) 


n! 


= knk)! (6) 


DIMOSTRAZIONE. Sia X un insieme con n elementi. Contiamo le colorazioni con 
k elementi bianchi di X fissando un elemento xo € X. Presentando X come 
X' U {zo}, con X’ il complemento di {wo} in X, osserviamo che ci sono (OH 
colorazioni di X con k elementi bianchi in X’, cioè diversi da ro e CRZ 1 colora- 
zioni con k elementi bianchi di cui uno è ro. Infatti quest'ultime coris pondono alle 
colorazioni di X’ con k — 1 elementi bianchi. Questo prova (5). 

Dimostriamo (6) per induzione su n, per ogni k con 0 < k < n. Sen = 1, 
C4 = 1 = CÌ. Supponiamo che valga 


n=l _ (n Sp 1)! 


k e) perogni k<n-1. 


Come già osservato, vale A 
Cg = or = 


n! 

= nio!” 

quindi è sufficiente dimostrare la formula (6) per O < k < n. Utilizziamo (5) e 
l’ipotesi induttiva 


m — m- m-i _ (n-1)! (n-1)! na n! 
p= + taca a E Nap e T 


(m) 
Il nome “coefficiente binomiale” proviene dalla seguente formula del binomio.. 


Lemma 1.52. Dati a, b numeri reali, n € N, n > 1 vale 


(a+b) = > (A) Ger bhe, (7) 


DIMOSTRAZIONE. Lo dimostriamo per induzione su n. Il caso n = 1 è banale. Sia - 
ora n > 2 e supponiamo la formula (7) vera per n — 1. Allora 
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k=0 


(a +b)” = (a +b} {a + b) = (£ È = ) sh) (a +b) = 
k 


l fp ui /n-1 
ve n-kpk gi n—l—kpk+1 
= b b . 
vr 
k=0 k=0 
Nell'ultima sommatoria sostituiamo k + 1 all’indice k, ottenendo 


n_1 


o n-kLk Z C) n—-kpk 
a "h +) a” = 
3. k se k-1 


k=0 


n=l 
-1 -1 
RC Eae- 
=1 


n—=1 n 
cei mi m-kpk 2 n \ n-kpk 
=+ 5 (1) b += D (pje de, 
k=1 k=0 
La penultima uguaglianza si ottiene applicando (5). O 


Ponendo in (7) a = —b = 1, si ottiene la seguente relazione tra i coefficienti 


binomiali ho 
Denhe) =0. 
k=0 
I coefficienti binomiali si possono disporre in un triangolo illimitato, noto come il 


triangolo di Tartaglia-Pascal dove (4) e (5) hanno un’interpretazione geometrica 
elegante: 


121 

193941 

14641 
15 10 1051 


Il primo e l’ultimo coefficiente binomiale su ogni riga del triangolo sono uguali 
a 1. Inoltre il triangolo è simmetrico rispetto all’asse verticale e ogni coefficiente 
binomiale all’interno del triangolo è somma dei due coefficienti binomiali che gli 
stanno immediatamente sopra. l 

Abbiamo calcolato nel lemma 1.43 il numero 


Vn =n(n- 1)... (n-m +1) 


di tutte le applicazioni iniettive di un insieme finito X con m elementi in un’insieme 
Y con n elementi e m < n. Si deduce immediatamente da (6) che 
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VZ =m! cr. 


Questa osservazione ci permette di trovare un’altra dimostrazione diretta della for- 
mula (6) che non fa uso di induzione. Infatti, poniamo X = {1,2,...,m}. Allora 
ad ogni m-upla fissata B = {y1,y2,-..,Ym} di elementi distinti di Y corrispon- 
de un’unica applicazione iniettiva f : X — Y con immagine B e f(i) = yi per 
i = 1,2,...,m. Quindi ad ogni sottoinsieme B di m elementi di Y corrispondono 
precisamente m! applicazioni iniettive dell’insieme X in Y aventi come immagine 
questo sottoinsieme specifico di m elementi di X (per il fatto che ci sono m! permu- 
tazioni degli elementi di B). Pertanto il numero C%, di tutti i sottoinsiemi distinti B 
di Y aventi m elementi risulta uguale a V? /m!. 


1.10 Relazioni di ordine e preordine 


Una relazione binaria R in un insieme X si dice relazione di preordine se R è rifles- 
siva e transitiva. Chiaramente ogni relazione di equivalenza è anche una relazione di 
preordine. Più precisamente, una relazione di preordine è una relazione di equivalen- 
za se e solo se è anche simmetrica. Si può considerare invece la seguente proprietà 
detta antisimmetrica, di una relazione binaria R: (x,y) € Re (y, £) € R implicano 
x = y per ogni coppia z, y € X. 


Definizione 1.53. Una relazione di preordine R in un insieme X si dice relazione 
d'ordine se R è anche antisimmetrica. 


Per una relazione d’ordine si usa spesso anche il termine ordine parziale. Una 
relazione di (pre)ordine si denota solitamente con <, < ecc. Un insieme dotato di 
una relazione d’ordine si dice un insieme ordinato e due elementi x, y di un insieme 
ordinato (X, <) si dicono confrontabili se x < y oppure y < x. 


Esempio 1.54. Sia X un insieme non vuoto. Allora: 


(a) la relazione A < B in P(X) definita da A < Bseesolose A G Bè una 
relazione di ordine; 

(b) la relazione A < B in P(X) definita da A < B se esolo se B 
relazione di ordine; 

(c) la relazione A <* B in P(X) definita da 


Á è una 


in 


A <* B see solo se la differenza B \ A è finita 
è una relazione di preordine. 


Definizione 1.55. Sia < un ordine su un insieme X, e Y un sottoinsieme non vuoto 

di X. 

-  l’ordine < si dice totale o lineare, se ogni coppia di elementi x,y di X sono 
confrontabili; 
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-  unelemento y € Y si dice minimo di Y se y < 2 per ogni z € Y; analogamente 
un elemento y di Y si dice massimo di Y se y > z per ogni z € Y; 

- un elemento y € Y si dice minimale di Y se per ogni z € Y si ha che z < y 
implica y = z; analogamente un elemento y di Y si dice massimale di Y se per 
ogni z € Y si ha che y < z implica y = z; 

- un elemento y € X si dice minorante di Y se per ogni z € Y si ha che y < z; 
analogamente un elemento y di X si dice maggiorante di Y se per ogni z € Y si 
ha che z < y; 

- un elemento x di X si dice estremo inferiore di Y in X se x è il massimo dei 
minoranti di Y; analogamente un elemento x di X si dice estremo superiore di Y 
in X se x è il minimo dei maggioranti di Y ; 

- un sottoinsieme Y di X si dice limitato superiormente (rispettivamente inferior- 
mente) se ammette maggioranti (rispettivamente minoranti); 

- ordine < si dice completo, se ogni sottoinsieme non vuoto e superiormente 
limitato di X ha estremo superiore e ogni sottoinsieme non vuoto e inferiormente 
limitato di X ha estremo inferiore; 

- ordine < si dice denso se dati x,y € X, tali che x < y, esiste z € X tale che 
T<ZZ<CY 

- ordine < si dice buono se ogni sottoinsieme non vuoto Y di X ha un elemento 
minimo. 


Sia (A, <) un insieme parzialmente ordinato. Un sottoinsieme C di A si dice 
una catena se (C', <) è totalmente ordinato. Nel caso in cui C sia finita, la lunghezza 
della catena C è |C]. 


Definizione 1.56. Un insieme ordinato (L, <) si dice reticolo se per ogni coppia 
a,b € L l'insieme {a,b} ammette estremo superiore, denotato con a V b, e estremo 
inferiore, denotato con a A b. Il reticolo si denota con (L, A, V). 

Se L ha anche elemento minimo e massimo, essi si denotano solitamente con 0 e 
1, rispettivamente. In tal caso il reticolo si dice limitato e si denota con (L, A, V, 0, 1). 


Ogni insieme totalmente ordinato è banalmente un reticolo. 
Numerosi esempi di insiemi parzialmente ordinati e di reticoli si possono trovare 
negli esercizi 1.38, 1.45, 1.49, 1.52 e 1.53. 


Esempio 1.57. Abbiamo definito la relazione < sull’insieme N ponendo x < y se 
esiste n € N tale che y = s” (x) = x + n. Tale relazione risulta un ordine. Notiamo 
che se z < y, allora x + 1 < y. Infatti x < y implica y = x + n con n > 0, quindi 
y = (2 +1) + (n — 1) perla legge associativa. Dunque x + 1 < y. 


Dal principio di induzione segue il fatto che questo è un buon ordinamento di N. 
Data la sua importanza, riformuliamo questo fatto, noto anche come principio del 
minimo o principio del buon ordinamento e ne diamo una dimostrazione completa. 


Proposizione 1.58. (Principio del buon ordinamento) Ogni insieme non vuoto di 
numeri naturali possiede un elemento minimo. 
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che (N, <) è totalmente ordinato. Proveremo per 
induzione che per ogni coppia m,n € N vale m < non < m. Fissiamo m arbi- 
trariamente e facciamo induzione su n. Allora abbiamo ovviamente m > 0. Suppo- 
niamo di avere m < n o n < m per un certo n € N. Se vale m < n vale anche 
M. L:n 1 Sa invecananvalem.<n. ner.l'inatesi.induttiva deva valeren. < m. Per. 
l’esempio 1.57 possiamo concludere n + 1 < m. Abbiamo dimostrato che l’ordine 
< è totale. 
Sia E un insieme non vuoto di N. Consideriamo l’insieme 


E ={meN: esisten € E,n<m}. 


Allora 
ECE' esemeZ'em<l, allora anchel € F’. (8) 


Se mo fosse un elemento minimo per E”, allora mo < n per ogni n € E. 
Inoltre esiste no € E con no < mo. Pertanto mo = no € E e quindi mo è un 
elemento minimo anche per E. Ci resta dunque da trovare un elemento minimo per 
E'. Sia ny € E°. Sen 4 E', allora n < ni per (8) e per il fatto che l'ordine < 
è totale. Quindi il complemento Y di E” è finito, essendo contenuto nell'insieme 
finito {0, 1,2,..., nı — 1} per il lemma 1.37. Per l'esercizio 1.42, Y ha un elemento 
massimale y. Allora y + 1 ¢ Y, e quindi y + 1 € E”. Dimostriamo che y + 1 è un 
elemento minimo di E”. Infatti per ogni e € E’ non può valere e < y poiché y 4 E' 
per (8). Essendo l’ordine totale, dal fatto che e non soddisfa e < y, concludiamo che 
deve valere y + 1 < e (si veda l’esempio 1.57). Poiché vale y + 1 < e per tutti gli 
e € E',4 +1 risulta un elemento minimo di E” e di conseguenza anche di E. O 


Possiamo ora provare anche il principio di induzione in un’altra forma. 
Proposizione 1.59. (Principio di induzione - seconda forma) Per ogni n € N, 
consideriamo un’asserzione A(n) e supponiamo che i 
(a) A(0) sia vera; 

(b) per ogni m > 0, se A(k) è vera per ogni 0 < k < m, allora anche A(m) è vera. 
Allora l'asserzione A(n) è vera per ogni n € N. 

DIMOSTRAZIONE. Sia S l’insieme degli n € N per i quali A(n) non è vera. Suppo- 
niamo per assurdo che § non sia vuoto, allora per il principio del minimo 1.58 esiste 
un elemento minimo m di S. Poiché per ipotesi 0 Z S, possiamo supporre m > 0. 


Inoltre per ogni 0 < k < m, A(k) è vera per la minimalità di m. Per ipotesi, questo 
implica A(m) vera, contraddicendo m € S. D 


Diamo ora alcune regole di calcolo che possono essere utili nel seguito. 


Lemma 1.60. Sia m > 2 un numero naturale e sia assegnato un numero naturale 
Qky per ogni coppia k,v con 2 < v < k < m. Allora 


(2) Ze) 
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DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su m. Per m = 2 si ha 
= k = m = 2, 
e quindi entrambe le somme coincidono con a23. Supponiamo che valga 
m k m m 
Sba) E(w) 
k=2 \v=2 v=2 \k=v 


per qualche m > 2. Allora 


k=2 \v=2 k=2 \v=2 v=2 


mM m m 
= » (È ar) + Yo ama v + Gmt+i1m+1 = 


v=2 \k=v v=2 
m m m+l /m+1 
= x» X aky + am+iv | + amti m+ = D DE akv |. 
v=2 \k=v v=2 \k=wv 


(m 


` Questa “regola di scambio” è molto utile quando ogni addendo è della forma 
akv = Cyd, ela somma S, = Di dky ha una forma semplice. In tal caso si avrà 


k=v 
m k m 
di (x o) = Nos 
k=2 \v=2 v=2 


Come si vede anche nell’esercizio 3.35, la seconda forma del principio di indu- 
zione è molto più flessibile della prima forma. Il seguente esempio evidenzia come 
si debba prestare attenzione nell’applicare il principio di induzione. 


Esempio 1.61. Dimostriamo che tutti i cavalli sono bianchi. Basterà dimostrare che 
tutti cavalli sono dello stesso colore. Poiché tutti abbiamo visto almeno un ca- 
vallo bianco, la tesi segue immediatamente. Sia A(n) l'affermazione “in ogni in- 
sieme di n cavalli tutti i cavalli sono dello stesso colore”. Ovviamente A(1) è 
vera. Siano C1,...,Cn dei cavalli. Allora per l’ipotesi induttiva tutti i cavalli 
C1,.-.,Cn-1 sono dello stesso colore. Ora applichiamo l’ipotesi induttiva ai ca- 
valli C2, C3, . .. , Cn-1, Cn e ne deduciamo che anch'essi sono dello stesso colore, 
che per forza deve essere il colore di C,,-i. Pertanto tutti i cavalli C1, ..., Cn sono 
dello stesso colore e quindi A(n) è stata dimostrata. 


Dov’è l'errore nell’esempio 1.61? Si veda l’esercizio 1.25. 
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1.11 Assioma della scelta 


In questo paragrafo introduciamo uw assioma detto l'assioma della scelta, in quanto 
sarà poi necessario per poter introdurre i prodotti cartesiani infiniti di insiemi. Esso 
può essere formulato in varie forme equivalenti. Solitamente si usa la seguente. 


Definizione 1.62. Sia {A;};ey una famiglia di insiemi non vuoti con I # 0). Un’ap- 
plicazione f : Z + U;e; Ai con la proprietà f(i) € A; per ogni i € T, si chiama 
funzione di scelta per la famiglia { A;};er. 


Assioma della scelta. Ogni famiglia non vuota di insiemi non vuoti ammette una 
funzione di scelta. 


Nonostante l’apparente evidenza dell’esistenza della funzione di scelta, l’assio- 
ma della scelta non è dimostrabile a partire degli altri assiomi della teoria degli insie- 
mi. Lo utilizziamo per dimostrare una proprietà delle applicazioni simile a quella già 
vista nell’esempio 1.26. Si può dimostrare che essa risulta un’altra forma equivalente 
dell’assioma della scelta. 


Teorema 1.63. Un applicazione f : X — Y è suriettiva se e solo se esiste un’appli- 
cazione g : Y — X tale che f o g = idy. Ogni applicazione g con questa proprietà. 
è necessariamente iniettiva. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f : X — Y un'applicazione suriettiva. Allora, dato y € Y, 
esiste z € X tale che f(x) = y. Si scelga € f_1{y)esidefiniscag:Y > X 
tramite g(y) = x. Per costruzione della g, si ha f(g(y)) = f(x) = y. 

Se esiste un applicazione g : Y — X tale che f o g = idy, allora f è suriet- 
tiva perché la suriettività di idy = f o g implica la suriettività di f. Analogamente 
l’iniettività di idy implica che g è iniettiva. O 


Riassumendo, dal teorema 1.63 e dall’esempio 1.26 deduciamo che 
Corollario 1.64. Siano X,Y insiemi non vuoti. Allora esiste un applicazione suriet- 
tiva l 
f: X>Y 
se e solo se esiste un applicazione iniettiva 


g: X >Y. 


La seguente importante proprietà è nota come lemma di Zorn. Essa trova molte 
applicazioni nell’ algebra e nell’analisi per dimostrare l’esistenza di certi oggetti con 
proprietà estremali. Lo utilizzeremo diverse volte nei capitoli successivi, ad esempio 
nei lemmi 1.80, 6.47 e nel teorema di Krull 9.33. 

Per poter enunciare il lemma di Zorn, abbiamo prima bisogno di una definizione. 


Pifiniziana 185. m nene pardmete mtina h, Q S di ditio sevgi 
catena ha un maggiorante. 
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L'esercizio 1.35 garantisce l’esistenza di insiemi induttivi, per esempio tutti gli 
insiemi parzialmente ordinati finiti. In un insieme parzialmente ordinato (X, <) 
possiamo definire per ogni x € X, il segmento iniziale di x come l'insieme 
Ix(z)={yE€X:y <z}. 

Vedremo che la dimostrazione del lemma di Zorn usa l’assioma della scelta. 
D’altra parte, si può dimostrare che questo lemma implica l’assioma della scelta. 


Lemma di Zorn. Ogni insieme parzialmente ordinato e induttivo ammette elementi 
massimali. 


DIMOSTRAZIONE. Sia (.X, <) un insieme ordinato induttivo. Supponiamo per as- 
surdo che X non abbia elementi massimali e denotiamo con B la famiglia di tutti i 
sottoinsiemi superiormente limitati di X. Per la nostra ipotesi, X ¢ B e ogni catena 
di X è superiormente limitata, quindi appartiene a 8. 

Per ogni insieme B € B denotiamo con M (B) l'insieme non vuoto dei maggio- 
ranti di B e notiamo che M(B) Z B. Infatti ogni bọ € M(B) N Bè un elemento 
massimo di B. Poiché X non ha elementi massimali, esiste x € X con x > bo, 
altrimenti bo sarebbe massimale. Ora x € M(B) \ B. Abbiamo così dimostrato che 
M(B)\B £ f per ogni B € B. Sia f una funzione di scelta definita per la famiglia 
{M(B) \ B : B € B}. Definiamo ora g : B — X con g(B) = f(M(B)\ B). 
Si noti che X = M(0) e si ponga zo = g(0)) = f(X), allora il segmento iniziale 
I{xo}(£o) nell'insieme ben ordinato ({x0}, <) è vuoto e quindi zo = 9(1{x0}(£o)). 
Sia A la famiglia di tutti i sottoinsiemi A C X tali che (A, <) è ben ordinato e per 
ogni a € A si ha a = g(Ia(a)). Allora Ja(a) € B, {xo} € A che quindi non è 
vuoto. 

Passo 1. Dimostriamo che se A, B € A, allora A C B oppure B C A. Poniamo 
C = {c e ANB : Ia(c) = Ig(c)} e dimostriamo che C coincide con A o 
B. Supponiamo per assurdo C # A e C # B, allora gli insiemi A\CeB\C 
non sono vuoti. Sia a il minimo elemento di A \ C e sia b il minimo elemento di 
B \ C; esistono entrambi poiché A e B sono ben ordinati. Vogliamo dimostrare che 
Ia(a) = Ig(b). Sia x € Ia(a). Allora x € Aex < a implica x € C. Quindi 
x € Bela(x)=Ig(x). Notiamo che x # b poiché b & C. Per l’esercizio 1.40, gli 
elementi x, b € B sono confrontabili. Supponiamo x > b. Allora da T4 (x) = Ig(x) 
si avrebbe b € Aeb < x < a. Di conseguenza b € C, assurdo. Quindi x < b, cioè 
x € Ip (b). Analogamente si dimostra che 


Ig(b) C Ia(a). 


Ora l'uguaglianza 74 (a) = Ig (b) implica a = g{Za(a)) = g(Z8(b)) = b. Quindi 
c=a=b € ANBeIa(c) = Ig(c). Pertanto c € C, assurdo. Questo dimostra 
che C coincide con A o B e di conseguenza abbiamo dimostrato che A C B oppure 
BCA. 

Passo 2. Sia Y = [Jc A. Allora Y è una catena in X, in quanto per ogni 
coppia a,b € Y, esistono A € Ae B € Acona € Aeb € B. Per il passo 1, 
A C B oppure BC A. Pertanto si avrà a,b € A oppure a,b € B. Quindi vale a < b 
oppure b < a, poiché A è totalmente ordinato per l'esercizio 1.40. Essendo Y una 
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catena, si ha Y € B. Poniamo z = g(Y } e notiamo che Z = Y U {z} risulta essere 
ben ordinato con l’ordine < e g(1z(z)) = g(Y) = z. Quindi Z € A e, poiché Z 
contiene propriamente Y , questo contraddice la definizione di Y. O 


1.12 Prodotti cartesiani 


Cominciamo con le potenze cartesiane, cioè prodotti cartesiani di un insieme per 
se stesso. Siano Á ed I due insiemi non vuoti. L'insieme di tutte le applicazioni 
f : I — Asi denota con A”. Discuteremo ora la possibilità di vedere l'insieme A” 
come un prodotto cartesiano. Cominciamo con le potenze cartesiane finite. 


Lemma 1.66. Sia A un insieme non vuoto. Esiste una biezione tra Al} ed il 
prodotto cartesiano A x A. 


DIMOSTRAZIONE. All’applicazione f : {1,2} — A mettiamo in corrisponden- 
za la coppia ordinata (f(1), f(2)) di A x A. Questo definisce un’applicazione 
p : Al} — Ax A. Inoltre y è invertibile, avendo come inversa l’applicazio- 
ne  : A x A — ATL??? che alla coppia (a,b) € A x A associa l'applicazione 
f : {1,2} — A definita da f(1)= ae f(2)=b. O 

La biezione y del lemma 1.66 permette di identificare A{!:2} con il prodotto- 
cartesiano A x A e scrivere più brevemente A?. In questo modo non si distiigue 
più tra una coppia ordinata di elementi di A ed un'applicazione f : {1,2} + A 
Analogamente possiamo definire il prodotto cartesiano 


AXAX...XA 
— Mm 
n volte 
per ogni n > 1 come l’insieme di tutte le n-uple ordinate (a1,a2,...,@n) di 
elementi di A, dove la n-upla (41,62, ..., Gn) può essere vista come l’immagine 
dell’applicazione 
f:{1,2,...,n} > A definitada f(1)=a1, f(2)=a2, ..., f(n) = an. 

In questo modo il prodotto cartesiano 

AXAX...X A, 

— ama 


n volte 


` 


che scriviamo più brevemente A”, è proprio l'insieme A{1:2-9), 

Analogamente, possiamo considerare un’applicazione f : N — A, cioè un ele- 
mento di AN, come una successione infinita a1, 02,...,@n,... di elementi di A: è 
l’analogo della n-upla ordinata nel caso finito. L'insieme di tutte queste successioni 
è la potenza cartesiana infinita 

AXAX...XAX.... 
—_—_—_—yr—r—_—_—_ 


infinite volte 
Diamo una definizione nel caso generale. 
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Definizione 1.67. Dati due insiemi non vuoti A ed I, la potenza cartesiana A! è 
l'insieme di tutte le applicazioni f : I — A. 


Nel caso di prodotti cartesiani di insiemi non necessariamente uguali bisogna 
ragionare diversamente anche se rimane una certa analogia. 


Lemma 1.68. Siano A e B due insiemi non vuoti. Allora esiste una biezione tra il 
prodotto cartesiano A x B e l'insieme X delle applicazioni f : {1,2} + AU B con 
la ‘proprietà f(1) € Ae f(2) € B. 


DIMOSTRAZIONE. All’applicazione f € X facciamo corrispondere la coppia ordi- 
nata (f(1), f(2)) € A x B. Questo definisce un’applicazione p : X — A x B. Essa 
è invertibile, avendo come inversa l’applicazione 4 : A x B — X che alla coppia 
(a,b) € A x B associa l’applicazione f : {1,2} — AU B definita da f(1) = ae 
f(2)=b. O 

Grazie alla biezione , identifichiamo il prodotto cartesiano A x B con l'insieme 
delle applicazioni f : {1,2} > AU B con la proprietà f(1) € Ae f(2) € B. Lo 
scopo di introdurre un tale punto di vista diventa chiaro quando si passa a prodotti 
cartesiani di più di due insiemi. 

Sia n > le siano A1, Az, .-.; An degli insiemi non vuoti. Pera, € A1, a2 € Ap, 
- +13 n € An definiamo un n-upla ordinata (a1,09,...,0n) come un'applicazione 


f:{1,2,...,n} > A1 U A2U...UAn 


con la proprietà 
f(1) = @ € A, (2) = az € Áp, URET f(n) = ün € An, 
che chiameremo funzione di scelta per la famiglia A1,..., An, seguendo la defini- 
zione 1,62. 
Definizione 1.69. Il prodotto cartesiano Ai x Áz X ... X An èT insieme di tutte le 
n-uple ordinate (a1,02,...,0,) con a, € A1, @2 E A2,..., Gn € Án. 
Se tutti gli insiemi A1, A2,..., An coincidono con un dato insieme A, il prodotto 


cartesiano coincide con l’insieme A” già visto. 

In particolare, il prodotto cartesiano [];-; A; è non vuoto se T è finito, si veda 
l’esercizio 1.57. 

Sia n > le siano A, A2,...,An insiemi non vuoti. Per è = 1,2,...,n 
definiamo la proiezione 


Pi: Ar X Ag X... X An > Ag con p;i(01,02,...)0n) =. 


Queste applicazioni sono molto importanti per la definizione del prodotto cartesiano, 
si veda l’esercizio 1.56. 

Per definire la potenza di un insieme A! nella definizione 1.67, non abbiamo avu- 
to bisogno dell’assioma della scelta. Se però vogliamo definire il prodotto cartesiano 
{A;}ier per una famiglia 7 non vuota di insiemi non vuoti A;, dobbiamo supporre 
che esista una funzione di scelta. Nel caso di prodotto cartesiano di famiglie arbitrarie 
utilizziamo la stessa definizione del prodotto cartesiano finito. 
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Definizione 1.70. Il prodotto cartesiano della famiglia { A;};e1 è l'insieme di tutte 
le funzioni di scelta della famiglia { A;};cr, denotato con Ile ii 


Si vede ora l'impatto dell’assioma delia scelta sui prodotti cartesiani infiniti di 
insiemi. L'affermazione che il prodotto cartesiano [],-; A; sia non vuoto per ogni fa- 
miglia non vuota { A;};er di insiemi non vuoti è equivalente all’assioma della scelta. 
Nel caso di / finito non c’è bisogno di alcun ricorso all’assioma della scelta. 

Analogamente a quanto fatto nel caso di prodotti finiti di insiemi, si può definire 
la proiezione anche nel caso infinito. Per è € I definiamo la proiezione 


pi: [[ M: A; con pi(f) = fG) 


i€I 


per ogni funzione di scelta f € [Jier 4i 


1.13 Numeri cardinali 


In analogia con il caso della cardinalità |A] di un insieme finito A, introduciamo 
qui un concetto di “misura” |A| anche per insiemi infiniti A. Per evitare le difficoltà. 
tecniche di definire rigorosamente il concetto di numero cardinale |A|, ci limiteremo 
a dire come si confrontano i numeri cardinali |A| e |B| di due insiemi. Diremo che A 
e B sono equipotenti, e scriveremo |A| = |B], se esiste una biezione A + B. Poiché 
è naturale avere |A| < |B| per un sottoinsieme A di B, poniamo in generale |A| < 
|B| se esiste un’applicazione iniettiva A — B. Ricordiamo che, per il corollario 
1.64, esiste un’applicazione iniettiva A — B se e solo se esiste un’applicazione 
suriettiva B — A. Quindi |A| < |B| se e solo se esiste un’applicazione suriettiva 
B — A, si veda anche l’esercizio 1.60. 

Scriveremo |A| < |B| se vale |A| < |B] ma non vale |B| < |A|. Nel seguente 
teorema di Cantor-Bernstein vediamo che |A| = |B| equivale alla validità simultanea 
di |A| < |B] e |B| < |A]. Questo teorema fornisce anche un metodo utile per la 
determinazione di insiemi equipotenti. 


Teorema 1.71. (Teorema di Cantor-Bernstein) Siano S e T due insiemi non vuoti. 
Se esistono iniezioni S + T e T + S, allora esiste anche una biezione S — T. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il seguente caso particolare del teorema, nel quale 
uno degli insiemi è sottoinsieme dell’altro e la rispettiva iniezione è l'inclusione. Se 
f: X > X è un’applicazione iniettiva, allora per ogni suo sottoinsieme Y di X, 
tale che f(X) CY C X, esiste una biezione h : Y — X. Vediamo subito che il 
caso generale si deduce facilmente da questo caso. Infatti per le iniezioni r : $ —> T 
eq:T — Sè sufficiente considerare X = S,Y = g(T)e f=gor. 1 
Per definire una biezione g : Y — X basta definire una biezione s : Y — f(X) 
e comporla con l’inversa di f su f(X). Si consideri in Y la relazione R così definita: 


cRy «> esistono n, m € N con f(x) = f"(y). 


34 _ .Aritmetico.ealechga.... 


Si dimostra facilmente che R è una relazione di equivalenza. Siano {C;};e, le classi 
di equivalenza. Allora esse formano una partizione |); C; di Y. Ora definiamo s 
nel modo seguente. Sia y € C;. Se C; C f(X) poniamo s(y) = y. Se C; Z f(X), 
poniamo s(y) = f(y). Per far vedere che s è biettiva basta vedere che s(Y)= f(X) 
e che s è iniettiva. Supponiamo s(y) = s(y’) per y,y € Y. Allora yRy' dalla 
definizione di s. Quindi y e y’ appartengono alla stessa classe di equivalenza C;. 
L'applicazione s ristretta a C; coincide con l'identità di C; oppure con la restrizione 
di f, ma in entrambi casi è iniettiva, pertanto y = y’. Per provare che s è anche 
suriettiva notiamo innanzitutto che f(Y) C s(Y) C f(X). Infatti se y € Y ap- 
partiene a C; per qualche ¿ € I, allora f(y) € C;. Pertanto se C; C f(X), si ha 
s(f(y)) = f(y), se invece C; Z f(X), si ha s(y) = f(y). In entrambi i casi si con- 
clude f(y) € s(Y). L'inclusione s(Y) € f(X) viene dalla definizione di s. Resta 
quindi da provare f(x) € s(Y) per x € X \ Y. Sia C; la classe di equivalenza di 
f(x) e sia y € Ci. Allora esistono n, m € N tali che f"(f(x)) = f™ (y). Se fosse 
m > n, avremmo x = f?-"-1(y) € Y, contro l’ipotesi fatta su x. Pertanto m < n, 
cioè y = f"_"(f(x)) € f(X) da cui segue che tutta la classe C; è contenuta in 
f(X). Allora dalla definzione di s segue f(x) = s(f(2)) € s(Y). O 


Quando si ha |A| = |B|, diremo che A e B hanno la stessa cardinalità (sono 
equipotenti) e ci riferiamo al simbolo |A| come cardinalità (0 numero cardinale) di 
A. 


Teorema 1.72. (Teorema di Hartogs) Siano S e T due insiemi non vuoti. Allora 
esiste un’iniezione S > T oppure un’iniezione T > S. 


DIMOSTRAZIONE. La famiglia F di tutte le applicazione iniettive ja : A > T, 
con A C S, è ordinata nel modo seguente: si pone ja < jg per un’applicazione 
jg : B — Tse A C Be jg(a) = jala) per ognia € A. Dimostriamo ora 
che l'ordine < di F è induttivo. Infatti sia C = {ja, : i € I} una catena in F. 
Poniamo B = (J;e; Bi e definiamo jg : B — T con jg(b) = js, (b), se b € B;. La 
definizione è corretta, poiché se b € Bx per un altro k € T, allora si ha jg; < JBL 
oppure jp, < jp,- In entrambi casi jg, (0) = j5,(b). Così abbiamo definito un 
elemento jg € F tale che jg, < jg for ogni î € T. Quindi jg è un maggiorante per 
la catena C e pertanto F è induttivo. Allora F ha elementi massimali per il lemma 
di Zorn; sia f = js, : Bo — T un tale elemento massimale. Se Bo = S abbiamo 
costruito un’iniezione S + T. Supponiamo per assurdo che Bo # S, cioè esiste un 
elemento x € S \ Bo. Dimostriamo che in tal caso f (Bo) = T. Infatti, se esistesse 
y € T \ f(Bo), si potrebbe estendere f a B' = Bo U {x} ponendo j5:(b) = b per 
tuttii b € Boe jp: (x) = y. Allora jp. sarebbe iniettiva e jg, < js», contraddicendo 
la massimalità di jg,. Pertanto f(Bo) = T e per il teorema 1.63 esiste un'iniezione 
T+5. 0 


Il teorema di Hartogs garantisce che per due insiemi S e T si ha |S| < |T| oppure 
IT| < |S]. In altre parole, i numeri cardinali sono sempre paragonabili. Il teorema 
di Cantor-Bernstein garantisce inoltre che, se abbiamo simultaneamente |S] < |T| e 
IT| < |S], allora |S| = |T]. 
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Per il teorema di Cantor 1.18 vale |X| < |P(X)|, si veda anche l’esercizio 1.62. 
Questo permette di trovare degli insiemi di cardinalità sempre più grandi. 


Definizione 1.73. Un insieme X si dice numerabile se |X| = |N]. Il primo numero 
cardinale infinito |N] si denota con No (si legge alef con zero). 


Lemma 1.74. N x N è numerabile. 
DIMOSTRAZIONE. Definiamo l’applicazione f : N x N — N, con 
f(m,n)=2"(2n+1)-1. 


Allora f è iniettiva: supponiamo f(m,n) = f(r,s). Se f(m,n) è pari, allora 
m=Q0=ren= f(m,n)/2 = f(r,5)/2 = s. Se f(m,n) è dispari, allora m 
ed n vengono univocamente determinati da f(m,n)+1. Inoltre f è suriettiva perché 
se a € Nè pari, allora a = f(0,a/2), analogamente se a è dispari, a + 1 indi- 
vidua univocamente m,n € N, grazie all'esercizio 1.17. Si veda anche il teorema 
fondamentale dell’aritmetica 3.12. O 


Sremu mi frati minimizzano Erica dtenmtuva hirira Talma. 
Definiamo un'applicazione biettiva A : N — N x N nel modo seguente: 


h(0) Fa (0, 0), h(1) = (1,0), h(2) = (0, 1), 
h(3) = (0, 2), h(4) = (1, 1), h(5) = (2, 0), 


seguendo le frecce nel seguente diagramma 


IN, a N E I 
E e a a aA 


— e e — e dem è0-—-. 


Nel seguito diremo che l’unione |J;c A; è numerabile se l’insieme degli indici 
I è numerabile. Chiaramente, dopo aver fissato una biezione f : N — I, possiamo 
serivere tale unione anche come | JP, An, dove eda = Af(n) 
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Esempio 1.75. (a) Si può dimostrare che unioni finite o numerabili di insiemi nume- 
rabili sono insiemi numerabili (si veda l’ esercizio 1.64 (b)). 

(b) Sia X un insieme con |X| > No. Allora per ogni sottoinsieme numerabile Y 
di X siha|X\Y]= |X|. Infatti l’insieme X \Y non è numerabile, perché altrimenti 
X =Y U(X \Y) risulterebbe numerabile per il punto (a). Per il teorema 1.42 esiste 
una iniezione f : N — X, sia Z la sua immagine. Allora Z è numerabile e quindi 
per il punto (a) anche Z U Y è numerabile. Quindi, abbiamo due partizioni 


X=(X\(ZUY))U(ZUY) e X\Y=(X\(ZUY))UZ, 


tali che Z U Y e Z sono equipotenti in quanto numerabili. Allora anche X e X \Y 
sono equipotenti (per la costruzione di una biezione tra X e X \ Y si veda l’esercizio 
1.33). 


Esempio 1.76. Il 7 Dicembre 1873 Georg Cantor (nato nel 1845 a S. Pietroburgo, 
morto nel 1918 a Halle), fondatore della teoria degli insiemi, dimostrò che l'insieme 
dei numeri reali non è numerabile. La cardinalità dell’insieme R è nota come cardi- 
nalità del continuo e si denota con c. Essa coincide con la cardinalità dell’insieme 
P(N), si veda il teorema 1.77. 


In generale, poniamo 21%) = |2X| = |P{(X})|. Per il teorema di Cantor 1.18, si 
ha sempre 211 > |X]. 


Teorema 1.77. La cardinalità del continuo coincide con |P(N)|. 


DIMOSTRAZIONE. Secondo uno dei due modi principali di introdurre i numeri reali, 
ogni numero reale r corrisponde ad una partizione Q = Ri U R2 con la proprietà 
z < y per ogni x € R; ed ogni y € Rə (la coppia (R3, R2) di insiemi di nu- 
meri razionali si dice sezione di Dedekind). Poiché la partizione è completamente 
determinata dall’insieme Ri, l’ assegnazione r > R definisce un’iniezione di R in 
P(Q). Essendo P(Q) equipotente a P(N) questo dimostra |R] < |P(N)|. D'altra 
parte P(N) è equipotente all’insieme 2 delle applicazioni N + {0, 1} per l’eserci- 
zio 1.54, cioè l'insieme delle successioni (2-) di 0 e 1. Mettendo in corrisponden- 
za alla successione (an) il numero reale $07} an2-” definiamo un'applicazione 
f : 20 + R. Sia C il sottoinsieme di 2 che consiste delle successioni (an) che 
sono definitivamente costanti, cioè esiste un indice no tale che a, è costante per tutti 
gli n > no. Non è difficile vedere che f risulta iniettiva se ristretta al complemento 
C' di C in 2], quindi |C7| < |R|. Essendo C numerabile, mentre [2N] > |N| = |C], 
si ha |C] = |2N| per l'esempio 1.75 (b). Poiché |C"] = |P(N)|, si ha |P(N)| < IRI. 
Per concludere che |R] = |P(N)| basta applicare il teorema di Cantor-Bernstein. 
O 


Nel seguito, per insiemi X, Y denoteremo con max{|X |, [Y |} la più grande delle 
cardinalità tra |X| e [Y]. 


Teorema 1.78. Se almeno uno degli insiemi X,Y è infinito, si ha 


IX UY| = max{|X},|Y]}. 
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DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Hartogs possiamo supporre che |X| > |Y]. Per 
l'esercizio 1.68, esiste una partizione X = Xi U Xo, tale che |X| = |X2| = |X]. 
Quindi esiste un’iniezione X U Y > Xı U Xz = X e possiamo concludere che 
[X U Y] < |X|. Poiché |X U Y| > |X], il teorema di Cantor-Bernstein permette di 
concludere che |X U Y| = |X| = max{|X{,[Y]}. D 


Per quanto riguarda il prodotto cartesiano abbiamo il seguente teorema. 
Teorema 1.79. Se almeno uno degli insiemi X,Y è infinito, si ha 
|X x Y| = max{| Xl, Y |} 


Per la dimostrazione del teorema 1.79, abbiamo bisogno del seguente lemma che 
tratta un caso particolare del teorema. 


` Lemma 1.80. |X x X| = |X| per ogni insieme infinito X. 


DIMOSTRAZIONE. Sia Ag un sottoinsieme numerabile di X. Per il lemma 1.74, esi- 

ste una biezione îa, : Ao X Ao + Ao. Si consideri la famiglia A delle coppie 

(A,ia), dove Ao C AC Xeia: Ax A — Aè unabiezione che estende î4,. 

Si consideri in A la relazione < definita da (A, i4) < (B, ip) see solo se A C B 

e ig ÎaxA= ia. Non è difficile provare che < è un ordine per il quale (A, <) è 

rp uinsiema nedinatoinduttiva, Per. iLlemmarliZovn esistena Alemanta massimale, 
(M,im) € A. Chiaramente (M, im) € A implica 


|M x M| = |M]. (9) 


Se |M] = |X], allora abbiamo anche |X x X| = |M x M|, per l'esercizio 1.58, 
e quindi l'uguaglianza (9) assieme all'ipotesi fatta implica |X x X| = |X|. Sup- 
poniamo per assurdo che |M| # |X]. Poiché |M] < |X], resta la sola possibilità 
|M] < |X|. D'altra parte X = M U (X \ M), quindi |X \ M| > |M] per il teo- 
rema 1.78. Possiamo trovare un sottoinsieme N C X \ M con |N| = |M]. Ora 
M' = M UN contiene M propriamente, e M’ x M’ = (M x M) UD, dove 
D=(M x N)U(N x M)U(N x N). Si ha 


|N x M| = |M x N| = |N x N| = |M] = |N], 


da cui, per il teorema 1.78, |D] = |N]. Allora esiste una biezione D + N, che, 
assiemaalla biszione ioy MM Mossa bisziane ing. M MI — MI 
che estende im. Quindi (M’, in) € Ae (Mim) < (M',im'), assurdo. Pertanto 
\M|=|X|\. 0 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.79. Per il teorema di Hartogs possiamo 
supporre |X| > |Y]. Per il lemma 1.80 si ha |X x X| = |X|. Allora 


|X| > |X x X| 2 |X x Y| > |X|. o 
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Di conseguenza, se almeno uno degli insiemi X,Y è infinito la cardinalità del 
loro prodotto e della loro unione coincidono: 


IX x Y| = |X UY] = max{|X],|Y]}. 
Si può dimostrare per induzione che 
Xi x... X Xal = [X1 U... U Xn = max{|X1l,...,1Xal} 
e |x" =]XI 


per ogni ogni numero naturale n > 0 se X e almeno uno degli insiemi X4, ..., Xn 
è infinito. Vari casi concreti si possono trovare nell'esercizio 1.64. 


1.14 Esercizi su insiemi e relazioni 


Esercizio 1.1 Si descriva l’insieme P({1,2,3}). 


Esercizio 1.2 Siano A e B due insiemi. Si dimostri che 
ACB seesolose P(A) C P(B). 


Esercizio 1.3 Dimostrare che l'intersezione X NY è il più grande insieme che sod- 
disfa Z C X e Z C Y. Più precisamente, se Z C X e Z C Y, allora anche 
ZCXOY. 


Esercizio 1.4 Provare che, dati due insiemi S e T, risulta 


(a) P(SNT)=P(S)NP(T) 

(b) P(S)U P(T) C P(SUT) 

(c) P(S) U P(T) = P(S UT) se e solo se S C T oppure T C S. 

Esercizio 1.5 Siano S, T e V insiemi. Provare che valgono le proprietà distributive 

della differenza rispetto all’intersezione e all’unione: 

(a) (SNT)\V=(S\V)N(T\V}); 

©) (SUT)\V=(S\V)U(T\V); 

(c) mostrare con un esempio che non valgono per la differenza le proprietà associa- 
tiva e commutativa. 


Esercizio 1.6 Siano A e B due insiemi. Si dimostri che {A\B,B\A,ANB}è 
una partizione di AU B. 


Esercizio 1.7 Sia f : R — R l'applicazione definita da 


fæ) = a sex #1 


0, se x=1 


Si determini se f è iniettiva e se f è suriettiva. 
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Esercizio 1.8 Si dica quali delle applicazioni definite negli esempi 1.12 e 1.13 sono 
iniettive, suriettive o biettive. 


Esercizio 1.9 Sia f : R — R una delle seguenti funzioni. Si dica quale di queste 
funzioni è iniettiva, suriettiva o biettiva: 


f(x) = 2%; fx) = 322 - V5; f(z) = sen(2); 


TOE n ser<0 


x, sex 20 
Esercizio 1.10 Sia f : X — Y una funzione e B C Y. 
‘tafbrprovinnt) {71 PO J TPb. 
(b) Si costruisca un esempio per cui f(f7!(B)) 7 B. 
(c) Quando vale f(f-!(B)) = B? 
Esercizio 1.11 Siano A un insieme e B un sottoinsieme di A, 0 # B # A. Sia 
f:P(A) — P(A) la funzione definita da f(X) = B\X. 


(a) Si provi che f non è né iniettiva né suriettiva; 
(b) si descriva f7! ({B}). 


Esercizio 1.12 Siano A un insieme e B un sottoinsieme di A, Ó + B# A. 
f:P(A) —> P(A) la funzione definita da f(X} = BNX. 
{a) Si dica se f è iniettiva; 
(b) si trovi l’immagine di f; , 
(c) si descriva f-1({B, A, 0}). 


Esercizio 1.13 Sia f una funzione da un insieme A in sé. Si supponga che fofof = 
ida. Si può concludere che f è biettiva? 


Esercizio 1.14 Sia X un’insieme e sia jx : X — P(X) l'applicazione definita da 
jx(x) = {x}. Sia f : X — Y un’applicazione e sia f, : P(X) — P(Y) la 
funzione così definita f,(8) = f(B). Si provi che: 

(a) ix è iniettiva e che fx o jx = jy © f; 

(b) f è iniettiva se e solo se f, è iniettiva, 

(c) f è suriettiva se e solo se f, è suriettiva. 


Esercizio 1.15 Sia f : X — Y un'applicazione e sia f* : P(Y) —> P(X) la 
funzione così definita f*(B) = f71(B) = {a € X : f(a} € B}. Si provi che: 


(a) f* è iniettiva se e solo se f è suriettiva, 
(b) f* è suriettiva se e solo se f è iniettiva. 
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Esercizio 1.16 * Siano (N1, s1) e (N2, s2) due insiemi che soddisfano gli assiomi di 
Peano, allora esiste un'unica biezione f : N — Na, tale che se {a1 } = Ni \s1 (N1) 
e {a2} = N3 \ s2(No), si ha f(a1) = az e f(s1(n)) = s2(f(n)) per ogni n € N4. 


Esercizio 1.17 Dimostrare che per ogni numero naturale k > 0 esiste un’unica 
coppia (m, n) di numeri naturali tali che k = 2™ (2n + 1). 


Esercizio 1.18 Usando il principio di induzione, provare che per ogni numero 
naturale n > 1 risulta: 


(a) 1+2+3+...+n= BED, 
_ n(n+1)(2n+1 
(b) 12 +22 +32 +... Hn? = POOH, 


' 2 
(0) 13+ 28433 +... +n? = (20D 


(0) 14424434.. Hnt = PEEN Gnana), 

(e) 15 +25 +35 +... +n5 = mi(nti (znori) 

(E 16426436... H në = PEDONE (Inton? corti). 
(© 17+27+37+...+n7= lnti (8n tenin? dnt?) 


Esercizio 1.19 Usando il principio di induzione, provare che per ogni numero 
naturale n risulta: 
1 1 1 1 1 
ptatat-ta=2-% 
Esercizio 1.20 Scrivere nella forma abbreviata tutte le somme degli esercizi 1.18 e 
1.19. 
Esercizio 1.21 Provare che per ogni numero naturale n > 1, si ha: 


n 


1 
LE > vn. 


Esercizio 1.22 Usando il principio di induzione, provare che per ogni numero 
naturale n > 1, si ha: 


O 3 
Skga! = nq! (n+1)g"+1 l: 
= (1-4)? 

dove q è un numero reale fisso diverso da 1; 

(b) 

Z 1 3 m+ Js 
Lpi 4° Inin +) N25 
(©) 
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Esercizio 1.23 Siano n e ai < az < .:. < an numeri naturali, n > 1. Provare che 
n 2 n 
(Da) «da 
k=1 


Esercizio 1.24 Sia dato un intero n > 1. Dimostrare che il massimo dei valori di (7) 
per k € {0,...,n}è assunto per k = Ẹ sen è pari e per k = DEL eper k = 27 se 
n è dispari. 


Esercizio 1.25 Trovare l'errore nello svolgimento dell’esempio 1.61. 


Esercizio 1.26 * Dimostrare che la media aritmetica è maggiore o uguale alla media 
geometrica; cioè, dati a; € R, con a; > 0, peri = 1,2,...,n si dimostri che 


al+a2t...+0n 
PRESE ATE 


Wa, :G9:...-Gn £ 


Esercizio 1.27 Dimostrare che la media geometrica è maggiore o uguale alla media 
armonica; cioè, dati a; € R, con a; > 0, peri = 1,2,...,7 si dimostri che 
n 


— L WE ET, m 
ERESSE a 1° 42 n 
tripet 


Esercizio 1.28 Siano A e B due insiemi finiti. Si dimostri che A N B è finito e 
JAU B| = |A| + |B| — |AN B| e quindi anche AU B è finito. 


Esercizio 1.29 * Siano A, B e C tre insiemi finiti. Si dimostri che 
|AUBUC|=]|A4|+]|B[+|C|=(|A4NB|+|ANC]+|BNC]))+|ANBNC] 


Trovare una formula per la cardinalità dell’unione di n insiemi finiti Uli Ax, dove 
n>3. 


Esercizio 1.30 * Sia f : X — X un’applicazione iniettiva, ma non suriettiva. Si 
provi che per ogni x € X \ f(X) esiste un’applicazione iniettiva & : N — X con 
h(0) = z. 


Esercizio 1.31 Se un insieme X ammette una suriezione X — X che non è 
iniettiva, dimostrare che X è infinito nel senso di Cantor. 


Esercizio 1.32 Sia X un insieme non vuoto e sia A = {A; : i € I} una famiglia di 
sottoinsiemi di X tali che 


(a) X = Uier Ai, 
(b) A è chiusa per intersezioni, cioè intersezioni di elementi di A stanno in A. 


Dimostrare che la relazione ~ su X definita da x ~ y se e solo se per ogni è € T si 
ha x € Á; see solo se y € A;, è una relazione di equivalenza. 
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Esercizio 1.33 Sia X = |; ey Ci una partizione e sia Y un sottoinsieme di X. Se per 
ogni è € I h; : Ci > Ci QY è un’applicazione iniettiva, si provi che l'applicazione 
h : X — Y definita da h(x) := h(x) per z € C; è iniettiva. Inoltre h è biettiva 
se e solo se ogni h; è biettiva. In particolare, se per ogni i € I esiste una biezione 
hi : Ci + Ci MY, provare che esiste anche una biezione h : X — Y. 


Esercizio 1.34 Sia X un insieme infinito. Dimostrare che: 


(a) per ogni elemento x € X, esiste una biezione fra X e X \ {x}; 
(b) per ogni insieme finito F C X, esiste una biezione fra X e X \ F. 


Esercizio 1.35 Dimostrare che ogni insieme parzialmente ordinato e finito è indut- 
tivo. 


Esercizio 1.36 Dimostrare che ogni reticolo finito è limitato. 


Esercizio 1.37 Sia A un insieme non vuoto finito o numerabile. Dimostrare che A 
ammette una relazione di buon ordine, 


Esercizio 1.38 Sia X un insieme non vuoto; allora l'insieme parzialmente ordinato 
(P(X), €) è un reticolo limitato. 


Esercizio 1.39 Si dia un esempio di un reticolo che ha un sottoinsieme ordinato che 
non è un reticolo. 


Esercizio 1.40 Dimostrare che ogni ordine buono è anche totale. 


Esercizio 1.41 Calcolare il numero delle relazioni di equivalenza su un insieme di 
2,3,40 5 elementi. 


Esercizio 1.42 Dimostrare che ogni insieme non vuoto parzialmente ordinato e 
finito ammette elementi massimali ed elementi minimali. 


Esercizio 1.43 Sia < un ordine su un insieme X e Y un sottoinsieme non vuoto di 
X. Si provi che: 


(a) se Y ha un minimo (massimo), esso è unico; 
(b) se Y ha un estremo superiore (inferiore) in X, esso è unico. 


Esercizio 1.44 Si provi che se A è totalmente ordinato e a € A, allora a è il massimo 
di Asee solo se a è un elemento massimale di A. 


Eserrizio LAS Sia. N l'insieme dei. numesi.naturali..Si. dimastri.rhe N.can.la.rela: 
zione di divisibilità definita da n|m se e solo se esiste r € N tale che m = rn, è un 
insieme parzialmente ordinato che ammette massimo e minimo. 


Esercizio 1.46 Individuare tutte le catene di lunghezza 4 nell’insieme ordinato per 
divisibilità di tutti i divisori di 20. Dimostrare che le catene di lunghezza 2 sono 12. 


Esercizio 1.47 Sia (X, <) un reticolo e a un suo elemento massimale, allora a è 
massimo. 
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Esercizio 1.48 Siano A, B e C gli insiemi dei divisori propri di 30, 56 e 120, rispet- 
tivamente, ordinati per divisibilità. Si determinino gli elementi massimali e minimali 
di A,BeC. 


Esercizio 1.49 Siano (A, <) e (B, <’) due insiemi parzialmente ordinati. Allora sul 
prodotto cartesiano A x B consideriamo le relazioni binarie < e < definite come 
segue 
(a,b) < (a,b) sea < a1 oppure a = a; e b <’ bi, 
(a,b) < (ar, bi) sea < aj eb <’ b. 
Dimostrare che 


(a) < e < sono ordini parziali chiamati, rispettivamente ordine lessicografico e 
prodotto cartesiano di < e <'; 
(b) < è totale se < e <’ sono totali, mentre < non è totale se |A] > 1e|B|>1. 


Esercizio 1.50 Siano A = {1,2,...,n} e B = {1,2,...,m} con l'ordine usuale 
e X = A x B munito dell’ordine <, definito nell’esercizio 1.49. L'altezza di un 
insieme parzialmente ordinato finito L è il massimo tra le lunghezze delle catene di 
L e sarà denotata con h(L). Dimostrare che h(X)=m+n-1. 


Esercizio 1.51 Siano A e B insiemi parzialmente ordinati finiti e X = Ax B munito 
dell’ordine <, definito nell esercizio 1.49. Dimostrare che 


h(X)=h(A)+h{(B)-1, 
ove A(X) è l’altezza definita nell’esercizio 1.50. 


Esercizio 1.52 Sia (L, <) un reticolo, allora sull’insieme L* definiamo un ordine 
parziale nel modo seguente: 


figeLl* fxg += f(x)<g(x) per ogni xe X. 
Si dimostri che (LX, <) è un reticolo. 


Esercizio 1.53 Sia (S, <) un insieme ordinato e nell’insieme SS delle applicazioni 
di S in sé si consideri la relazione binaria R, definita ponendo fRg se e solo se 
f(x) < g(x) per ogni x € S. Provare che R è una relazione d’ordine e che R risulta 
totale se e solo se § è costituito da un solo elemento. 


Esercizio 1.54 Siano X insieme non vuoto e A € P(X). Si definisca la funzione 
caratteristica xa : X — {0,1} 


DE lsex EA, 
Aa OsexeX,zgA. 


Dimostrare che l'applicazione y : P(X) — 2% definita da y(A) = xa è una 
biezione. 
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Esercizio 1.55 Dimostrare che [P (X)| = 21X! per ogni insieme finito X. 

Esercizio 1.56 Sia n > le siano A;, A2,..., An insiemi non vuoti. 

(a) Dimostrare che la proiezione p; : Ai X Ag X ... X An — A; definita da 
Pi(01,02,...:0n) = Qi, 


per î = 1, ..,n è suriettiva, ma non necessariamente iniettiva. 
(b) Siano B1, Ba,..., Bn insiemi non vuoti e siano f; : A; > B; applicazioni 
(i = 1,2,..., n). Si definisca l'applicazione 


fax fa XX fn A1 X Ag X...X An > Bı x Box... X Bn 
con (fi X fa x... X fn)(a1az,...,0n) = (filar), fo(a2),...: fn(an)). 


Dimostrare che: 

- pio(fixfax...xfn)=fiperi=1,2,...,n; 

- fiX fa X... X fn è iniettiva (rispettivamente suriettiva) se e solo se tutte le 
applicazioni f; sono iniettive (rispettivamente suriettive). 


Esercizio 1.57 Sia n > le siano A;, A2,..., An insiemi non vuoti. 
(a) Trovare una biezione tra i prodotti 
(Ai x Ag X... X An-1)} X An e ArX AX... X Án. 
(b) In caso di insiemi finiti dimostrare che | A1 x AgX...x An| = |A1|-|Ag]-.c|Anl. 


Esercizio 1.58 Siano { A;};c € {B;};ey due famiglie di insiemi non vuoti con 7 # 
Ø # J. Se esiste una biezione ọ : I — J e per ogni i € I una biezione 


di 2 A; + Boa: 
allora esiste anche una biezione 

II Ai a II Bj. 

icl jEJ 


Esercizio 1.59 Sia {A;}:cz una famiglia di insiemi non vuoti e fl # J C I. 
Dimostrare che esiste una biezione 


IIA4:- II 4; x II Ai. 
ici jet i€I\J 


Esercizio 1.60 Dimostrare che vale |A| < |B] per due insiemi A, B se e solo se 
esiste un’applicazione suriettiva B — A. 


Esercizio 1.61 * Dimostrare che esiste una biezione fra l'intervallo chiuso [0, 1] e 
l’insieme R dei numeri reali. Costruire esplicitamente una tale biezione. 


Esercizio 1.62 Per ogni insieme X, si ha |X] < |P(X)}|. 
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Esercizio 1.63 Dimostrare che un insieme infinito X è numerabile se e solo se esiste 
un’applicazione suriettiva N + X. 


Esercizio 1.64 Dimostrare che: 


(a) i seguenti insiemi sono numerabili: Z, Q, Z x Z, Q x Q x Q; 
(b) se A1)..., An)... sono insiemi numerabili, allora anche gli insiemi (Jz: ne 
Ar X... X Ax sono numerabili per ogni k. 


Esercizio 1.65 Siano X ed Y due insiemi che ammettono delle partizioni 
x=|J{X:ie1} e Y=|M:ie2 
con |X;| = |Yi| per ogni é € I. Provare che X ed Y sono equipotenti. 


Esercizio 1.66 Sia X un insieme infinito. Dimostrare che esiste una partizione {X; : 
i € I} di X in insiemi numerabili. 


Esercizio 1.67 Si dimostri che |X| = |X x {0, 1}| per ogni insieme infinito. 
Esercizio 1.68 Se X è un insieme infinito, provare che esiste una partizione 


X=X,UX2 di X con |X|=|X2|=|X. 
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I numeri interi, razionali, reali e complessi 


In questo capitolo si introducono i numeri razionali, reali e complessi. Nel primo 
paragrafo si costruiscono i numeri interi formalmente a partire dai numeri naturali. 
Gran parte di questo paragrafo può essere tralasciato da chi preferisce una visione 
più intuitiva e meno formale dei numeri interi. 

Nel secondo paragrafo si danno alcuni cenni alle proprietà dei numeri raziona- 
li e reali, mentre la costruzione dei numeri razionali viene rimandata al successivo 
teorema 10.14 in una situazione più generale. Nel terzo paragrafo vengono intro- 
dotti i numeri complessi e le operazioni tra essi, mentre nel quarto ne viene data 
un’interpretazione geometrica. 


2.1 I numeri interi 


Dato l'insieme dei numeri naturali N, si costruisce facilmente in modo abbastan- 
za intuitivo l’insieme dei numeri interi come l’insieme delle differenze di numeri 
naturali. 

Diamo qui, per completezza, una costruzione rigorosa dei numeri interi. Per far 
questo, partiamo dal prodotto cartesiano N x N e definiamo una relazione tra le 
coppie di N x N nel modo seguente: 


(a,b) ~ (c,d) > a+d=b+c. 


Si vede immediatamente che la relazione ~ è riflessiva e simmetrica. Verifichiamo la 
transitività: da (a,b) ~ (c, d) e (c, d) ~ (e, f)seguea+d=b+cec+f=d+e. 
Aggiungendo f alla prima uguaglianza, sihaa+d+f=b+c+f=b+d+e, 
ad cui a + f = b + e per il lemma 1.34(c), cioè (a, b) ~ (e, f). 

Denotiamo con [(a, b)] la classe di equivalenza di (a, b) rispetto a questa relazio- 
ne. Sia Z l’insieme quoziente (N x N)/ ~ delle classi di equivalenza. Allora Z è 
l'insieme dei numeri interi. 

Definiamo una somma in Z nel modo seguente: 


[(a,3)} + [(c,d)] = [(a+c,b+d)]. 
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Allora + è ben definita e gode delle proprietà commutativa e associativa. 


Lemma 2.1. Sia ‘+’ la somma definita in Z da 

[(a,5)] + [(c, d)] = [(a+c,b+d)]. 
Allora ‘+’ è ben definita e per ogni [(a, b}], [(c,4)), [(e, f)] € Z valgono le seguenti 
proprietà: 


(1) [(a,5)] + [(c, d)] = [(c, d)] + {(a,b)] acer 

(2) ([(a, b)] + [(c, d))) + [(e, £)] = Ka, 5)] + ([(c, d)] + Ke, £)]) (associatività); 
(3) [(a, 5)] + [(0, 0)] = [(a, b)] (esistenza dello zero); 

(4) [(a,5)] + {(, a)] = [(0,0)] (esistenza di un opposto). 


DIMOSTRAZIONE. Lasciamo per esercizio le verifiche della buona definizione e 
delle proprietà commutativa e associativa. Verifichiamo (3) e (4). 


[(a,5)] + [(0,0)] = [(a + 0, b + 0)] = [(a,b)], 
[(a,b)] + [(b,a)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)], 
in quanoa +b+0=a+b+0. O 


Possiamo anche definire un prodotto in Z come segue 
[(a,5)] + Ke, d)] = [(ac + bd, ad + be)]. 
Valgono le seguenti proprietà. 


Lemma 2.2. Sia - il prodotto definito in Z da [(a,b)] - [(c, dì] = [(ac + bd, ad +bc)]. 
Allora - è ben definito e per ogni [(a,b)], [(c, d)], [(e, f)] € Z valgono le seguenti 
proprietà: 

(1) [(a,b)] - [(c,4)] = [(c,d)] - [(a, b)] (commutatività); 

(2) ([(a,5)] - [(c, d)]) - [(e, £)] = Ka, b)]  ([(c, d)] - [(e, f)]) (associazività); 

(3) [(e,5)} - [(1,0)] = [(a, p Dan di identità); 


(4) [(a, b)] - ({(c, 4)] + [(e; £)}) = [a,b)] - (c, d)] + [(a, b)) - Ke, F)] (distributività 
rispetto alla somma). 


DIMOSTRAZIONE. Lasciamo per esercizio le verifiche della buona definizione e 
delle proprietà commutativa e associativa. Verifichiamo (3) e (4). 


[a, b)] - ((1,0)] = [(a-1,6-1)] = [(a,b)]. 
[la b)] - (Ke, d) + [(e, 1)) = [(0,5)]- [e+ e.d + f) = 
= [(ac+ ae + bd + bf,ad + af + bc + be)] = 
= [(ac + bd, ad + be}] + [(ae + bf, af + be)] = [(a, b)] - Ke, d)] + [(a, b)] - [(e, f)}. 
O 
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Definiamo un’altra relazione tra-due numeri interi, [(a,b)] < [(c, d}] se e solo 
sea+d < b+cinN. Tale relazione è riflessiva. Proviamo che è antisimmetrica: 
[(a,b)] < [(c, d) e [(c, d)] < [(a,b)] danno a+d<b+cec +8 < a+ d, da cui 
segue l'uguaglianza a + d = b + c, cioè [(a, b)] = [(c, d)]. Analogamente si prova 
che < è transitiva. Pertanto < è una relazione d’ordine in Z. 

Costruiamo ora un’applicazione iniettiva da N in Z che “conserva” la somma e 
il prodotto, come illustriamo di seguito. Sia j : N — Z l’applicazione così definita 
jln) = [(n,0)]. Allora (n) = j(m) implica che [(7,0)] = [(m,0)], cioè n = 
n+0=m+0=7m. Inoltre 


j(n+m) = [(n +m, 0)) = [(m,0)] + [(2,0)] = jr) + j(m) 


j(nm) = [(nm, 0)] = [(1,0)] > [(m, 0)] = (n) im). 

Come nel caso dei naturali, anche nel prodotto tra due numeri interi, ometteremo 
spesso il simbolo -. 

Identifichiamo dunque N con j{N). Poniamo -n = [(0, n)], per ogni n € N 
e definiamo la differenza tra due elementi come n — m = n + (—mì). Allora ogni 
elemento di Z si scrive come [(n,m)] = [(n,0)]+[(0,m)]=n+(-m)=n-m 
Osserviamo che, se n > m, si ha [(n,m)] = [(n-m,0)]=n-meNesem>n 
si ha [(n,m)] = [(0,m-n)] = —(m-n)conm-n € N. Pertanto tutti gli elementi 
di Z che non stanno in N si possono scrivere nella forma —n per qualche n € N. Si 
osservi che la relazione d’ordine definita in Z estende la relazione d’ordine di N: 
infatti, se n, m € N, si ha [(n,0)] < [(m,0)] se e solo se n < m. Inoltre se n € N, 
sihan>0e-n<0. 

Diremo che un numero intero z è negativo se z < 0 e diremo che è positivo se 
z>0. 

Osserviamo che, se n, m € N, si han(—m) = —(nm), infatti 


[(2,0)] - [(0, m)} = [(0, nm)]. 
Da (d) del lemma 1.35, segue allora 


Lemma 2.3. Per ogni z1, z2 € Z si ha zi z2 = 0 se e solo se zı = 0 oppure zz = Q. 


2.2 I numeri razionali e reali 


Dall’insieme Z con le operazioni + e : costruito nel paragrafo 2.1, seguendo lo stesso 
schema, si può costruire l'insieme Q dei numeri razionali contenente Z e fornito 
di due operazioni + e - che estendono quelle di Z e godono delle stesse proprietà 
descritte nei lemmi 2.1, 2.2 e 2.3. Inoltre per ogni elemento b € Z, b # 0 esiste in 
Q un unico elemento denotato con È tale che bł = 1. Per a € Z il prodotto al 
si denota con $ ed ogni elemento di Q si può scrivere in questa forma. Evitiamo di 
dare esplicitamente tale costruzione perché verrà fatta in una situazione molto più 
generale nel teorema 10.14. 
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Possiamo introdurre un ordine in Q che estende l'ordine di Z. Si può dimostrare 
che tale ordine è compatibile con le operazioni di Q, nel senso che per ogni 


T,y2€0, con <y, siha r+z<y+z 


ese z>0, siha gzz < yz. 


Si può provare che l'ordine in Z non è denso, mentre l'ordine in Q è denso, cioè 
per x < y in Q l'elemento z = zju € Q soddisfa z < z < y. Viceversa l’ordine di 
Q non è buono, infatti l'insieme dei numeri razionali positivi non ammette minimo 
e non è completo. 

Un altro fatto sui numeri razionali di facile dimostrazione è il seguente. Al solito 
diremo che un numero a € Z è pari se è della forma a = 2b con b € Z. Pera € N 
questa definizione coincide con quella già data per numeri naturali. Diremo che a è 
dispari, se non è pari. Non è difficile vedere che questo accade precisamente quando 
n= dp A, 1.ner.myalche n.7 Ilsando l'esercizio 1.17, nossiama nresentare ngpi. 

numero intero in modo unico come prodotto 2” (2n + 1), dove m € Ne n E Z. 


Proposizione 2.4. Non esistono numeri razionali il cui quadrato è 2. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che esista un numero razionale r con r? = 2. Allora 
r Æ 0 e quindi possiamo scrivere r = a/b, dove a e b sono interi, non entrambi pari. 
Infatti, presentando a e b nella forma 2™ (2n + 1) possiamo semplificare la frazione 
per ottenere una frazione con la proprietà richiesta. Ora (a/b)? = 2 dà a? = 202, di 
conseguenza a? è pari, e quindi anche a è pari. Sia a = 2a;, con un intero a1. Allora 
4a? = 262. Di conseguenza 2a? = b?, e quindi b? è pari. Questo implica che anche 
bè pari, assurdo. O 


I numeri reali R sono già stati introdotti nei corsi di analisi. Osserviamo solamen- 
te che anche in R sono definite le operazioni di addizione, moltiplicazione e un ordi- 
namento. Supponiamo noto il fatto che si possa immaginare Q come un sottoinsieme 
di R. Una delle proprietà importanti di R è la completezza. 

Tra le altre proprietà di R, citiamo le seguenti: 


(a) Q è denso in R, cioè se x,y € Rex < y, allora esiste z € Q tale che x < z < y; 

(b) ogni numero reale è l'estremo superiore di un insieme di numeri razionali; 

(c) ogni numero reale non negativo è un quadrato, cioè per ogni a € R, a > 0, esiste 
b € R tale che b? = a. 


Il seguente lemma dà un’idea di come si potrebbe dimostrare il punto (a). 
Lemma 2.5. Per ogni numero reale p, esiste un numero intero n > p. 


DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che per qualche numero 
reale p si abbia n < p per ogni n € Z. Quindi l'insieme Z è superiormente limitato. 
Sia o l’estremo superiore di Z, allora o — 1, essendo minore di o non è più un limite 
superiore per Z, pertanto o — 1 < n per qualche n € Z e quindi o < n + 1, assurdo 
poiché o è un limite superiore per Z. O 
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Definizione 2.6. Per ogni numero reale p denotiamo con |p] l’unico numero intero 
n determinato da n < p < n + 1 e lo chiamiamo parte intera. Per il lemma 2.5, 
questa definizione è sensata. 


La proposizione 2.4 e l’esempio 1.76 permettono di asserire che l’insieme Q 
è strettamente contenuto in R. Gli elementi dell’insieme R \ Q si dicono numeri 
irrazionali. 


2.3 I numeri complessi 


Nel insieme delle coppie ordinate dei numeri reali C = R x R definiamo due 
operazioni di addizione e moltiplicazione ponendo per ogni coppia di elementi 
BR (a, b), 2° = (a',b') EC: 


* ‘2+£4 = 0Ya;o 40)" 4-2 ha'ao +00), 
Per ogni 2 = (a,b), z’ = (a',b'), z” = (a”,b”) € C, valgono le seguenti proprietà, 
la cui dimostrazione lasciamo per esercizio: 

Al. 2+(2/+2")=(2+2)+2"  (associatività dell’addizione); 

A2. z+z'=z'+z (commutatività dell’addizione); 

A3. 2z+(0,0)=2 (elemento neutro dell’addizione); 

A4. (a,b)+(-a,-b)=(0,0) (opposto); 

MI. 2-:(2°-2")=(z-2’)-2" (associatività della moltiplicazione); 

M2. 2-2'=z-2' (commutatività della moltiplicazione); 

M3. 2-(1,0)=2z (elemento neutro della moltiplicazione); 

M4. sez #0, (a,b) - (a/(a? +b), —b/(a? + b?)) = (1,0) (inverso); 

DI. z-(z'+z”}=z:z'+z-z" (distributività della moltiplicazione rispetto 
all’addizione). 

Allora C con queste due operazioni risulta essere un campo, come dalla defini- 
zione 4.16, che chiameremo il campo complesso e definiamo i suoi elementi numeri 
complessi. 

L'applicazione j : R — C tale che j(a) = (a,0) è un’applicazione iniettiva 
che conserva le somme e i prodotti. Questo permette di identificare i numeri reali 
con i numeri complessi della forma (a, 0) e di pensare ad R come a un sottoinsieme 
(sottocampo) di C. 

Denotiamo con i l'elemento (0,1) di C e lo chiamiamo unità immaginaria. Os- 
serviamo che i? = (0, 1) - (0,1) = (-1,0) = —1, in base all’identificazione appena 
vista. Quindi i è una radice quadrata di —1. 

Ora ogni numero complesso si può scrivere nella forma seguente, utilizzando 
l’identificazione di R in C 

z = (a,b) = (a, 0) + (0,b) = (a,0) + (b, 0) : (0,1) =a + bi. 


In questo modo a si dice la parte reale di ze si denota a = Re(z) eb = Im(z) si dice 
la parte immaginaria di z. Con questa nuova notazione, risulterà più comodo operare 
utilizzando le usuali regole del calcolo letterale, ricordando che si ha ¿? = —1. 
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Esempio 2.7. (1+iv2)(7-i)=(7+v2)+i(-1+ 7V2), 


1+i3 _ (1+i3)(4+iv2) 4-3v2 ;12+v2 


4-iv2 (4-iv2)4+iv2) 18 18 


Definiamo il coniugato di un elemento z = a + ib come Z = a — ib. L'appli- 
cazione che manda un elemento di C nel suo coniugato si dice coniugazione ed è 
un'applicazione che conserva le somme e i prodotti. Infatti 


z1+22=Z1+%2, ZZ = 2122, F=2. 
L'ultima uguaglianza prova che la coniugazione è un’applicazione involutoria, per- 
tanto è biettiva e la sua inversa coincide con la coniugazione stessa. Valgono inoltre 
le seguenti proprietà: 


247 = 2Re(2) € R; z-z= 2ilm(2) € iR; zE= a+ ER. 


Fissiamo ora un sistema di coordinate cartesiane ortogonali x, y su un piano che 
chiameremo piano di Argand-Gauss. Ogni numero complesso a + ib si può rappre- 
sentare geometricamente con il punto P di coordinate (a, b). Questa assegnazione 
dà luogo ad una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano di Gauss e i numeri 
complessi. 


L'asse x è detto asse reale e l’asse y è detto asse immaginario. La distanza di 
P = (a,b) dall’origine, cioè il numero reale non negativo p = Va? + b? è detto il 
modulo del numero complesso z = a+ ib e viene denotato con |z|. Il numero reale p 
che misura l’angolo orientato formato dal semiasse positivo delle x e dalla semiretta 


a 
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di origine 0 e passante per P viene detto argomento o anomalia di z = a + ib. 
Osserviamo che « non è determinato se P = (0,0), cioè se z = 0. Concludiamo che 
un numero complesso diverso da zero individua univocamente il proprio modulo, ma 
determina il proprio argomento solo a meno di multipli interi di 2r. Osserviamo che 
|z| = Vz- Z e quindi l'inverso del numero complesso z è 

-1 


sr 
EP 


Dalla definizione di seno e coseno si ha 
a=p cosp, b=p seny, z=p(cosp+iseng). 


Questa è la forma trigonometrica del numero complesso z. 
La scrittura in forma trigonometrica è molto utile per calcolare il prodotto di due 
numeri complessi z = p( cos y + isen p) ez’ = p'(coso'+iseng'). 


z-z'=p(cosp+iseng)p'(cosp' + iseng’) = 


= (pp')[(cos y cos y' — sen psen y’) + i(cos psen g’ + sen y cos g')] = 
=(pp')(cos(p + p') +isen(p+0')). 


Pertanto abbiamo provato il seguente lemma. 


Lemma 2.8. I! prodotto di due numeri complessi ha per modulo il prodotto dei 
moduli e per argomento la somma degli argomenti. 


Questo semplice calcolo ha come corollario una formula che si rivelerà molto utile. 


Corollario 2.9. (Formula di De Moivre) Se z = p(cosp + isen p) è un numero 
complesso scritto in forma trigonometrica, e n € N, allora 


n 


z? = p"(cosnyp + isenno). 


DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è per induzione su n e utilizza la formula del 
prodotto di due numeri complessi. O 


Una conseguenza della formula di De Moivre è il calcolo delle soluzioni del- 
l'equazione in x” = w, con w € C. Infatti z è soluzione di quest’equazio- 
ne, e si dice che z è radice n-esima di w se e solo se z” = w. Pertanto se 
0 Æ z = p(cosp+iseng}e 0 # w = 7(così + isend), dalla formula di De 
Moivre si deduce 


p= 7 0=(8+2km)/n, keZ. 


a Y7(c0 (? 12r) ASA (2 +2) 


Pertanto se 
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si ha che 2, è una radice n-esima di w per ogni k € Z. Sia ora k € Z, facciamo 
la divisione con il resto tra k ed n. (Daremo una dimostrazione dell’esistenza del 
quoziente e del resto nella divisione di k per n nel teorema 3.6). Otteniamo quindi 
k=gn+r,con0<r<n-l1e quindi zg = zp. Inoltre zg = zp se e solo se 
k — h = nt cont € Z. Pertanto 20, 21, Z2, - . - , Zn—1 SONO tutte le radici distinte di w. 
Abbiamo così provato il seguente lemma. 


Lemma 2.10. Ogni numero complesso w # 0 ammette n radici n-esime distinte, 
per ogni 0 :# n € N. Esse sono rappresentate nel piano di Argand-Gauss dai vertici 
di un poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza di centro 0 e raggio 
%/|w], ed avente un vertice in (1,0). 


Osserviamo infine che w = 0 ha un’unica radice n-esima 2 = 0. Riscriviamo il 
lemma 2.10 nel caso particolare in cui w = 1. 


Corollario 2.11. Le n radici complesse n-esime dell’unità sono 
-wk = cos(2kT/n) + isen(2kr/n), per k=0,1,...,n-1. 
Vediamo alcuni esempi. 
Esempio 2.12. Calcoliamo (1 + i)f = (v2(1/V2+i/v2))f : 
(1 +4)? = [V2cos(7/4) + isen(r/4))]9 = 8(cos(67/4) + isen(67/4) = 8i. 
Analogamente si conclude, osservando che (1 + î)? = 2i. 
Se vogliamo calcolare (1—-i)!7?, poniamo a = 1—-i, allora a? = —2ie at = —4. 
Pertanto 
a = att. a? . a = (—4)* . (—2i) (1 — i) = -291 +å). 


Esempio 2.13. Calcoliamo le soluzioni dell’equazione z? — 2i = 0. 
Sia z = p(cos + isen p) € C soluzione dell equazione z? = 2i. Allora 


Ë =2, 3p=7r/2+2kr = p= V2, p= r/6+2kr/3. 


Si deduce che le tre soluzioni sono 


n-9(L+3). n= v6(-L43) i canili 


Esempio 2.14. Le radici quarte dell’unità sono î,—-1, —i, 1. 
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2.4 Interpretazione geometrica delle operazioni tra numeri 
complessi 


Ci sono facili interpretazioni geometriche di tutte e tre le operazioni tra numeri 
complessi. 

L'addizione corrisponde alla traslazione. Infatti il punto z + b si ottiene dal punto 
z tramite la traslazione definita dal vettore con inizio l'origine 0 e con punto finale il 
punto rappresentato da b. 

Se a è un numero complesso con |a| = 1, allora la moltiplicazione per a corri- 
sponde alla rotazione in senso antiorario e con centro 0 di un angolo y uguale all’ar- 
gomento di a. Se invece r = |a| è arbitrario, ma non nullo, allora la moltiplicazione 
per a corrisponde alla rotazione di centro 0 ed angolo g, seguita dalla dilatazione di 
centro 0 e coefficiente r. 

La coniugazione corrisponde alla simmetria di asse x. 

La retta definita dall’origine e dal punto z è precisamente il luogo determinato 
da tutti i numeri complessi del tipo Az, dove A € R. I punti del segmento [0, 2] sono 
ottenuti con 0 < À < 1, mentre quelli della semiretta con inizio z che non contiene 
l'origine 0, con À > 1 e quelli della semiretta con inizio 0 che non contiene z, con 
À < 0. Il punto medio del segmento [0, z] è proprio tz. 

Diamo un’altra utile applicazione dei numeri complessi. È comodo rappresentare 
un insieme finito ordinato sul piano di Argand-Gauss nel modo seguente. Sia (X, <) 
un insieme dotato di preordine. Se a,b € X vengono rappresentati da œ e 8 sul 
piano di Argand-Gauss, allora a < b se e solo se œ < 8, ove < è la relazione 
d’ordine definita sui complessi come nel punto (a) dell’esercizio 2.27. Se uniamo 
con una linea i punti tra loro confrontabili, otteniamo un diagramma nel piano, noto 
come il diagramma di Hasse. Osserviamo inoltre che, per rendere meno pesante il 
diagramma, ogni qualvolta si ha a < è < c, essendo la relazione transitiva, si omette 
di disegnare la linea che collega a con c. 

Ad esempio, se consideriamo l'insieme X = {a,b,c} e la relazione d'ordi- 
ne definita su P(X) come nel punto (a) dell’esempio 1.54, otteniamo il seguente 
diagramma: 

X = {a,b,c} 


{a,b} dac} {b,c} 


DPL 


{a} {b} {c} 


Diagramma di Hasse di P({a, b, c}) 
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2.5 Esercizi sui numeri 


Esercizio 2.1 Dimostrare che 72; Jr, +00/= 4. 
Esercizio 2.2 Si provi che (22, ] — 3,+1[= {0}. 


Esercizio 2.3 Sia œ un numero reale irrazionale e sia n € N}. Allora esistono 
m, k € Z tali che |ma — k| < 1 Inoltre m può essere scelto con 0 < m < n. 


Esercizio 2.4 Siano a e 6 due numeri complessi con a? = 8? = (a - pY = 1. 
Dedurre chea = 8 = 1. 


Esercizio 2.5 Siano z; e 2, due punti distinti del piano di Argand-Gauss. Determi- 
nare i numeri complessi che corrispondono ai punti della retta che passa per z, € 
Z2. 


Esercizio 2.6 Siano z1 e zo due punti distinti del piano di Argand-Gauss. Dimostrare 
che il punto medio del segmento [z1, 22] corrisponde al punto ata, 


Esercizio 2.7 Dimostrare che le tre mediane di un triangolo si intersecano in un solo 
punto che le divide in rapporto 2 : 1. 


Esercizio 2.8 Dimostrare che quattro punti a,b,c,d del piano di Argand-Gauss 
formano un parallelogramma se e solo sea + c = b + d. 


Esercizio 2.9 Dimostrare che i punti medi dei quattro lati di un quadrangolo forma- 
no un parallelogramma. 


Esercizio 2.10 Dimostrare che i punti medi di due lati opposti di un quadrangolo e i 
punti medi delle sue diagonali formano un parallelogramma. 


Esercizio 2.11 Siano a e b due punti del piano di Argand-Gauss. Dimostrare che 
l’area del triangglo determinato da a..b e J’orieine coincide con +|h — abl.. 


Esercizio 2.12 Esprimere nella forma x + ży i seguenti numeri complessi 


7-6 2i 
2+3? (2+d)? 


Esercizio 2.13 Si scrivano in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi 


2-2i 


Sr a i, 2 
3+3 7v3, (1 +iv3) S 


Esercizio 2.14 Si determinino tutte le soluzioni complesse 2 € C del sistema: 


E 
|1-2|=1 
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Esercizio 2.15 Si calcolino 
(1+4, (1+iv3)?, (v3-)?9, (1-1). 


Esercizio 2.16 Sia z = p(cos(g) + i sen(4)) € C. Si scrivano in forma trigonome- 
tricaze 2. 


Esercizio 2.17 Si calcolino e si disegnino sul piano di Argand-Gauss le soluzioni in 
C dell’equazione z4 + i = 0. 


Esercizio 2.18 Si calcolino (1 — #)?8, 71. 


Esercizio 2.19 Si scrivano in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi 
3v5i, 5 — 5i. 


Esercizio 2.20 Esprimere nella forma x + iy i seguenti numeri complessi 


1-3° (2-v5)? 


3- di 3i 


Esercizio 2.21 Sia z un numero complesso. Si dimostri che vale 
-|z| < Re(2) < |z| e — |z] < Im(z) < lz]. 
Si deduca che per ogni coppia di numeri complessi z1, z2 € C valgono: 
[z1 + z2] < [zaal + lz] e dallo) < lzi — zal. 


Esercizio 2.22 Dimostrare che per ogni numero naturale n > 1 risultano; 
An $ án A án AAT 4n ta 
1 5 9) UU \4n-3j0° 
_ fan Fi 4n * 4n E án \. 
"2158 7 1) \4n-1}' 
(b) 


12n +6 12n +6 12n +6 12n + 6 
ER 


12n + 6 12n +6 12n + 6 12n +6 
-( 2 )+( 6 )+( 10 Mao) 


Esercizio 2.23 Si considerino le relazioni binarie R1, R2, Ra e R4 nell'insieme C 
dei numeri complessi definite come segue: 


(a) zRıy se il numero z — y è naturale; 
(b) 2 Roy se il numero x — y è razionale; 
(c) rAgy se il numero g — y è reale e x — y 20: 


58 Aritmetica e algebra 


(d) © Ray se la parte reale e la parte immaginaria del numero z — y sono > 0. 


Si determini quali delle relazioni R1, R2, R3 e Ra sono relazioni di equivalenza, 
e quali sono ordini o preordini, specificando il tipo di ordine (buon ordine, ordine 
lineare ecc.). 


Esercizio 2.24 Siano A e B gli insiemi dei divisori di 36 e 60, rispettivamente, 
ordinati per divisibilità. Si disegnino i diagrammi di Hasse di A e B. 


Esercizio 2.25 Trovare il numero di tutti gli ordini di un insieme di 3 elementi. 
Esercizio 2.26 Trovare il numero di tutti gli ordini di un insieme di 4 elementi. 


Esercizio 2.27 Dimostrare che: 


(a) la relazione a < bin C definita da a < b se e solo se Im a < Im bè una relazione 
di preordine. 
(b) la relazione a <, b in C definita da a <, bseesoloseRea < Rebè una 


relazione di preordine. 


3 


L’aritmetica dei numeri interi 


Ti primo paragrafo introduce i numeri primi e alcuni modi per generarli: il crivello di 
Eratostene e i polinomi di Eulero. 

Nel secondo e terzo paragrafo si introducono la divisione con resto e l'algoritmo 
di divisione di Euclide che permette di trovare effettivamente il massimo comune di- 
visore di due numeri interi. Il teorema di fattorizzazione in numeri primi, noto anche 
come teorema fondamentale dell’aritmetica, viene dimostrato nel quarto paragrafo. 
Nel quinto e sesto paragrafo vengono introdotte le congruenze modulo m in Z, le 
equazioni congruenziali e qualche esempio di equazione diofantea. Nel settimo si 
dimostrano alcuni criteri di divisibilità negli interi. 

L'ottavo paragrafo è dedicato al teorema di Fermat, mentre nel paragrafo suc- 
cessivo studiamo la funzione di Eulero e dimostriamo il teorema di Eulero che ge- 
neralizza il teorema di Fermat. Nei paragrafi 10, 11 12 e 13 raccogliamo ulteriori 
proprietà dei numeri primi: cenni sui generatori di numeri primi (i numeri primi di 
Fermat e di Mersenne) e sulla distribuzione dei numeri primi e infine la descrizione 
dei numeri che si possono scrivere come somma di due quadrati. 


3.1 I numeri primi 


Abbiamo introdotto nel paragrafo 2.1 l'insieme dei numeri interi 
Z = {0, +1, +2, +3,...}. 


Ricordiamo che abbiamo definito in Z l’addizione e la moltiplicazione che godono 
delle proprietà descritte nei lemmi 2.1, 2.2 e 2.3. Ricordiamo inoltre la relazione di 
< (minore o uguale di) definita su Z, in base alla quale Z viene ordinato linearmente. 
Vogliamo ora introdurre un’altra relazione in Z. 

La divisione in Z. Dati due numeri interi m ed n si dice che m divide n o anche 
che m è divisore di n se esiste c € Z tale che n = me. In tal caso scriviamo mijn. Si 
ha: 


(a) m|0 per ogni m € Z, mentre O|m solo per m = 0; 
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(b) +1|n e njn per ogni n € Z. 


Allora “m divide n” definisce una relazione binaria in Z. Se m|n e n|m diremo che 
m è associato a n e denotiamo con ~ la relazione “essere associato”. E facile vedere 
che ~ è una relazione di equivalenza in Z. L'insieme {1, —1} coincide con la classe 
di equivalenza di 1. Più in generale, la classe di equivalenza di m € Z coincide con 
{m,-m}, cioè n ~ m se e solo se n = tm. Poiché ogni n € Z ha come divisori 
+1 e +n, questi divisori sono chiamati divisori impropri di n. Un divisore m di n si 
dice proprio se non è improprio, cioè m# +1, +n. 
Denoteremo con Z* l’insieme dei numeri interi non nulli. 


Definizione 3.1. Un numero b € Z* si dice primo, se p # +1 e p non ha divisori 
propri. 


1 numeri primi servono come “atomi” dai quali si possono ottenere, in modo 
unico, tutti gli altri numeri di Z tramite moltiplicazioni. È chiaro che un numero 
intero m > 1 non è primo see solo se m = ab con 1 < a < m. 

Il seguente metodo, detto crivello di Eratostene, consente di determinare i numeri 
primi minori di un numero assegnato n. Vediamo un esempio con n ragionevolmente 
piccolo, n = 40. Scriviamo in ordine tutti gli interi da 2 a 40. Il primo intero 2 risulta 
primo non potendo avere dei divisori propri < 2 nella lista. Mettiamolo nella lista 
dei primi e cancelliamo poi con un tratto / di penna tutti i numeri pari > 2, cioè 
i multipli di 2 maggiori di 2. Il primo intero che rimane è 3, che risulta primo per 
lo stesso motivo di 2. Aggiungiamo 3 alla lista dei numeri primi e cancelliamo con 
un tratto \ di penna tutti i numeri multipli di 3. Îl più piccolo intero che rimane, 5, 
è primo. Aggiungiamo 5 alla lista, cancelliamo poi con un tratto — di penna tutti i 
numeri multipli di 5 e così via. 


2345 87 8 9 JO11 Y213 YAN 1617 1819 20 21 22 23 24 26-2627 

2829 3031 32,3% 34 35-38 37 38 NI 40 

Così i primi minori di 40 risultano essere 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,31 e 37. 

Per determinare se un numero a > 0 è primo si può controllare se è divisibile 
per qualche primo minore di a. In realtà basta verificarlo su un insieme più piccolo, 
come si descrive nell’esercizio 3.3. 

Osserviamo inoltre che il crivello di Eratostene permette di dire, al passo corri- 
spondente a p, quali sono i numeri primi fino a (p +2)? — 1, se p è un numero primo 
dispari, si veda l’esercizio 3.3. Quindi, per esempio, considerando solo i primi mi- 
nori o uguali a 31, si possono calcolare tutti i primi minori di 1000. Ci si può quindi 
chiedere se questo procedimento può terminare dopo un numero finito di passi, ed 
ottenere quindi tutti i numeri primi. Il teorema 3.13 darà la risposta. 

Quello che abbiamo fatto finora è stato di capire se certi numeri interi sono primi 
o no. Ci sono anche dei metodi per “costruire” numeri primi, ad esempio nell’eser- 
cizio 3.4 che è un caso particolare di una definizione più generale che vedremo più 
avanti nell'esercizio 3.19. Si può dimostrare che non esiste alcun polinomio f(x) con 
coefficienti interi, tale che tutti i valori f(x) per x > xo, intero, siano primi. Tuttavia 
esistono delle funzioni più complesse che danno come valori solo numeri primi. Per 
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esempio, è noto che esiste una costante positiva A tale che per ogni numero naturale 
z il valore | A3" | è un numero primo. È molto più facile trovare invece dei polinomi 
che danno come valori solamente numeri composti, come per esempio nt +4. Infatti 
n4 + 4 è composto per ogni n € Z, essendo nî +4= (n? +2n+2)(n? — 2n + 2), 
il cosiddetto teorema di Sophie Germain. 


3.2 Massimo comun divisore e minimo comune multiplo 


Definizione 3.2. Un massimo comun divisore d dei numeri interi a e b, con a, b € Z 
‘non entrambi nulli, è definito come un divisore comune di a e b, cioè d|a e d|b, per il 
quale risulti d’|d per ogni altro divisore comune d’ di a e b. 


Se d è un massimo comun divisore di a e b, lo è anche —d. Quindi il massimo 
comun divisore è determinato solo a meno del segno. Infatti se dı e do sono massimi 
comun divisori di a e b, si ha dı = tds. Tuttavia spesso prendiamo in considerazione 
il massimo comun divisore positivo (a,b) di a e b, che coincide anche con il più 
grande di tutti i divisori comuni di a e b. Diremo che a e b sono coprimi se (a,b) = 1. 


Definizione 3.3, Il minimo comune multiplo m dei numeri interi a e b è definito come 
un multiplo comune di a e b, cioè alm e b|m, per il quale risulta m|m/ per ogni altro 
multiplo comune m’ di a e b. 


Se m è minimo comune multiplo di a e b, lo è anche —m. Quindi il minimo 
comune multiplo è determinato solo a meno del segno. Tuttavia spesso prendiamo in 
considerazione il minimo comune multiplo positivo m.c.m.(a, b) di a e b. 


Vediamo ora alcune altre proprietà dei divisori e del massimo comun divisore. 


Lemma 3.4. (d1) Se cla e c|b, allora clka + mb per ogni scelta di k,m € Z. 

(d2) Se ala’ e b|b', allora abla'b'. 

(d3) Se d|a, d|b e d = ka + mb, allora d è un massimo comun divisore di a e b, cioè 
d = (a,b). 

(da) Se d = (a,b), allora a = da; e b = db, con a1, di € Z, coprimi. 


DIMOSTRAZIONE. (dı) Siano a = cx e b = cy, con x, y € Z. Allora 
ka + mb = c(ks + my), 


quindi c|ka + mb. 

(da) Se a' = ax e b' = by, allora a'b' = ab(xy). 

(d3) Sia d’ un divisore comune di a e b. Allora d’|d per il punto (dı). Quindi d è 
massimo comun divisore di a e b. 

(da) Sia d = (ai , bi). Allora d'|ai e d'|bi, quindi dd'|da, =ae dd'|db; =b per 
il punto (d2). Quindi dd’ è un divisore comune di a e b. Dunque dd’ |d. Poiché anche 
d|dd', si conclude che dd' = +d, cioè d =1. O 
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Corollario 3.5. Sia p primo. Se p non divide un numero intero a, allora p ed a sono 
coprimi. 


DIMOSTRAZIONE. Sia c un divisore comune di a e p. Poiché p è primo e p non 
divide a, gli unici divisori comuni di a e p sono +1. Pertanto c ed a sono coprimi. 
D 


3.3 La divisione euclidea 


Vedremo che una via per stabilire l’esistenza del massimo comun divisore è la pro- 
prietà che permette di eseguire la “divisone con resto”, detta anche divisone eucli- 
dea, come descritto nel teorema 3.6. Introduciamo l’applicazione valore assoluto o 
modulo | | : Z — N definita da 


xsexr>0, 
le] = 
-rse r < Îl. 


Si osservi che |x| = 0 se e solo se x = 0. Valgono inoltre per ogni x,y € Z, 
izl + lul 2 lz +yli; læljyl = zyl. 


Teorema 3.6. Se a,b € Z e b # 0, esistono unici q,r € Z tali chea = q-b+re 
0<r< jbl. 


DIMOSTRAZIONE. Si considera prima il caso a > 0 e b > 0. Procediamo per indu- 
zione su a. Notiamo prima che per ogni 0 < a < b possiamo prendere q = Qer = a. 
Se a = b si prende semplicemente q = 1 e r = 0. Supponiamo ora a > b e che tali 
q ed r si possano trovare per a — 1, cioè a — 1 = gb +r cong e Ze0<r <b. Se 
r < b-— 1, allora con 0 < r’ =r +1 < babbiamo a = aq +7’. Seinvecer=b-1, 
allora a = (q + 1)b. Sia ora a < 0. Allora —a > 0 e pertanto esistono t ed s tali che 
—a = bt + s, con 0 < s < b. Se s = 0, basta porre q = —t ed r = s = 0. Se s > 0, 
osserviamo che 0 < b — s < b, da cui, ponendo q = —t — 1 ed r =b — s, si ha 


a = b(—t}) — s = b(—t) — b +b — s = b(—t — 1) + (b — s) = bq +r. 
Supponiamo ora b < 0. Allora —b > 0, | — b| = |b] ed esistono #, r € Z, tali che 


a = (—b)t +r, con 0 < r < |b| = | — bl. Basta porre q = —t e si ha a = bq + r. 
Verifichiamo l'unicità. Supponiamo esistano q, q',r, r’ € Z tali che 


a=bg+7=bg' +7, con 0<r, r'< jbl. 
Supponiamo ad esempio che 7’ > r. Allora 0 < r’ — r = b(q — g’) e passando ai 
valori assoluti si ha [b|lg — g'| = |blg — g')| = r'—r < r’ < |bl. Si ricava dunque 
lg- g'| < 1, cioè g.= q' e pertanto r = r’. O 
La divisione con resto è rilevante per i numeri interj, ma non per Q, R e C, perché 


la divisibilità bja c’è sempre quando b # 0 poiché esiste l'inverso 67! di b e quindi 
a = b(b7!a), in altre parole, essi sono campi. 
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Teorema 3.7. Se a,b € Z, (a,b) # (0,0), allora esiste il massimo comun divisore d 
dia e b ed ha la forma d = ua + vb, conu, ve Z. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l’insieme 
S={s:s=ax+byconx,yeZ,s> 0}. 


Poiché (a,b) # (0,0), possiamo supporre per esempio b # 0. Allora se b > 0, 
b e S, se db < 0, allora b(-1) = —b € S. Ugualmente se a # 0. Quindi S è un 
sottoinsieme non vuoto di N. Allora per il principio del minimo 1.58, S contiene un 
elemento minimo d = au + bv. Proviamo che risulta d = (a,b). Per la divisione 
euclidea applicata ad a e d, esistono q ed r tali che a = dg + r, 0 < r < d. Allora 
r = a — dq = a — (au + bv)q = a(l — ug) + b(—vq). Se supponiamo r # 0, 
allora r > 0, pertanto r € S. La condizione r < d contraddice la minimalità di d e 
forza dunque r = 0, cioè d divide a. Analogamente d divide b. Sia ora z un divisore 
comune di a e b. Allora per il lemma 3.4 (d4) si conclude che z divide d. O 


La dimostrazione del teorema non è costruttiva, cioè non spiega come trovare 
effettivamente il massimo comun divisore e la sua espressione come combinazione 
lineare d = ua + vb a partire da a e b. Descriviamo un procedimento, noto come 
algoritmo di Euclide, che permette di farlo. 

Per il teorema 3.6, esistono gi, rı E Zcona = gi -b+rier <b. Seri =0 
abbiamo bla e quindid=b=0-a+1-b. 

Se r} > 0 possiamo continuare, esistono 92,72 € Z con b = gg -r1+72 e 

ra 1 Dosseritana tie pur aio a SIATE STA Sera oL 
‘*| possiamo continuare, esistono q3, r3 € Z con ry = 93 :T2+r3 e0 < r3 < ra;e così 
‘| via. Si costruiscono in questo modo due successioni di interi 


QQ- eraka e b> TI > ra >... >re>... (1) 


tali che 
Ts-1 = qs+1Ts + 7341 e quindi ra41 = —gs+1Ts + Ts-1- (2) 
Notiamo che rı = a — qub è combinazione lineare di a e b con coefficienti 
interi. Supponiamo che r1,...,rs siano combinazioni lineari di a e b, cioè, per i = 
1,2,...,s esistono A;, B; € Z tali che 7r; = A;a + B;b. Allora da (2) ricaviamo 


Ts+1 = Ts-1 Qs+17s = Ag410 + Ba4ib, 


dove 
As+1 = As-17 ds+1As e Bs+r = Bs-1 — gs41 Bs. (3) 


Chiaramente, la successione (1) degli rx si ferma a 0 dopo al più b passi, cioè 
esiste k con rx+1 = 0. Allora rx-1 = qk+1Tk, Quindi ry|rg-1. Supponiamo k > 
s > lerk|rs+1 € relrs, dimostreremo che allora rx divide anche r1. Infatti basta 
applicare (2), poiché rx|rs+1 e r4[rs per ipotesi. Ora con s = 2 ricaviamo ry|r3 e 
Tk|r2, da cui rg divide r1. Ma allora rg|b = ga: rı + r2 e rgla = qi b + rı. D'altra 
parte, rx = Apa + Bxb come già visto sopra. Allora, per il punto (d3) del lemma 
3.4, rx è massimo comun divisore di a e b. 
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Useremo questo algoritmo per trovare il massimo comun divisore d tra due nu- 
meri naturali a e b e la sua espressione come combinazione lineare di a e b. Per 
mantenere uma traccia del calcolo dei coefficienti As, Ba, i resti r, ed i dividendi q, 
costruiamo una tabella a 3 colonne. Nella prima riga mettiamo 1, 0, a e nella seconda 
0, 1, b e poi si costruisce una riga, conoscendo le due precedenti usando le relazioni 


(2) e (3). 


Abbiamo già visto che ogni riga di questa tabella soddisfa rx = Axa + Bxb. 

Poiché nell’ultima colonna i valori continuano a diminuire, tale tabella si conclu- 
derà con r == 0 e la penultima riga fornisce le informazioni richieste. Calcoliamo ad 
esempio (156, 84). 


1 0 156 
0 1 84 
1 -1 72 
-1 2 12 
7 -13 0 


Allora si avrà 12 = (156, 84) e 12 = —1 - 156 + 2 - 84. 
Lemma 3.8. Se a,b,c € Z, c ed a sono coprimi e c divide ab, allora c divide b. 
DIMOSTRAZIONE. Essendo 1 = (a, c), per il teorema 3.7 possiamo scrivere 
1 = ua + vecon u,v E Z. 


Moltiplicando per b si trova b = uab + veb. Poiché clab e c|e, il punto (d1) del lemma 
3.4 implica clb. O 


Vediamo ora una caratterizzazione importante dei numeri primi, cioè un numero 
è primo se e solo se ogni qualvolta divide il prodotto di due numeri, in realtà divide 
già uno dei due numeri. 


Proposizione 3.9. Un numero intero p # 0, +1 è primo se e solo se per ogni coppia 
a,b € Z con p|ab, si ha pla o p|b. 


DIMOSTRAZIONE. Sia p primo e si supponga che p|ab. Se p non divide a, allora p 
ed a sono coprimi per il corollario 3.5. Quindi per il lemma 3.8, p|ab implica p|b. 
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Supponiamo che p non sia primo. Allora esistono dei divisori propri a e b di p 
con p = ab. In tal caso p non divide né a né b, ma p divide cb. O 


Il minimo comune multiplo può essere definito anche utilizzando la definizione 
del massimo comun divisore. 


ab 


Teorema 3.10. Se a,b € Z* e d è un massimo comun divisore di a e b, allora m = ri 


è un minimo comune multiplo di a e b. 


DIMOSTRAZIONE. Per il punto (d4) del lemma 3.4 possiamo scrivere a = dai e 
b = db), con a1, bi € Z, coprimi. Allora m = ab = dia risulta un multiplo 
comune di a e b. Sia m’ un altro multiplo comune di a e b. Allora da ajm’ e bjm’ 
si deduce m’ = ax e m’ = by con x,y € Z. Quindi ax = by e di conseguenza 
daz = db,y. Cancellando d # 0 si ha 


az = biy. 
Per il lemma 3.8 e (a1, b1) = 1 possiamo concludere a;|y e bi|z. Dunque y = ayı 


e x = bızıper opportuni z1, Y1 € Z. Pertanto m’ = ax = abix1 = mai e quindi 
mm. D 


Corollario 3.11. Se a e b sono coprimi, allora m.c.m.(a,b) = [ab]. In particolare, 


se ale e blc, e a e b sono coprimi, allora anche ablc. 


3.4 Il teorema fondamentale dell’aritmetica 


In questo paragrafo enunciamo e dimostriamo il teorema fondamentale dell’aritme- 
tica che garantisce la fattorizzazione unica in prodotto di numeri primi nel senso 


seguente. Per ogni intero a Æ 0, +1, esistono primi pi, ...,px tali che 

a = pi.. Pk- 
Inoltre se pı .. . Pk = q1 » - - Qs CON G1,- - - , Qa numeri primi, allora s = k e dopo una 
permutazione opportuna dei primi p1,...,pr Si ha pı = +91,...:Pr = Egk. 


Teorema 3.12. (Teorema fondamentale deli’aritmetica) Tutti i numeri non inver- 
tibili di Z* hanno una fattorizzazione unica in prodotto di numeri primi. 


DIMOSTRAZIONE. Per un numero intero a # 0, +1 dimostriamo che a ha una fat- 
torizzazione unica in prodotto di numeri primi. Basta considerare il caso a > 0. 
Ragioniamo per induzione su a. Il caso a = 2 è banale perché 2 è primo. Supponia- 
mo a > 2. Se a è primo, abbiamo finito. Altrimenti esistono b e c in Z con a = de 
el <b<a,1 < c< a. Per ipotesi induttiva, entrambi b e c, essendo mag- 
giori di 1, sono prodotti di numeri primi. Così abbiamo dimostrato l’esistenza della 
fattorizzazione di a in prodotto di numeri primi. 

Per dimostrare l’unicità supponiamo che a = pi...Pn = 91---9s siano due 
fattorizzazioni di a in prodotto di numeri primi. Ragioniamo per induzione su n. Se 
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n = 1, avremo pı = qi - . - ds, che implica s = 1 poiché p, è primo. Supponiamo ora 
n > 1. Allora pı divide il prodotto qı .. . qs e quindi divide uno dei fattori, diciamo 
qı. Poiché qı è primo, concludiamo che g1 = +p1. Dopo la cancellazione abbiamo 
P2.--Pn = +02... qs. Poiché l'elemento a' = p2...pn è prodotto di un numero 
di primi inferiore ad n, l’ipotesi induttiva garantisce che la sua fattorizzazione deve 
essere unica a meno di permutazione dei fattori, cioè si può supporre 


s=ne Q = tp, ..., (s = pnr. 
D 


Sia a > 1, allora il teorema fondamentale dell’aritmetica permette di scrivere 
a= pi POS pie, con p1,...,Ps numeri primi distinti. In questa forma l’unicità della 
fattorizzazione si può esprimere così: se a = 9”? ... qg" è un’altra fattorizzazione di 
a, con q1, - - - , 9: numeri primi distinti, allora t = s, esiste un’opportuna permutazio- 
he dei primi p1,p2,...,Ps CON gi = Ep1, .-.:9= tpsemi = ki, ...,my = ks. 
Poiché a > 0, possiamo considerare fattorizzazioni con p; > 0 e q; > 0, perciò 
avremo q1 = P1, -Qs = Ps, in altre parole, gli insiemi dei primi {p1,...,ps} € 
{g1,...:9} coincidono, da cui £ = s e dopo un'eventuale riordino dei primi, per 
esempio in ordine crescente, coincidono le s-uple (pi, ..-,ps) € (q1, ---,qs) e le 
s-uple (m1, ..., Ma) e (k1,...,ks). 

Tuttavia in certe situazioni converrà usare anche fattorizzazioni a = pf .. pie, 
con p1, --.-,Ps numeri primi distinti, permettendo di avere anche k; = 0 per alcuni 
i = 1,2,...,s. Questo risulta utile quando si lavora con più numeri a,b, c,... per 
permettere un confronto tra loro. Scriviamo così 


k ks 2 Si l 
a=pi...pi, b=p p3" e c=pj...p? 


dove p1,-..,9s sono numeri primi distinti e k; > 0,m; > Oel; > 0 per ogni 


i = 1,2,...,s. Prima di tutto osserviamo che per il corollario 3.11, c|a se e solo se 
l; < k; per ogni i = 1,2, . . . , s. In particolare, c|a e c|b see solo se l; < k; el; < mi 
per ogni i = 1,2,...,s. In altre parole, se e solo se l; < min{k;, mi} per tutti gli 
i = 1,2,...,s. Per questo il massimo comun divisore c di a e b è determinato da 


lı = min{k;, mi} per tutti gli ¿į = 1,2,...,s. 

Analogamente si ragiona per vedere che il minimo comune multiplo c di a e b 
deve avere l; = max{k;, mi} per ogni i = 1,2,..., s, oppure si applichi la formula 
m.e.m.(a,b) = n 

Possiamo ora rispondere alla domanda posta all’inizio del paragrafo sui numeri 
primi e cioè quanti numeri primi esistono. 

Teorema 3.13. (Euclide) Esistono infiniti numeri primi. 
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che p1, P2,- . - , Pn Siano tutti i numeri primi e consi- 
deriamo il numero N = p1p2...Pn + 1. Poiché p1, P2, -- - , Pn non dividono N (per- 


ché?), N deve essere primo e quindi coincide con uno dei p1,p2,...,Pn, assurdo. 
[n | 


Possiamo addirittura “specializzare” la forma dei numeri primi, chiedendo per 
esempio quanti primi di un certo tipo esistono, come nell’esercizio 3.6. 
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3.5 Congruenze in Z 


Sia m > 1 un intero. Introduciamo nell’insieme Z la relazione binaria a =m b detta 
congruenza modulo m. Diremo, per definizione, che a è congruo a b modulo m se 
m divide la differenza a — b. Verifichiamo innanzitutto che =m è una relazione di 
equivalenza su Z. 


@ =m Q per ogni a € Z poiché m divide 0 = a — a; 
se a =m b, allora anche b =m a per ogni coppia a,b € Z, poiché 


m|(a-bd) = mļ(b-a)=-(a- b); 
se A =m b e b =m c, allora anche a =m c, poiché 
ml(a—b) e mj(b-c) = mia-c)=(a-5)+(6-c). 


Vediamo ora quali m sono rilevanti. Per m = 0 la relazione a =o b non si può 
introdurre come m|(a — è), ma si potrebbe usare la conseguenza, cioè che a — b è 
multiplo di m che ha senso anche quando m = 0. In tal senso 


a=od seesolose a = b, 


quindi la congruenza =q coincide con la solita uguaglianza “=”. Per m = +1 abbia- 
mo a =m b per ogni coppia a, b. Pertanto =m ha una sola classe di equivalenza. Per 
finire, notiamo che ma — b se e solo se -mja — b, quindi le relazioni =m € =_m 
coincidono. Per questi motivi in seguito considereremo solo m > 1. 

Denotiamo con [a]m la classe di equivalenza di a, in altre parole 


[am = {z € Z : esiste y € Z con z = a + my} = 


={...,a-m,a,a+m,a+2m,...} 


cioè [a]m è la progressione aritmetica bilaterale di ragione m e punto iniziale a. 
Si noti che la classe [a], è infinita, mentre ci sono solo un numero finito di classi 
di equivalenza. Infatti questo segue subito dal seguente facile lemma. 


Lemma 3.14. Sia r il resto di a modulo m, cioè a = qm +r, con 0 < r < m, Allora 
a Em T. 


Definizione 3.15. Sia Zm = Z/ =m l'insieme quoziente rispetto a questa relazione 
di equivalenza. Chiamiamo Zm l'insieme delle classi resto modulo m. 


L'insieme Zm viene tavolta denotato con Z/mZ, come chiarito nell’ esempio 6.2. 
Osservazione 3.16. Osserviamo che l’insieme 
Zm = {(0]m, lm SI) [m a Ilm} 


presenta tutte le classi di equivalenza modulo m e queste classi sono a due a due 
distinte, perché k Æm r quando 0 <k <m, 0 <r<mek £r. 
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Se n|m, allora a =m b implica a =n b. Se (n, m) = 1, allora @ =mn b se e solo se 
a =m baa =n b. Infatti 

mj(a—b) e n(a-b) mnjiļa-b) 


per il corollario 3.11, poiché m e n sono coprimi. 
Le seguenti proprietà delle congruenze sono collegate alle operazioni algebriche 
in Z. 


Lemma 3.17. (a) Se a =m a e b =m b', allora anche 
a+b=m0 +0 e ab=mna!b. 
(b) Se ac =m be e (c, m) = 1, allora anche 
a Em b. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha m|(a — e’) e m|(b — b'}. Allora (dı) del lemma 3.4 
permette di concludere che 


m|((a— a’) + (b -— b')) = (a +b) - (a' = b’), 

quindi 
a+b=ma +0. 

Per quanto riguarda il prodotto presentiamo la differenza ab — a'd’ come 

ab— ab + ab — a'b =a(b— b) + b'(a —a'). 
Di nuovo il punto (di) del lemma 3.4 permette di concludere che 

ml(a(b — b) +b (a — a'))= ab— a'Vl. 

Quindi ab =m a'b'. 


(b) Dai fatti che m divide ac — bc = (a — b)c ed (m, c} = 1, segue che m divide 
a — b per il lemma 3.8. O 


Usando le classi di equivalenza possiamo scrivere (a) del lemma precedente 
anche nel modo seguente: 


(a*) [a]m = [04m € [b]m = b']m, = [a+b]m = [a'+b']m € [ab]m = [0/0]m- 
La proprietà (a*) permette di introdurre in Zm due operazioni algebriche: 
lalm + blm = [a +b]m e [a]mib]m = [ab]m. 


Infatti (a*) garantisce che la somma [a + b|m dipende solamente dalle classi [a]m 
e [b]m e non dai particolari rappresentanti a, b. 
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3.6 Equazioni congruenziali ed equazioni diofantee 


Consideriamo equazioni congruenziali di primo grado ad una variabile; cioè, dati 
m > 1, a e b numeri interi fissati con a # 0, cerchiamo le soluzioni x € Z della 
congruenza 

aT Em b. (4) 


Se zo è una soluzione di (4), lo sono anche tutti gli £ =m zo. 


Teorema 3.18. Siano m > 1, a e b numeri interi fissati con a # 0 e d = (a,m). 
Allora l'equazione congruenziale (4) ha soluzione se e solo se d divide b. Se zo è 
una di tali soluzioni, tutte le soluzioni di (4) sono della forma zo + nm}, al variare 
di n € Z e con m = md. 


DIMOSTRAZIONE. Se (4) vale per x, allora m divide la differenza ax — b. Quindi d 
divide la differenza ax — b e anche a. Allora d divide b. 

Supponiamo che d divida b e dunque b = db; per qualche b; € Z. Si ha a = ajd 
em = mid, con a, Mı € Ze (a, mx) = 1. Inoltre si trovano numeri interi u, v 
tali che d = au + mw. Allora 


b = db, =(au+mv)b, = a(ub1) + mubi =m a(ubi). 


Pertanto ro = ub; è una soluzione di (4). Verifichiamo ora che gli elementi del 
tipo xo + mi, al variare di n € Z, sono tutte soluzioni di (4). Infatti 


a (zo + nM) = aro + NAMI =m b + NMa, Em b. 


D’altra parte, se zı è una soluzione di (4), allora azı =m ago e di conseguenza m 
divide a(x1 — zo}. Pertanto a(x1 — xo) = km per qualche k € Z. Quindi, dividendo 
per d, a1(c1 — xo) = km. Ora (a1, mı) = 1 implica a1|k. Se k = na, si ha 
zı = zo +nm. O 


Applichiamo il teorema 3.18 ad un caso concreto. 


Esempio 3.19. Risolvere l’equazione congruenziale 143x =57 17. Dividendo 143 
per 57 troviamo 143 = 2 - 57 + 29, poi 57 = 29 + 28 e 29 = 28 + 1. Di qui 
1 = 29—28 = 29— (57 — 29) = 2-29—57 = 2-(143—2.57) 57 = 2-143—5-57. 
Quindi x =57 2-17 = 34. 

Un modo più veloce di lavorare è di sostituire subito 143 con il suo resto 29 
modulo 57, cioè lavorare in partenza con l'equazione congruenziale 29x =57 17. Ora 
con 29 =57 —28 e 17 =57 —40 si trova l'equazione congruenziale —28x =57 —40. 
Poiché 4 e 57 sono coprimi possiamo cancellare 4 e si trova —7x =57 —10 e di 
conseguenza 

Tx =57 10. (5) 


Poiché 57 = 8 -7 + 1, abbiamo 8-7 =57 —1. Quindi moltiplicando (5) per 8 si trova 
8- 7x =57 80 e pertanto —x =57 23 e z =57 —23 =57 34. 
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Esempio 3.20. Trovare il resto del numero 34117 modulo 72. 
341!” =y (-19)!” =72 — (19)? - 19 =72 —((19)?)8 19 =72 —(1)f - 19 =72 53. 


Affrontiamo ora le equazioni diofantee. Ogni terna a,b,c di numeri interi con 
a # 0,b # 0 determina una equazione diofantea di primo grado con due variabili 


ar+by=c. (6) 


Cercheremo soluzioni x,y di (6) che siano numeri interi. Per ogni intero m > 1 
consideriamo anche la congruenza 


aT + by =m € (7) 


associata a (6). Ogni soluzione x, y di (6) è anche una soluzione di (7). Questo si 
estende in modo ovvio anche per equazioni diofantee di n > 2 variabili del tipo 


n 
D akTk =C, (8) 
k=1 
dove c, &1, 42, - - -, ân € N e la relative congruenza 
n 
Di Akk Em C, (9) 
k=1 
cioè ogni soluzione x1, £2,.- . , &n di (8) è anche una soluzione di (9). Vediamo nel 


teorema 3.22 che questo risultato si può invertire nel seguente senso debole: se (9) 
ha soluzioni per ogni intero m > 1 allora anche (8) ha soluzioni. 
Definiamo per induzione il massimo comun divisore di n numeri interi. 


Definizione 3.21. Dati n numeri interi mı,- .., Mn, si definisce induttivamente il 
loro massimo comun divisore positivo, partendo dalla definizione nota nel caso n = 
2 e definendo per n > 3, (Mi, ...,Mn) = ((M1,...Mn-1); Mn). 

Si prova facilmente che d = (m1,..., Mn) divide mn; per ogni i = 1,...,n 
e se m è un divisore comune degli m;, é = 1,..., n, si ha che m divide d. Se- 
gue immediatamente dal teorema 3.7 che esistono u1,t2,...,un € Z tali che 

n 

d = VARI AkUk. 

Analogamente si definisce il m.c.m.(m1,..., Mn). 
Teorema 3.22. Sia n € Ne siano 11,02, ...:@n e c numeri interi non nulli, Allora 


le seguenti condizioni sono equivalenti: 


(a) l’equazione diofantea (8) ha soluzioni; 
(b) per ogni intero m > 1 la congruenza associata (9) ha soluzioni; 
(c) il massimo comun divisore (01,...,@n) divide c. 
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DIMOSTRAZIONE. Come già detto sopra, (a) implica (b). 

Supponiamo che, per ogni intero m > 1, la congruenza associata (9) abbia solu- 
zioni. Se a, = +1, il massimo comun divisore d di a1, .-.,@Gn-1€@n essendo ugua- 
le a 1 divide c. Quindi in questo caso (b) implica (c). Per dimostrarlo nel caso genera- 
le supponiamo ora an 34 +1. Poniamo m = |a,] > lesiad=(a1,...,0n-1,M). 
Allora (9) diventa ei QkTk =m G, € per ipotesi, (9) ammette soluzioni. Non è 
difficile vedere, ragionando come nella prima parte della dimostrazione del teorema 
3.18, che questo implica che d divide c. 

Infine, se d divide c, avremo c = dc; per qualche cı € Z. Come abbiamo notato 
sopra, esistono U1, 2, ...,Un € Z tali che d = Yai akukp. Allora 


Ti = C1U1;, »--: Tn~1 = C1Un-1; Tn = Ciun 


è una soluzione di (8). O 


Esempio 3.23. Dimostrare che esiste un intero no, tale che per ogni n > no l’equa- 
zione diofantea 3x + 8y = n ha almeno una soluzione (x, y) € N?. Osserviamo che 
se (x,y) e N°, sihan > 0. 

Se n =3 0, cioè n = 3k per qualche k € N, si ha la soluzione (k, 0). 

Se n =; 1, allora 3x + 8y = 3k + 1 per qualche k € N. L'equazione 8y =3 1 ha 
soluzione per il teorema 3.18, e se cerchiamo una soluzione positiva, tale soluzione 
è del tipo y = 2 + 3l, per qualche } € N. Allora se 3x = 3(k — 8! — 5) ha una 
soluzione positiva, si ha k > 5. 

Se n =3 2, allora 3z + 8y = 3k + 2 per qualche k € N. L'equazione 8y =3 2 ha 
soluzione per il teorema 3.18, e se cerchiamo una soluzione positiva, tale soluzione 
è del tipo y = 1 + 31, per qualche / € N. Allora se 3s = 3(k — 8l — 2) ha una 
soluzione positiva, si ha k > 2. 

Pertanto basta scegliere no > 14. 


Vediamo come possiamo utilizzare il teorema 3.22 e i risultati sulle equazioni 
congruenziali per risolvere equazioni diofantee anche non lineari. 


Esempio 3.24. Dimostriamo che l’equazione diofantea x? — 7y? = 14 non ha solu- 
zione intera. Osserviamo che 7 deve dividere x, pertanto 7 deve dividere 2 + y?. Si 
deve trovare un numero intero y tale che y? =7 —2. Ma un tale y non esiste, perché 
solo 1, 4 e 2 sono quadrati modulo 7. Pertanto non ci sono soluzioni. intere. 


Esempio 3.25. Dimostriamo che l'equazione diofantea z? + 15y? = 24 non ha so- 
luzioni intere. Osserviamo che per ogni z € Z, si ha z? =7 0,1, 0 —1, da cui 
13 + 1545 = £? + y’ #73 =7 24 per ogni y € Z. Pertanto non ci sono soluzioni 
intere. 


Vediamo ora un esempio di un sistema di equazioni congruenziali. 


Esempio 3.26. Si trovi il minimo numero naturale n per cui risulti simultaneamente 
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n = 2 
n = 1 
n =s 0. 


Dalla prima congruenza ricaviamo n = 2 + 7A per qualche À € Z, che sostituita 
nella seconda implica n = 2 + 7A =g 1. Pertanto 7A =ç 1 — 2, cioè À =g 5 e quindi 
esiste k € Z tale che à = 5+6k. Sostituendo si ottiene n = 2+(5+6k)7 = 37+42k 
che sostituita nell'ultima dà 


37+42%k=530 > 2+2%=50 > k=5-1=34, 


usando il lemma 3.17 in quanto (2,5)=1. 
Allora esiste h € Z tale che k = 4 + 5h e così 


n = 37 + 42k = 37 + 42(4 + 5h) = 205 + 210}. 
Le soluzioni intere sono quindi del tipo n = —5 + 210m e dunque si avrà n = 205. 


Osserviamo che nell’esempio 3.26, il massimo comune divisore di ogni coppia 
tra i numeri 7, 6,5 è 1. Nel seguente teorema cinese del resto dimostreremo che que- 
sta è proprio la condizione necessaria e sufficiente perché ogni sistema di equazioni 
congruenziali di quel tipo ammetta delle soluzioni. 


Teorema 3.27. (Teorema cinese del resto) Siano Mi, ..., mn E Z maggiori di 1. 
Si consideri il sistema di congruenze 


T Em, 21 
T Em; ti (10) 


T Emn ûn- 


Allora il sistema (10) ammette una soluzione per ogni n-upla a1, .. . , an € Z se 
e solo se(mi,m;)=1perognii,j=1,....nî7#]j. 
In tal caso, se xo è una soluzione, l'insieme di tutte le soluzioni in Z è 


S={zo0+tmz:m=m;...Mn, z EZ} 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che il sistema (10) abbia una soluzione per ogni n- 
upla 01,...,Gn € Z. Siano î,j € {1,...,n} con i # j e per ogni l = 1,...,n 
1# j poniamo a; =.0 e a; = 1. Allora esiste una soluzione zo tale che zo =m; 0e 
Lo =m; 1. Pertanto To = miu = m;v + 1 per qualche u,v € Z, da cui segue che 
(mi, mj) =l. 

Supponiamo viceversa che (m;, mj) = 1 per ogni i, j = 1,...,n, è # j. Dimo- 
striamo per induzione su n che esiste una soluzione di (10). Sia n = 2 e consideriamo 
il sistema 


L'aritmetica dei numeri interi 73 


T =m, 41 

T Emo 42. 
Una soluzione alla prima congruenza è del tipo x = a, + mis per qualche s € Z. 
Sostituiamo nella seconda congruenza, e abbiamo mis =m; @2 — @ che per il 
teorema 3.18 ha soluzione per ogni coppia (a1, a2} se e solo se (mi, m2) = 1. Sia 
ora zo una soluzione, allora zo + m1m22, z € Z è ancora una soluzione. Viceversa, 
se a è un’altra soluzione del sistema, si ha a — zo =m; 0 per i = 1,2 da cui 
a = zo + mimoz, in quanto (mi, m2)= 1. 

Sia ora n > 3. Consideriamo il sistema 


T =m, 21 
T Em; di (11) 


T Emn-1 Qn-1- 


Per ipotesi induttiva, tale sistema ha soluzione per ogni (n — 1)-upla @1,...,Gn-1 € 
Z se e solo se (mi, mj) = 1, per ogni é,j = 1,...,n — 1, i # j. Sia b una so- 
luzione del sistema (11), e sia { = m.c.m.(mM1,..-, Mn-1) = Mama... Mni 
Consideriamo il sistema 

z= b; XZm, ün- (12) 


Per il caso n = 2, tale sistema ha soluzione se e solo se (l, mn) = 1, che è equi- 
valente a (Mi, mn) = 1, per ogni i = 1,...,n — 1. Se zo è una soluzione di (12), 
allora per ogni i = 1,... n — 1 si ha To =m; b =m; Qi. Pertanto xp è una soluzione 
anche di (10). Infine, per il caso n = 2, abbiamo che l'insieme delle soluzioni risulta 
essere S= {ro + İmnz : z E€ Z} = {z0 + Mi... Mn-1Mnz: ZEZ}. O 


3.7 Alcuni criteri di divisibilità 


In questo paragrafo dimostriamo alcuni criteri di divisibilità e introduciamo alcuni 
sistemi di numerazione. 


Teorema 3.28. Sia m > 1 intero. Per ogni numero intero positivo a esistono dei 
numeri naturali a0,@1:02,03;-.-;@k tali che O < a; < m peri = 0,1,...,ke 


a =a + am + am? +agm? +... +m? +... +agmë. (13) 
DIMOSTRAZIONE. Possiamo trovare il resto ao nella divisione di a per m, 
a = qum + ao. 


Possiamo trovare il resto a; di qı modulo m per avere q) = qam +a e di conseguen- 
za a = qam? + aym + ao. Proseguendo in questo modo otteniamo una successione 
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di resti ao, 01; 02, 03; ... e di dividendi q} > q2 > ... tali che q; = g;41m + a; per 
ogni i = 1,2,... e quindi 
a =a +M + am? +...+ ami +... + apm" + grymt. 


Poiché la successione q; decresce strettamente, avremo gx+1 = 0 per un certo k, per 
il quale si avrà (13). O 


I numeri ao, 1, 42,03, ... Qk si chiamano cifre di a in base m e si scrive 
a= dk... 0100(m)- 
In particolare, con m = 10 si hanno le cifre decimali e si scrive brevemente 
a = ūk...01đ0 invecedi a = ūp...@1đ0(10) 


Particolare importanza ha recentemente assunto il sistema di numerazione binaria, 
cioè la scrittura dei numeri in base 2, in quanto l’uso delle sole cifre 0, 1 permette 
di tradurre ogni numero naturale in una stringa di 0 e 1, che trova molte applicazioni 
nell’informatica. 


Esempio 3.29. Non è difficile verificare che 71 = 10001112). 
Dimostriamo nella seguente proposizione l’usuale “prova del 9”. 
Proposizione 3.30. Siano ao, Gi, 02:03, ..., ak le cifre decimali di a e sia 
S = ao +a taz +... tax 


Allora a =9 S. In particolare: 


(a) a è divisibile per 3 se e solo se S è divisibile per 3; 
(b) a è divisibile per 9 se e solo se S è divisibile per 9. 


DIMOSTRAZIONE. Si ha 10 = 1, quindi 10° =9 1 per ogni é = 1,2,...,£. Molti- 
plicando per a; si ricava a;10* =g a; per ogni i = 1,2,..., k. Sommando si ricava 
a = ag +0110 + a210? +... +ag10" =o S. Ora (a) e (b) seguono immediatamente 
daa =g S. D 


Proposizione 3.31. Siano ao, 11,02, 03, . . . , ak le cifre decimali di a e sia 


k 
S = a — a +a +... + (-1)fax = Vba. 


i=0 
Allora a =11 S. In particolare a è divisibile per 11 se e solo se S è divisibile per 11. 
DIMOSTRAZIONE. Poiché 10 =11 —1, si ha 10* =), (--1)° per ogni i = 1,2,...,k. 
Moltiplicando per a; si ricava a;10% =11 (—1)*a; per ogni i = 1,2,...,k. Som- 


mando si ricava a = ao — a110 + a210? — ...+ (--1)fax10% =11 S. La seconda 
affermazione segue dalla prima. O 
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Proposizione 3.32. Siano a9, 41, 2, 43; - - , Gn le cifre decimali di a, siam = [n/2] 
e sia S definito nel modo seguente: 


(a) 


S = aa, — äzä4 +... + (—1) aiā +...+(-1)”azz 02m = 


m 
=Y (-1)}fa2x:+102%, 
k=0 


se n = 2m + 1 è dispari; e 
(b) 


S = tdo — Ga +... + (~1) azeriak + -+ 
+1)” amo 102m=2 + (-1)" 02m = 


m-l 
= (Eva) +(-1) 02m; 


k=0 
sen = 2m è pari. 


Allora a =101 S. In particolare a è divisibile per 101 se e solo se S è divisibile 
per 101. 


DIMOSTRAZIONE. Si ha 100 =101 —1, quindi 100? =101 (1)? per ogni i = 
1,2,...,k. Pertanto nel caso (a) si ha 


a = ap + a - 10 + az - 10° + ag - 103 +... + ai- 10% +... + an < 10” 2101 
=101 40 + 41 - 10 — az — ag: 10 + a4 + as -10 —... 


-+ (—1)" (azk + 02641 ` 10) +...+(-1)”"(com + a2m+1 + 10). 


Il caso (b) è analogo. 
La seconda affermazione segue dalla prima. O 


Applicando questo criterio si vede immediatamente che 101 dvide 786386, in 
quanto 86 — 63 + 78 = 101. 


3.8 Il teorema di Fermat 


Il seguente importante teorema è dovuto a Fermat. Vedremo più avanti come questo 
sia un caso particolare di un teorema più generale dovuto ad Eulero. 


Teorema 3.33, (Piccolo teorema di Fermat) Sia p un numero primo. Allora 


a? =p a perogninumero intero a. 
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima a > 0 e usiamo l'induzione. Se a = 0 è 
ovvio. Supponiamo l’asserto vero per qualche a > 0 e lo vogliamo dimostrare per 
a + 1. Per l'esercizio 3.56 (b), sappiamo che (a + 1)? = aP + 1, da cui, usando 
l’ipotesi induttiva che garantisce a? =, a, si ha (a +1)? =, a + 1. Supponiamo ora 
a < 0. Allora 0 =, 0? =p (a+ (-a))? =, aP+(—a)? =, aP — a, ancora per 
l'esercizio 3.56 e per il fatto che —a > 0 e quindi l’asserto è vero per -a. O 


Lemma 3.34. Siano p un numero primo e a un intero coprimo con p. Per il teorema 
di Fermat esiste un numero naturale n > 0 con la proprietà a" = 1. Sia k il più 
piccolo di tali n, allora k ha le seguenti proprietà 


(a) aF =, 1 per ogni intero q > 0; 
(b) se a" = 1 per un intero n > 0, allora k divide n. 


DIMOSTRAZIONE. (a) È sufficiente elevare alla q la congruenza af Æp 1. Per dimo- 
strare (b), si divida r. per k con resto r, cioè n = gk +r, con0 < r < k. Ora per 
(a) avremo 1 =, a” = altr = aak af =p 1- a”. Di conseguenza a” =» 1. Perla 
scelta di k si ha r = 0, cioè k divide n. D 


Nel seguito denoteremo con op(a) il numero k definito nel lemma 3.34. 


Lemma 3.35. Sia p un numero primo e a un intero coprimo con p. Allora: 


(a) op(a) divide p — 1; 
(b) se p > 2, allora a7 =p +1 


DIMOSTRAZIONE. (a) Si applichi il piccolo teorema di Fermat 3.33 e (b) del lemma 
3.34. 

(b) Poiché p è primo e divide a?™! — 1 = (a7 — 1)(a”F + 1), concludiamo 
che p divide uno dei due fattori. O 


Notiamo che a 7° =p —1 non implica op(a)=p- 1. 


3.9 Funzione di Eulero e teorema di Eulero 


Ci proponiamo di contare il numero di interi positivi coprimi con un numero naturale 
n e minori di n. 


Definizione 3.36. Poniamo (1) = 1 e per un numero naturale n > 1 poniamo y(n) 
uguale al numero dei numeri naturali k coprimi con n e soddisfacenti 1 < k < n. La 
funzione y(n) è nota come funzione di Eulero o funzione totiente. 


Vediamo una prima utilissima proprietà della funzione di Eulero. 


Lemma 3.37. Siano m ed n due numeri naturali coprimi tra loro. Allora 


o(m-n)=wp(m)- p(n). 
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DIMOSTRAZIONE. Siano 


U={u1,...,Ug(n)}, V = {vom} € W={w1,...,Wo(nm)} 


gli insiemi dei numeri interi coprimi con n, m ed nm e minori di n, m, nin, rispet- 
tivamente. Poiché |U x V| = «(n)g(m) e |W| = (nm), per dimostrare il lemma 
sarà sufficiente costruire una biezione tra U x V e W. Sia dunque (u, v) € U x V. 
Per il teorema cinese del resto 3.27, il sistema di equazioni congruenziali z =” u, 
£ =m V ammette un'unica soluzione w con l’ulteriore condizione 1 < w < mn. 
Osserviamo che w =, u e w =m v implicano che w è coprimo sia con m che con 
n, in quanto tali sono u e v. Allora w € W e quindi la posizione f(u,v) = w de- 
finisce un’applicazione f : U x V — W. Verifichiamo che f è iniettiva: infatti se 
f(u,v) = w = f(u',0'),sihau =, w =, u, e poiché 1 < uu < m, si ha 
u = u’; analogamente v = v’. Infine consideriamo w € W e sia u il resto della 
divisione euclidea di w per n. Allora w =, u, 0 < u < ne poiché w è coprimo con 
mn, u è coprimo con n. Allora u € U, analogamente esiste v € V tale che w =m v. 
Concludiamo che f(u,v)=w. O 


Lemma 3.38. Sia p un numero primo e sia n > 0 un numero naturale. Allora 
plp”) =p" — po. 


DIMOSTRAZIONE. Basta contare quanti sono i numeri È: < p” che non sono coprimi 
con p”. Chiaramente k non è coprimo con p” se e solo se k è divisibile per p. Quindi 
k = pk; per qualche kı € Z. Ora k < p” implica kı < p”71. Ci sono p—! numeri 
k tra 1 e pf che non sono coprimi con p”, da cui y(p”) = p” — p*7!. D 


Gli ultimi due lemmi permettono di dimostrare il seguente teorema. 


Teorema 3.39. Sem = p 1. p2? STRATI 1} è la decomposizione dimin prodotto di 
1 2 s 
potenze di numeri primi tra loro diversi, allora 


o(m) = (Pi — pp? — pa)... (pi pe!) = 


-(-3)(-d) 


Come preannunciato, il seguente fatto (noto come teorema di Eulero) è una 
generalizzazione del piccolo teorema di Fermat. 


Teorema 3.40. (Teorema di Eulero) Se a > 1 e m > 1 sono due numeri naturali 
coprimi, allora af") =m 1. 


DIMOSTRAZIONE. Sia R = {1,...,m — 1} l'insieme dei resti modulo m coprimi 
con m. Definiamo un'applicazione a : R — R nel modo seguente. Per k € R 
dividiamo ak per m con resto. Si ricava così un resto rx soddisfacente ak = gqm+ry, 
e quindi 0 < rg < me 


ak =m Tg per k = 1,2,...m — 1. (14) 
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Poiché k ed a sono entrambi coprimi con m, m è coprimo con ak e concludiamo 
che r € R. Pertanto possiamo definire a(k) := ry € R. Serg = ri peri k E€ R 
avremo da (14) ak =m Tk = Ti =m ai, e quindi ak =m ai. Poiché a è coprimo 
con m, lo possiamo cancellare. Quindi k =m ie per la definizione di R, k = i. 
Abbiamo così verificato che a è un’applicazione iniettiva. Quindi l’immagine a(R) 
dovrà avere p(m) elementi come R stesso. Essendo a(.R) anche un sottoinsieme di 
R, avremo a(R} = {r1;...,rp(m)} = R. In particolare, il prodotto r1 <<...  Tp(m) 
coincide con il prodotto /7 di tutti i resti in R, cioè 


TI TZ: Tom) = IL. (15) 
Moltiplicando le (mm) congruenze in (14) otteniamo al) . IT =m ri... Tom. 
Ora (15) permette di sostituire 71 -. . . * T p(m) con J in questa congruenza e ottenere 


a) . II = II. Essendo H coprimo con m possiamo cancellare H e ricavare 
af) Sml O 


Vediamo ora un altro modo per risolvere le equazioni congruenziali del tipo 
GX =m b, nel caso in cui (a,m) = 1. Si ha infatti, grazie al teorema di Eulero, 
che a) =m 1, da cui si ricava a(afl)-15) =m b, per cui una soluzione si ot- 
tiene immediatamente ponendo ro = af()-1b, Se si vuole ottenere una soluzione 
dell’equazione congruenziale anche nel caso generale usando il teorema di Eulero, 
ci si può poi ridurre al caso appena visto “dividendo” equazione per d = (a, m). 


3.10 I numeri di Fermat e di Mersenne 


In questa sezione introduciamo due celebri “generatori di numeri primi”, i numeri di 
Fermat e i numeri di Mersenne, legati in modo del tutto naturale ai numeri primi e ai 
numeri perfetti ed amicabili. 
Inumeri F, = 22° + 1, per n = 0, 1,2,... sono noti come numeri di Fermat. 
Osserviamo subito che se vogliamo ottenere dei numeri primi aggiungendo 1 a 
potenze di 2, dobbiamo imporre all’esponente di essere esso stesso una potenza di 2, 
come si dimostra nell’esercizio 3.20. 


Lemma 3.41. (a) Se p è un divisore primo del numero di Fermat F,,, allora p è del 
tipo 2+1m +1. 
(b) I numeri di Fermat sono a due a due coprimi. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Si noti che p|F, implica 22" =p —1 e di conseguenza, ele- 
vando al quadrato, 22"**' =, 1. Quindi op(2) divide 2"+?, Ora, per il punto (a) del 
lemma 3.34, la prima congruenza dimostra che 0,(2) non è un divisore di 2”. Poiché 
tutti i divisori di 2”+! sono del tipo 24, concludiamo che 0,(2) = 2"*!. Per il teore- 
ma di Fermat 221 =p 1. Ora (b) del lemma 3.34 permette di concludere che gut? 
divide p — 1. Dunque p — 1 = 2"+1m per qualche m € Z. 

(b) Se p è un primo che divide Fn ed Fm, con n > m, allora gn) =p 1 come 
nel punto (a). Poiché m + 1 < n, 2?” è potenza di 22”** e quindi 22” =, 1. D'altra 
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parte, p|F, implica anche 2?" =, —1, assurdo. Pertanto nessun numero primo p 
divide simultaneamente F, ed Fm, quindi Fp e Fm sono coprimi. O 


Il punto (b) del lemma precedente porta a una dimostrazione alternativa del fatto 
che esistono infiniti numeri primi. 

Ci si può a questo punto chiedere quali di questi numeri di Fermat siano effetti- 
vamente dei primi. La risposta per i primi 5 numeri di Fermat è stata data da Eulero 
nel 1732. Si osservi che, a parte Fp, F1, F2, F3 e F4, non sono noti altri numeri di 
Fermat primi. 


Proposizione 3.42. Fo, F1, Fa, F e F4 sono primi, mentre Fs = 641 - 6700417 non 
è primo. 


DIMOSTRAZIONE. Per Fọ = 3, F) = 5 e F2 = 17 questo è ovvio. Segue dall’eser- 
cizio 3.21 che per verificare se Fn è primo basta vedere che F, non ha divisori primi 
p < Fn-1-1. Per F3 = 257 notiamo che i divisori primi di F3 con p < 16 = F3 —1 
possono essere tra 2, 3, 5,7,11 e 13. Secondo il lemma 3.41, i divisori primi di F3 
sono del tipo 16k + 1 e quindi nessuno di questi primi divide F3. 

Per F4 = 215 + 1 notiamo che per il lemma 3.41 i divisori primi di F4 sono del 
tipo 32k + 1. Ma i numeri di questo tipo minori di F3} — 1 = 256 sono 33, 65, 97, 
129, 161, 193 e 225. Tra questi solo 97 e 193 sono primi. Che nessuno dei primi 97 
e 193 divida F4 segue dallo svolgimento dell’esercizio 3.17. 

Per F; sappiamo dal lemma 3.41 che i divisori primi di F5 sono del tipo 64k + 1. 
Tra questi 65 e 129 non sono primi. Dal suggerimento all’esercizio 3.17 segue che 
né 193 né 257 dividono F; = 252 + 1. Tra i numeri successivi in questa serie 321, 
385 e 513 non sono primi, mentre 449 e 577 sono primi ma non dividono Fs. Per 
641 si dimostra che divide F osservando che da 641 = 24 +54 = 27 -5+ 1 seguono 
le congruenze 2% =g41 —54 e 27 - 5 =641 —1. Elevando l’ultima congruenza alla 
quarta e sostituendo 54 con —24 si ha 


1 Z641 22° -54 =oa1 -228- 24 Seq -2°2, 


cioè 641 divide F5. O 


I numeri del tipo M, = 2” — 1 sono noti come numeri di Mersenne, dato che 
Marin Mersenne (1588-1648) li studiò in modo sistematico nel suo trattato “Cogita 
physico-matematica”. Tuttavia questi numeri erano noti anche prima per esempio ai 
Greci, come ricordiamo nel paragrafo 3.11 e al matematico italiano Pietro Antonio 
Cataldi (1548-1626) che provò che M17 e Mi9 sono primi. 

Si può vedere che M,, è primo solo se n è primo (si veda l’esercizio 3.22), tut- 
tavia Mi; non è primo: si verifica che è divisibile per 23, elevando al quadrato la 
congruenza 25 =03 —5. Nel seguito si chiarisce perché si verifica con 23 il fatto che 
Mı; non sia primo: è il più piccolo numero primo che ha resto 1 modulo 11. 

Gran parte dei numeri di Mersenne sono composti. Tuttavia, per lungo tempo, i 
più grandi numeri primi noti sono stati i numeri primi di Mersenne. Questo è dovuto 
al seguente criterio scoperto da Lucas che fa uso dei numeri Ln, detti numeri di 
Lucas, definiti da L, = 4eLy=12_,-2pern>1 
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‘Ivorema 3.43. Per n > 2, il numero Mn è primo se e solo se M,, divide il numero 
Ln le 


Non diamo la dimostrazione di questo teorema, ma facciamo alcune verifiche. Si 
vede facilmente che M3 = 7 divide Lo = 14, 


Ms=31 divide L4 = L3 — 2 = 194° — 2 = 37634: 


infatti 194 =31 8 e quindi L4 =31 8° — 2 = 62 =31 0. Per n = 7 si ha M7 = 127, 
mentre Ls = 1416317954 =127 42? — 2, poiché 


La =127 67° — 2 =127 67 + 66-67— 2 = 65 + 33 - 134 =127 


=127 65 + 33 - 7 = 65 + 231 =127 42. 
Ora Ls 2127 126.14- 2 2127 -14-2= -16, quindi 


Le =127 16° - 2=2-8-16-2=2(8-16-1)=2-127 =270. 


Lasciamo al lettore la verifica del fatto che M1; non divide L19, non essendo Mı un 
numero primo. D'altra parte, M13 divide L12, essendo M13 un numero primo, come 
si dimostra nell'esercizio 3.25. 

Usando questo criterio Lucas provò nel 1875 che il numero M;27 è primo e 
questo risultato rimase insuperato per 75 anni data la grandezza di 


Mi27 = 2127 — 1 = 170141183460469231731687303715884105727. 


Il più grande numero primo scoperto senza l’uso dei calcolatore nel 1951 fu il 
numero dardi, con 44 cifre, mentre M127 ne ha solo 39. Sempre nel 1951, con 
l’uso dei calcolatori, venne invece scoperto che il numero 180( M127)? + lè primo. 
I numeri M23209 € M44497 sono primi ed erano i più grandi numeri primi noti verso 
l’inizio degli anni Ottanta del secolo scorso, Il più grande numero primo noto nel 
settembre 2006 è M32582657 con 9808358 cifre. 

L'importanza dei numeri primi di Mersenne diverrà più chiara nel paragrafo 
successivo. 


3.11 Numeri perfetti e numeri amicabili 


In questa sezione introduciamo i numeri perfetti ed amicabili, legati in modo del 
tutto naturale ai numeri primi. Sia n un numero intero positivo. Si denoti con o(n) la 
somma dei divisori positivi di n. Chiaramente la somma o(n) — n di tutti i divisori 
di n minori di n misura, in un certo senso, la quantità di divisori di n. I numeri n con 
pochi divisori, cioè o(n) — n < n si dicono scarsi, mentre quelli con molti divisori, 
cioè o(n) — n > n si dicono abbondanti. Per esempio 10 è scarso, tutti i numeri 
primi sono scarsi, mentre 12 e 60 sono abbondanti. Per questo motivo i matematici 
antichi, per esempio a Babilonia, preferivano i sistemi di numerazione a base 12 o 
60. Da questo punto di vista si capisce perché la scelta del termine numero perfetto 
nella seguente definizione. 
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Definizione 3.44. Un numero naturale n. dicesi perfetto se o(n) = 2n. 


I numeri perfetti erano ben noti nell’antica Grecia. Prima di descrivere tutti i 
numeri perfetti pari vedremo alcune utili proprietà della funzione ø. 
Lemma 3.45. (a) Se p è primo, allora o(p") = Pia, 
(b) Sen = nming con (n1,n2)= 1, allora a(n) = c(n1)c(n2). 


1 atl_ 
(c) Sen = pi... pk", allora c(n) = LA 


DIMOSTRAZIONE. (a) Tutti i divisori di p” sono del tipo p° per 0 < s < k. 

(b) Se d divide nin, allora raccogliendo i primi che compaiono nella fatto- 
rizzazione di vı e quelli che appaiono nella fattorizzazione di n2, troviamo una 
fattorizzazione d = dıd2 con di|n1 e da|na. Quindi 


o(nin2) = yo d= ye didz = > di » d2 | = o(n1)c(n2). 


dinine di jni dz|na dilri d2|n2 
(c) segue da (a) e (b). O 


Il punto (a) del seguente teorema si trova nel famoso trattato di Euclide. Il punto 
(b) è stato dimostrato da Eulero. 


Teorema 3.46. (a) Sia p = 2" — 1 un numero primo. Allora 


1 
PP +1) =27-1(2" — 1) è perfetto. 


(b) Ogni numero perfetto pari è di questo tipo. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Se 2” — 1 è un numero primo, usando (a) e (b) del lemma 
3.45 si ha 


o(2°-1(2" — 1)) = 0(2"-1)0(2" — 1) = (2° — 1)2". 
(b) Sia n = 25n un numero perfetto, con n; dispari e s > 1. Allora l’ipotesi 
a(n) = 2n implica 
(24! — 1)o(n1) = 2n, 


da cui 251 — 1 divide n;. Sia n = (291! — 1)k. Quindi o (n1) = 2+! k. Dunque 
k = 1, perché altrimenti 


a(n) > m +k+ (2971 — 1) +1= 29914 2511 > 2th, 
Ora o(n1) = nı + 1 implica che n) = 2941 — 1 è primo. O 


Il teorema dice in sostanza che i numeri perfetti pari sono del tipo 2”! M,, dove 
Mnp è un primo di Mersenne. Non è ancora noto se esistono numeri perfetti dispari. 
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Nell'antichità conoscevano anche i cosiddetti numeri amicabili, cioè coppie di 
numeri naturali a e b, tali che ognuno sia uguale alla somma dei divisori propri 
dell’altro. In termini più precisi, 


o(a)-a=b e co(b)—-b=a. 


Quindi c(a) = a +b = a(b). La prima coppia di numeri amicabili proviene da 
Pitagora (575 a.C. - 490 a.C. circa): sono i numeri 220 e 284, Si racconta addirittura 
che, alla domanda “Che cos’è un amico?”, il grande Pitagora abbia risposto: “Uno 
che sia l’altro ‘Io’, come 220 e 284”. 

Il seguente teorema del matematico arabo Thabit ibn Qurra (836-901) fornisce 
altre coppie di numeri amicabili. 


Lemma 3.47. Se i numerip=3-2"°7! — 1, q =3-2"—ledr=9-22"-1-1 sono 
primi, allora i numeri A = 2" - p -q e B = 2" - r sono amicabili. 


DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue facilmente dal lemma 3.45. O 


Con n = 2 troviamo la coppia 220 e 284 di Pitagora. Non è noto se Thabit 
conoscesse altri casi oltre a questo. Altre coppie si trovano con n = 4, A = 17296, 
B = 18416 scoperta da Fermat, ma nota molto prima anche a Ibn Al Banna del 
Marocco (1256-1321) e n = 7 scoperta da Cartesio, René Descartes (1596 -1650). 
Entrambi sono arrivati in modo autonomo al teorema di Thabit che nel frattempo era 
stato completamente dimenticato. Eulero scoprì 59 coppie di numeri amicabili. Il suo 
record è stato superato solo nel 1929 dal matematico belga Paul Poulet nel suo libro 
“La caccia ai numeri” con 62 nuove coppie di numeri amicabili, in totale Poulet ne 
scoprì 108. Un fatto curioso è che Fermat arrivò al suo teorema, il piccolo teorema 
di Fermat, proprio nel tentativo di trovare numeri amicabili. Infatti a questo scopo 
bisogna fattorizzare in prodotto di primi je somme dei divisori di numeri del tipo p”. 
Essendo tale somma uguale a pai, Fermat si domandò se p” — 1 sia divisibile per 
n + 1, quando n + 1 è primo. 


3.12 Distribuzione dei numeri primi 


Concludiamo con qualche cenno sulla distribuzione dei numeri primi. La domanda 
“Quanti primi ci sono?” è del tutto naturale, ma posta così ha l’ovvia risposta, “in- 
finiti”, dovuta al teorema di Euclide. Cerchiamo allora di togliere la possibilità di 
“speculare” con l'infinito, chiedendo: quanti primi ci sono minori di n, dove n è un 
dato numero naturale n > 1. Denotiamo la quantità di questi primi con 7(n). Si ha 


T(2)= 1, T(3) = 7(4)=2, n(5) = (6) =3, 
T(7) = (8) = r(9) = z(10) = 4, z(11) = 7(12) = 5, 
n(14) = n(15) = 7(16) = z(17) = 6, T(18) = z(19) =7, 
m(20) = 7(21) = 7(22) = 8, 
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7(23) = (24) = 7(25) = r(26) = r(27)= (28) =9,.... 

Si vede che questa distribuzione è molto caotica, lunghi intervalli senza numeri 
primi si alternano a brevissimi intervalli tra due primi consecutivi a distanza 2, coppie 
di primi gemelli (non è noto se esistono infinite coppie di numeri primi gemelli). 
Tuttavia ci sono certe regole come mostra il seguente postulato. 


Postulato di Bertrand. Per ogni n € N4 l'intervallo [n, 2n] contiene almeno un 
numero primo. 


Più precisamente, si dimostra che per ogni n € N maggiore di 1 l’intervallo 
[n, 2n — 2} contiene almeno un numero primo. Mentre da un teorema più preciso di 
Chebishev segue che esistono almeno due numeri primi p nell’intervallo [n, 27) per 
ogni n € N maggiore di 1. Il postulato di Bertrand permette di dimostrare facilmente 
per induzione che se p1, p2, - - - , Pn;-.. sono tutti i numeri primi in ordine crescente, 
allora pn < 2”. In altre parole, 7(2") > n, che si potrebbe formulare anche come 
t(m) > logo m. 

Secondo un teorema profondo dimostrato da Pafnuti Lvovic Cebicev (1821- 
1894), il rapporto m(n}/n che permette di parlare della densità dei numeri primi 
è circa 1/ logn, qui il logaritmo è in base e = limn(1+1/n)". In altre parole con la 
crescita di n i primi diventano più “rari”. D'altra parte, è noto che per ogni n la som- 
ma di tutti i valori reciproci 1/p, dove p < n è primo, è maggiore di loglogn — 1, 
che porge un’ulteriore dimostrazione del teorema di Euclide della non finitezza dei 
numeri primi. 

Per il postulato di Bertrand ogni intervallo dei tipo |n, 2n — 2] contiene almeno 
un numero primo. D'altra parte, ci sono intervalli arbitrariamente lunghi di numeri 
naturali consecutivi che non contengono numeri primi, si veda l’esercizio 3.30. 

Si può osservare la distribuzione dei numeri primi limitandosi a specifiche pro- 
gressioni aritmetiche. Si prova nell’esercizio 3.6 che ciascuna delle progressioni arit- 
metiche 3k + 2, 4k + 3 e 6k + 5 contiene infiniti numeri primi. Per quanto riguarda 
le progressioni aritmetiche in generale, vale il seguente risultato. 


Teorema 3.48. (Teorema di Dirichlet) Siano a e b due numeri naturali coprimi. 
Allora esistono infiniti numeri primi della forma ak + b. 


Osserviamo che ak + b non può essere primo se a e b non sono coprimi. 
Leggermente di altra natura è la seguente congettura di Goldbach, che è rimasta 
aperta per oltre duecento anni. 


Congettura di Goldbach. Ogni numero pari maggiore di 3 è somma di due numeri 
primi. 

È stata dimostrata la forma più debole della congettura: ogni numero dispari 
maggiore di 5 è somma di tre numeri primi. 


3.13 Somme di due quadrati 


In questo paragrafo descriviamo i numeri che possono essere scritti come somma di 
due quadrati. Iniziamo con il teorema id Wilson. 
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Teorema 3.49. (Teorema di Wilson) Sia p un numero primo. Allora vale 
(p- 1)! =p —1. 


DIMOSTRAZIONE. Per ogni 1,2,...,p— 1 esiste un’unica soluzione della congruen- 
za 

iz =p 1l, (16) 
compresa tra 1 e p — 1 per il teorema 3.18. Denotiamo con è* tale soluzione e os- 
serviamo che vale (i*)* = i per l'unicità. Verifichiamo quando si ha é = i* per 
i= 1,...,p— 1. Questo significa che i? =, 1, cioè p divide (i? — 1) = (i—-1)(i+1) 
quindi questo accade se e solo se ¿ = 1, p — 1. Pertanto se nel seguente prodotto per 
ogni i = 2,...,p — 2 “raggruppiamo” gli elementi in coppie del tipo i - i* =, 1, si 
ottiene 


(p- 1)!=1-2-...-(p-2)-(p-1)=p1-(p-1)=,-1 
d 


Lemma 3.50. Sia p un numero primo del tipo p = 4k + 1. Allora la congruenza 
e =,-1 
ha soluzione. 


DIMOSTRAZIONE. Siano A = {1,2,...,27}}e B = {241 RH L1,...,p-1} 
Allora l'applicazione y : A — B definita da (x) := p — x è una biezione. Pertanto 
avendo ]],24% = (Z), notiamo che 


CONC ATE 
TEA yEB t=1 
=p (1) F (255)? = (27))?, (17) 


poiché Ei = 2k è pari. Per il teorema di Wilson 3.49 abbiamo (p — 1)! =, —1, 
quindi (17) porge una soluzione della congruenza z? =p —1 con z = (24)! O 


Nel seguito descriveremo i numeri naturali che si possono presentare come 
somme di due quadrati di numeri naturali. 


Lemma 3.51. Se n ed m si possono scrivere come somma di due quadrati, allora 
anche mn si può scrivere come somma di due quadrati. 


DIMOSTRAZIONE. Se n = a? + b? ed m = e? + d?,, allora 


nm = {ac + bd)? + (ac— bd)?. 
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Proposizione 3.52. Ogni numero del tipo n = 2°pîpS? ...p2", dove pa, Pas -> Pr 
sono primi del tipo p = 4k + 1, si può presentare come somma di due quadrati di 
numeri naturali. 


DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima che se p è un primo del tipo p = 4k +1 
allora p si può presentare come somma di due quadrati. Per il lemma 3.50 esiste 
una soluzione s della congruenza x? =p —1. Scegliamo il numero naturale d con la 


proprietà d < /P < d + 1, questo è possibile poiché ./p non è intero. Allora 
d <p<(d+1)?. (18) 


L'insieme delle coppie (a,b) con a,b = 0,1,2...,dha (d + 1)? > p elementi, 
quindi esistono due coppie diverse (a, b) # (a, b1) tali che a — bs e aı — bı s hanno 
lo stesso resto modulo p, cioè a —bs =p a1 — bs. Allora con c = a-a1ee=b—b1 
si ha 

c— es =p 0. (19) 


Si noti che ora c ed e possono essere anche negativi, ma comunque |c| < de |e| < d, 
quindi (18) implica 
<p e <p. (20) 


Moltiplicando entrambe le parti di (19) per c + es si ha c? — se? =, 0, ma per 
la scelta di s abbiamo anche s? =, —1. Quindi c? + e? =, 0. Ora (20) implica 
e? + e? < 2p, quindi c? + e? = p. 

Si osservi che 2 = 1? + 1? e pertanto ogni primo che compare nella fattorizza- 
zione di n si può scrivere come somma di due quadrati. Si conclude applicando il 
lemma 3.51. O 


Lemma 3.53. Siano a e b numeri interi e sia p un numero primo del tipo p= 4k +3 
che divide a? + b?. Allora p divide a e p divide b. In particolare: 

(a) p? divide a? + b?; 

(b) la congruenza 2? =p —1 non ha soluzione. 

(c) se p+! divide a? + b? per qualche s € N, allora anche p°**? divide a? + 62. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che p non divida uno dei numeri a e b. Poiché p 
divide a? + b?, risulta che p non divide né a né b. Allora, per il piccolo teorema di 
Fermat sia ha aP-1 =, 1 e bP_1 =, 1, quindi 


at=, P71, (21) 


La nostra ipotesi implica la congruenza a? =, —b?. Elevando alla 2k + 1 = 271 
si ha aP-1 =, —bP_!. Sommando con (21) abbiamo 2a?-! =, 0, assurdo perché il 
numero primo p non divide né 2, né a?-!. 

Per concludere notiamo che (a) e (b) seguono immediatamente dal fatto che p 
divide a e p divide b. Per (c) si applichi (a) e si faccia induzione su s. O 
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Teorema 3.54, Un numero del tipo 


n= 2p per... prg gg... ge, (22) 
dove pı, P2,..-,Pr sono primi del tipo p = 4k + 1 e q1,92,...,0s sono primi del 
tipo p = 4k + 3 si può presentare come somma di due quadrati di numeri naturali 
se e solo se 1, 2,...,0s sono pari. 


DIMOSTRAZIONE. Se n è del tipo (22), allora n = ni - a? dove n; ha la forma 
descritta nella proposizione 3.52, e quindi n; si può presentare come somma di due 
quadrati di numeri naturali. Di conseguenza anche n si può presentare come somma 
di due quadrati di numeri naturali. Se n = x? + y?, allora n ha la forma (22) per il 
lemma 3.53. O 


Si può provare che i numeri naturali n che non sono della forma n = 4°(8b + 7), 
con a > 0, db > O si possono scrivere come somma di tre quadrati e infine che ogni 
numero naturale si può scrivere come somma di quattro quadrati: 


Teorema di Lagrange. Ogni numero naturale si può scrivere come somma di quattro 
quadrati. 


3.14 Esercizi sull’aritmetica dei numeri interi 


Esercizio 3.1 Dimostrare che l'insieme ordinato (N*, |) è un reticolo. Si dica se è 
limitato. 


Esercizio 3.2 Determinare i numeri primi minori di 250. 


Esercizio 3.3 Se un numero intero n > 0 non è primo, dimostrare che n ha divisori 
primi p minori o uguali a y/n e che nel crivello di Eratostene, al passo corrispondente 
a p, si possono conoscere i numeri primi fino a (p + 2)? — 1, se p è un numero primo 
dispari. 

Esercizio 3.4 Si verifichi che il polinomio f(x) = x? 
primi, cioè f(x) è un primo per x € N, x < 15. 


— x + 17 è un generatore di 


Esercizio 3.5 Trovare il massimo comun divisore d di 142 e 96 ed esprimerlo nella 
forma d = 142u + 96v: Lo stesso per 212 e 176. 


Esercizio 3.6 * Si dimostri che esistono infiniti numeri primi della forma: 


(a) 3k +2; 
(b) 6k +5; 
(c) 4k +3. 


Esercizio 3.7 Scrivere in base 9 il numero 1153. 


L'aritmetica dei numeri interi 87 
Esercizio 3.8 Per ogni intero n > 0, sia un la parte immaginaria della potenza 
n-esima del numero complesso 2 + è: 
Uin=Im((2+1)"). 
Dimostrare che la successione n + Un verifica la relazione di ricorrenza 
Un+2 = bunyi — Sun. 


Si determini la successione delle classi resto modulo 5 degli interi un, per n = 
0, 1, .... Si dimostri che nessuna potenza (2 + è)”, con esponente n > 0, è reale. 


Esercizio 3.9 Trovare tutte le soluzioni in Z126 dell’equazione congruenziale 
30x 126 42. 


Esercizio 3.10 Trovare tutti gli interi positivi minori di 100 che soddisfano l’equa- 
zione congruenziale 17x =09 3. 


Esercizio 3.11 Risolvere le seguenti equazioni congruenziali: 


(a) 4x =17 -3; 
(b) 29x +3 212 0; 
(c) 3x - 8=130; 
(d) 7x =19 4; 


(e) 375 =117 25; 
($) 137 2153 178; 
(g) 182 S51 5. 


Esercizio 3.12 Si risolva il sistema di congruenze 
x=32, r=4ql e x=539. 
Esercizio 3.13 Si risolva il sistema di congruenze 
x=52, T =ç 2 e x=40. 
Esercizio 3.14 Sia p un primo dispari. 


(a) Dimostrare che l’equazione congruenziale z? =» 1 ha esattamente due soluzioni 
in Z/pZ. 

(b) Siano p, q due primi dispari distinti. Dimostrare che l'equazione x? =py 1 ha 
esattamente 4 soluzioni. 

(c) Risolvere la congruenza x? =35 1. 


Esercizio 3.15 Determinare le ultime due cifre di 72999 e le ultime tre cifre di 71983, 


Esercizio 3.16 Dimostrare che, per ogni n € N, si ha: 


(a) l’ultima cifra di 74°+! è 7; 
(b) le ultime due cifre di 5"+? sono 25; 
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(c) l’ultima cifra di 2445 è 8; 
(d) l’ultima cifra di 34+! è 3; 
(e) l’ultima cifra di 42*+3 è 4; 
(®© l’ultima cifra di 347+3 è 7; 
(g) l’ultima cifra di 717+? è 9; 
(h) l’ultima cifra di 927+! è 9; 
(i) l’ultima cifra di 6”+! è 6. 


Esercizio 3.17 Dimostrare che 67, 97, 193 e 257 sono numeri primi. Calcolare 


017(10), 067(2), 097(2), 0193(2), 0257(2). 


Esercizio 3.18 * Dimostrare la formula 


n=) g(d). 


din 


Esercizio 3.19 Definiamo il seguente polinomio: fs(x) = z? — x + b, con b e Ne 
b > 1. Allora fp(x) si dice un polinomio di Eulero se per ogni x € N, x < b si ha 
che fo (x) è un numero primo. Poiché fe(-2 +1) = fels), anche tutti i valori fs(2) 
con —b + 1 < x < 0, x intero, saranno primi. Dimostrare che 


(a) se fẹ(z) = z? — x + b è un polinomio di Eulero, allora b è primo; 
(b) per b = 2,3,5,11,17,41 f(x) è un polinomio di Eulero; 
(c) per b < 1000 questi sono gli unici polinomi di Eulero. 


Esercizio 3.20 Dimostrare che se 27*+1 è primo, allora m = 2” per qualche numero 
naturale n. 


Esercizio 3.21 Dimostrare che F+1 = (Fa — 1)? + 1. Di conseguenza F41 è 
primo se non ha divisori primi p con p < Fn — 1. 


Esercizio 3.22 Siano x, n, m numeri naturali maggiori di 0. Dimostrare che: 


(a) (e — 1) = (x — 1)(£°71 +r"? +... +2 +1); 
(b) se m divide n, allora (x”* — 1) divide (x” — 1); 
(c) se x" — 1 è primo, con m > 2, allora x = 2 e m è primo. 


Esercizio 3.23 Sian > 3 un numero naturale. Dimostrare che ci sono almeno logg n 
numeri primi nell’intervallo [2, n]. 


Esercizio 3.24 Siano p ed n numeri primi. Se p divide un numero di Mersenne My, 
allora p=n 1. 


Esercizio 3.25 Dimostrare che M13 = 218 — 1 è un numero primo. 


Esercizio 3.26 Siano a e b due numeri naturali coprimi. Dimostrare che se il prodot- 
to è un quadrato perfetto, cioè coincide con il quadrato di un altro numero naturale, 
lo sono anche entrambi i fattori a e b. 
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Esercizio 3.27 Fattorizzare in prodotto di numeri primi i numeri 5!, 6!, 7!, 81. 
Esercizio 3.28 Determinare con quanti zeri terminano i numeri 10! e 20!. 


Esercizio 3.29 (a) Sia a = G3@20; 0g un numero naturale con quattro cifre decimali. 
Allora a è divisibile per 1001 precisamente quando az = a; = 0 e az = ao. In 
tal caso a è divisibile anche per 7, 11 e 13. In particolare 2002 è divisibile per 7, 
11 e 13; e l’anno futuro più vicino con questa proprietà è 3003. 

(b) Sia a = &4a3@2G;G0 un numero naturale con cinque cifre decimali. Allora a è 
divisibile per 1001 precisamente quando az = 0, a4 = a1 € az = ao. In tal caso 
uttrsivie ate pat, ne td. 

(c) Siaa = ä&sđzâzázđiđo un numero naturale con sei cifre decimali. Allora a è divi- 
sibile per 1001 precisamente quando 5403 = 20,00. In tal caso a è divisibile 
anche per 7, 11 e 13. 


Esercizio 3.30 Sia n > 1 un intero. Provare che nessuno degli n — 1 numeri 
consecutivi n! + 2,n!+3,...,n!+ n è primo. 


Esercizio 3.31 Si dimostri che ci sono infiniti numeri primi del tipo 4k + 1 e infiniti 
numeri primi del tipo 8k + 1. 


Esercizio 3.32 Sia p > 2 un numero primo. Dimostrare che: 


(a) se p divide a? + 1 per qualche numero intero a, allora p è del tipo 4k + 1. 
(b) se p divide a* + 1 per qualche numero intero a, allora p è del tipo 8k + 1. 


Esercizio 3.33 Sia s > 1 un intero. Si dimostri che ci sono infiniti numeri primi del 
tipo 2°k + 1. 


Esercizio 3.34 Dimostrare che 6, 28 e 496 sono perfetti. 


Esercizio 3.35 Si dimostri che ogni numero naturale n > 0 si può scrivere in modo 
unico nella forma } z; & il con 0 < c; < i. 

Esercizio 3.36 Sia bọ = 1, b1, b2, ... bn, .-. una successione di numeri naturali con 
bn > l pern > 0e sia Mx = bo...bx per ogni k € N. Dimostrare che ogni 
numero naturale n > 0 si può scrivere in modo unico nella forma Se ci + Mi con 
0 S< biyi 


Esercizio 3.37 * Dimostrare che per ogni numero n € N+ i seguenti numeri numeri 
sono composti. 

(a) gl0n+1 + 19; 

(b) 24941 4.7; 

(c) 920+ +19; 

(29° +7. 


Esercizio 3.38 Dimostrare che ci sono infiniti numeri composti del tipo: 
(a) 10” + 3; 
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(b) (22% + 1)? + 2. 
Esercizio 3.39 Dimostrare che nessuna potenza 3* finisce con ...11. 


Esercizio 3.40 Risolvere le equazioni congruenziali: 


(a) 102x 21 14; 
(b) 152 =ar 122; 
(c) 4027 =57 45; 
(d) 37x Z16 14; 

(e) 82T =ð 174. 


Esercizio 3.41 Dimostrare che: 


(a) per k dispari, 7 divide 134+! — 1; 
(b) per k pari, 5 non divide 31+? — 1; 
(c) per k pari, 5 non divide 35+! + 1; 
(d) per k pari, 5 non divide 13*+! — 1; 
(e) per k pari, 5 non divide 134+! + 1. 


Esercizio 3.42 Trovare i seguenti massimi comuni divisori 
(244 — 1,228 1), (25°-1,2°°-1) e (29-1,299-1). 
Esercizio 3.43 * Siano x, n, m numeri naturali maggiori di 1. Dimostrare che 
(e — 1,5% — 1) = ale) 1. 
Esercizio 3.44 Dimostrare che 59 divide 229 + 1. 


Esercizio 3.45 Dimostrare che: 


(a) 13 divide 27° + 370; 
(b) 11-31-61 divide 2015 — 1. 


Esercizio 3.46 Sia a > 1 un numero naturale. Trovare il resto di a1° modulo 125. 


Esercizio 3.47 Sia p un primo dispari. Dimostrare che esiste un intero a tale che la 
TRE 


congruenza z“ =, a non è risolubile. 
Esercizio 3.48 Usando argomentazioni sulle congruenze, dimostrare che le seguenti 
equazioni diofantee non hanno soluzioni intere: 


(a) z? — Ty? = 14; 
(b) 23 + 1548 = 24; 
(c) £? — 33y? = 13. 


Esercizio 3.49 Dimostrare che se p è primo e p =3 2, per ogni intero a la congruen- 
za 
x -y =a 


ha p soluzioni distinte. 


L'aritmetica dei numeri interi 91 


Esercizio 3.50 Dimostrare che l'equazione 


non ha soluzioni intere. Dimostrare che per ogni primo p, la congruenza associata 
modulo p ha soluzione. Dimostrare che la congruenza associata modulo 4 non ha 
soluzione. 


Esercizio 3.51 * Dimostrare che il numero 
E: AA 


non è mai intero. 
Esercizio 3.52 Sia n un numero naturale dispari. Dimostrare che n divide 2™' — 1. 


Esercizio 3.53 Sia n un numero naturale. Dimostrare che n divide a™ — 1 se a è 
coprimo con n. 


Esercizio 3.54 Sia n > 0 un numero naturale. Dimostrare che il numero 


vanti 
3050“ € 2n+1 


non è mai intero. 


Esercizio 3.55 * Trovare le ultime due cifre di 


(a) 299; 

(b) a?, dove a è un numero pari; 

(0) (... (((7°)7)")"...)T (7 compare n volte); 
td 


(d) T (7 compare n volte). 
Esercizio 3.56 Sia p un numero primo. Dimostrare che: 


(a) p divide il coefficiente binomiale (Ẹ) per ogni 0 < k < p. 
(b) (£ +y)?” =p e? +y” per ogni x,y € Zes e N; 
(c) la massima potenza p™ con la quale p divide n! è data da 


E jeja] A 


Esercizio 3.57 Trovare con quanti zeri termina 2000!. 


Esercizio 3.58 Dimostrare che il numero ((3!)!)! ha più di mille cifre decimali e 
trovare con quanti zeri termina questo numero. 


Esercizio 3.59 * Se n € Nu, si provi che (n1)(-!)" divide (n!)!. 


Esercizio 3.60 Se n € N è maggiore di 2, dimostrare che 2" non divide nl. 
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Esercizio 3.6} Determinare i numeri n € N4 tali che n non divide (n — 1)!. 


Esercizio 3.62 Sia p > 2 un numero primo. Dimostrare che: 


(a) sex =p y per x,y € Z, allora 2? =p2 Y”; 
(b) se £? +y? =p 0 per x, y € Z, allora z? +y? =ņp2 0. 


Esercizio 3.63 Siano m, p,a € N, con m > 1 e p primo. Provare che 


p°m\ _ 
( p° ) Toi 
Esercizio 3.64 Siano p un primo e a € Z. Se a? =, 1, si provi che a? =: 1. 


Esercizio 3.65 Sia p un numero primo. Dimostrare che (Pz!) =p (—1)È per ogni 
0<k<p. 


Esercizio 3.66 Sia p un primo. Dimostrare che ogni fattore primo q di 2? — 1 verifica 
q > p. Dedurre che esistono infiniti numeri primi. 


Esercizio 3.67 Sia ọ la funzione di Eulero. Si determinino tutti gli interi positivi n 
per i quali p(n) < 4. 


Esercizio 3.68 Sia y la funzione di Eulero. Si dimostri che per ogni intero n > 2, 
(n) è un numero pari. 


Esercizio 3.69 Siano h, k interi positivi distinti. Dimostrare che i numeri 
241 e i 
sono coprimi. Dedurre l’esistenza di infiniti numeri primi. 
Esercizio 3.70 Si considerino le successioni an, bn di numeri naturali 
an = 2” — 2, bn = 2” (2" — 2). 


Dimostrare che per ogni n > 1, i numeri an e è, hanno gli stessi fattori primi. 
Dimostrare che anche i numeri an + 1, bn + 1 hanno gli stessi fattori primi. 


4 


Strutture algebriche 


Il primo paragrafo introduce i semigruppi, strutture algebriche con un’operazione 
binaria con la sola richiesta che sia associativa. Il secondo paragrafo è dedicato ai 
semigruppi con un elemento neutro, detti monoidi. Nel caso dei gruppi l'operazione 
è più ricca di proprietà: oltre all'elemento neutro si richiede anche l’esistenza di un 
inverso per ogni elemento. Il terzo e quarto paragrafo trattano di gruppi, anelli e 
campi. Nel quinto paragrafo si ricordano le principali definizioni e teoremi (senza 
dimostrazioni) riguardanti gli spazi vettoriali definiti sui campi, che si suppongono 
già noti dai corsi di geometria. 


4.1 Semigruppi 


Sia G un insieme. Un'operazione binaria su G è un’applicazione o : G x G —> G. 
Se a e b sono elementi di G, l’immagine tramite © della coppia (a, b) si dice prodotto 
di a e b e si indica con a 0 b. Per indicare le operazioni useremo di solito i simboli - 
e +. L'operazione - è associativa se vale a - (b- c) = (a-b)- c per ogni a, b e cin G. 


Definizione 4.1. Un semigruppo è una coppia (S,-) dove S è un insieme, detto 
supporto del semigruppo, - è um operazione binaria associativa su S. 


D’ora in poi, quando non sarà necessario specificare l'operazione, scriveremo S 
al posto di (5, -) e scriveremo semplicemente ab al posto di a-b. Grazie alla proprietà 
associativa dell’operazione -, possiamo pertanto denotare a(bc) con abc. Per n € N, 
n 2 2, possiamo definire per induzione il prodotto di n elementi 21,...,%n con 
T1.. -Ln = (T1 . . . En—1)Tn- 


Definizione 4.2. La cardinalità dell’insieme S si indica con |§] e si dice ordine di S. 
Un semigruppo si dice finito se il suo ordine è un numero naturale. 


Per due elementi a,b € G si dice che a e b commutano (o sono permutabili) se 
ab = ba. Un semigruppo A si dice abeliano o commutativo se per ogni a,b in A 
risulta ab = ba. 
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Esempio 4.3. Esempi di semigruppi sono 
(N, +), (N, J (Z, +), (Z, ) (Q, +), (Q, -), 
(R, +), (R, Ji (C, +), (C, DE (Zm, +), (Zm, -) per m E Z. 


Sia Q+ = {q € Q : q > 0} l'insieme dei numeri razionali strettamente positivi; 
allora le coppie (Q+, +) e (Q+, -) risultano semigruppi. 
Sia P = {2 € Z : z è pari}. Allora (P, +) e (P, -) sono semigruppi. 


Tutti i semigruppi nell’esempio 4.3 sono commutativi. Vediamo alcuni esempi di 
semigruppi non commutativi. 


Esempio 4.4. (a) Sia X = {x,y}; definiamo un prodotto - in X ponendo 
x.-L=%-y=30 e yy=YT=Y. 


Allora (X, -) è un semigruppo non commutativo, in quanto € :y £ y: £. 

(b) Sia X un insieme non vuoto con |X| > 2 e sia XX l’insieme di tutte le fun- 
zioni da X in X. Allora (XY, 0) è un semigruppo, dove o è la composizione di 
funzioni. Infatti la composizione di applicazioni è associativa per il lemma 1.20. 
Siano 

a,be X, a#b, 


definiamo due funzioni f,g € X* con f(x) = ae g(x) = b per ogni z € X. 
Allora fog # g o f e (X*Ž , o) è un semigruppo non commutativo. 

(c) Sia C = {f : R —> R tale che f è continua } e sia o la composizione di funzioni. 
Allora (C, 0) è un semigruppo non commutativo. Le due funzioni costanti fo e 
fi che mandano ogni elemento in 0 e 1 rispettivamente non commutano. 


La legge di cancellazione in un semigruppo. In un semigruppo (S, -) si dice che si 
può cancellare l'elemento x di S a sinistra in S se da xb = xc segue sempre b = c 
per ogni coppia di elementi b, c € S. Analogamente, se da bz = cx si conclude b = c 
per ogni coppia di elementi b, c € S, si dice che si può cancellare x a destra. Si dice 
che il semigruppo (S, -) soddisfa la legge di cancellazione se ogni elemento di S si 
può cancellare a destra e a sinistra. 


Esempio 4.5. 1 semigruppi (N, +), (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), (Zm, +), (N4, -) 
e (Q+, +) soddisfano la legge di cancellazione, ma i semigruppi (N, -), (Z, -), (Q, ), 
(R, +), (C, -), (Zm, +) no. 


Per un semigruppo (5, :) e un elemento z € § definiamo le potenze di x nel 
modo seguente. Poniamo z? = x e per n € N con n > 1 poniamo x” = x*-1r. 

Un elemento b di un semigruppo si dice idempotente se b = b?. In generale un 
semigruppo potrebbe non avere degli idempotenti, per esempio (N+, +), ma ogni 
semigruppo finito ha almeno un idempotente, si veda l’esercizio 4.7. 
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4.2 Monoidi 


Un semigruppo (M, +) si dice monoide se esiste un elemento neutro 1 di M, tale che 
l-a=a-l=aperognia € M. (1) 


L'elemento neutro 1 di un monoide M è unico. Infatti, se per qualche elemento e di 
M risulta e - a = a - e = a per ogni a in M,allorae=e-1=1. 

Questo suggerisce di considerare il monoide anche come una terna (M, -, 1} dove 
M è un insieme, - è un'operazione binaria su M e 1 è un elemento di M che verifica 
la proprietà (1). 

Per comodità, d'ora in poi, quando non sarà necessario specificare l'operazione 
e l'elemento neutro, scriveremo M al posto di (M, -) o (M,-,1). 

Se (S, -, 1) è un monoide e x € S poniamo anche z? = 1. 


In un monoide l’elemento neutro è ovviamente un idempotente. Il seguente lem- 
ma dimostra che per i semigruppi con la legge di cancellazione queste due proprietà 
coincidono. 


Lemma 4.6. Un elemento e di un semigruppo con la legge di cancellazione è 
idempotente se e solo se e è l'elemento neutro. 


DIMOSTRAZIONE. Sia ($,-) un semigruppo con la legge di cancellazione e sia e 


un idempotente di S. Allora per ogni a € S si ha ae = ae? in quanto e = e?. 


Cancellando e a destra ricaviamo a = ae. Analogamente si prova che ea = a. 
Quindi e è l'elemento neutro. O 


Esempio 4.7. Tra i semigruppi considerati negli esempi 4.3, risultano essere dei 

monoidi: 

(N, +,0), (N, S” 1) (Z, +, 0), (Z, ‘a 1), (Q, +, 0), (Q, "a 1), (R, +, 0), (R, "3 1), 
(C, +, 0), (C, G 1), (N4, "a 1), (Q4, y 1), (Zm, +,0), (Zm, i: 1). 

Tra quelli dell’esempio 4.4, risultano essere dei monoidi (X*,0,id) e (C, o0, id), 

dove id è la funzione identità cioè quella che manda ogni elemento di un insieme in 


se stesso. 
Infine se definiamo 


Z*=Z\ {0}, Q@*=Q\{0},, R*=R\{0},, C*=C\{0}, 
allora le terne 
(Z*,-.1), (Q*,-, 1), (R*,-,1), (C*,-,1) 


sono dei monoidi, 
Un altro esempio è dato dall’insieme dei numeri complessi di modulo 1: sia 


S={z€C:]|2|=1}, 


allora la terna (S, -, 1) è un monoide. 


96 Aritmetica e algebra 


Esempio 4.8. Sia (X, <) un reticolo. Possiamo considerare V e A come operazioni 
binarie su X. Entrambe le operazioni sono associative. Quindi (X, V) e (X, A) risul- 
tano semigruppi. Inoltre se il reticolo (X, <) è limitato, allora (X, v, 0) e (X, A^, 1) 
risultano monoidi. 


I semigruppi ottenuti in questo modo nell’esempio 4.8 sono commutativi e hanno 
tutti gli elementi idempotenti. Questo esempio assai generico permette di ottenere 
anche degli esempi più concreti come segue. 


Esempio 4.9. Sia X un insieme, allora l'insieme P(X) delle parti di X risulta un mo- 
noide rispetto all'unione, con elemento neutro 0) e risulta un monoide anche rispetto 
all’intersezione, con elemento neutro X. Infatti P(X) ordinato con l’inclusione è un 
reticolo limitato e quindi si applica l'esempio 4.8. 


4.3 Gruppi 


Definizione 4.10. Sia M un monoide. Un elemento a € M si dice invertibile se 
esiste un elemento x € M tale che ar = ra = 1. 


L'inverso x dell’elemento a è univocamente determinato da a. Infatti, se vale 
ar =x'a=1 
per qualche elemento z’ € G, si ha, usando la proprietà associativa, 
z = lz = (z'a)x = z'(ax) = z'l = f. 


L'unicità dell’elemento inverso x di a, determinato dalla proprietà ax = za = 1, ci 
consente di indicarlo con a. 
Possiamo finalmente dare la definizione più importante di questo capitolo. 


Definizione 4.11. Un monoide (M, -, 1) si dice un gruppo se ogni elemento di M è 
invertibile. 


Denoteremo un gruppo con (G, -, 1) oppure con (G, -) o più semplicemente con 
G quando non sarà necessario evidenziare l'operazione del gruppo. 

Un gruppo (G, +} si dice abeliano, se risulta abeliano come semigruppo, cioè se 
il prodotto - soddisfa la legge commutativa. 


Teorema 4.12. Ogni gruppo soddisfa la legge di cancellazione. 
DIMOSTRAZIONE. Se ab = ac in un gruppo G, allora vale 
b = 1b = (a`ta)b = a~! (ab) = a~! (ac) = (a™ta)e = 1c = c. 


Quindi si può cancellare a a sinistra. Analogamente si conclude che si può cancellare 
a a destra. O 


Più in generale da ab = cd si può dedurre, ragionando allo stesso modo, che 
b =a tede a = cdb™!. 
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Teorema 4.13, Un monoide finito (M,-,1) è un gruppo se e solo se soddisfa la legge 
di cancellazione. 


DIMOSTRAZIONE. Se (MM, -, 1) è un gruppo, allora il teorema 4.12 garantisce che 
(M, -, 1) soddisfa la legge di cancellazione. 

Supponiamo che (.M,-,1) soddisfi la legge di cancellazione. Per vedere che 
(M, -, 1) risulta un gruppo basta far vedere che ogni elemento a € M è invertibi- 
le. L'applicazione f : M — M definita da f(x) = ax per ogni x € M risulta 
iniettiva. Infatti, se f(x) = f(y), allora ax = ay e per la legge di cancellazione pos- 
siamo concludere che x = y. Essendo M finito, l'applicazione f è anche suriettiva. 
Quindi esiste x € M tale che ax = 1. Allo stesso modo si vede che esiste y € M 
con ay = 1. Ora z = x1= x(ay) = (ca)y= ly = y, da cui x = a7! è l’inverso di 
a Q 


Notazione additiva. In molti casi quando il gruppo G è abeliano, si usa anche la 
notazione additiva, come nell'esempio 4.3: l'operazione viene denotata con +. Ecco, 
per esempio, in notazione additiva: 


(a) la legge associativa: a + (b + c) = (a+ b) + c per ogni a, b e cin G; 

(b) la legge di cancellazione: a + b = a + c implica b = c e b + a = c + a implica 
b = c per ogni a,b e cin G; 

(c) le potenze di x € G si chiamano multipli di x e si scrivono nz, ponendo 


na=(n-1)r+% 
e pertanto la formula dell’esercizio 4.1 diventa 
(n+ m)r = ngs + mz; 


(d) lelemento neutro viene denotato con 0; 
(e) l'elemento inverso di x viene denotato con —x e chiamato opposto di x. 


Quindi l'elemento neutro 0 di (G, +) soddisfa 0 + a = a + 0 = a per ogni a in G. 
Allora l’opposto —a di a è definito dalla proprietà (-a) + a = a + (—a) = 0. Per 
semplicità ometteremo le parentesi e scriveremo nel seguito —a + b e a — b al posto 
di (-a) +bea+(-b). 


Esempio 4.14. Tra i monoidi dell'esempio 4.7 sono gruppi (Z,+,0), (Q, +,0), 
(R, +0), (C, +,0), (Q*, $ 1), (Q+, N) 1), (R*, "a 1), (R+, K 1), (C*, "n 1), (S, i 1), 
(Zm +, Olm). 

Inoltre, se p è un numero primo e Z5 è l'insieme delle classi [k], # [0]p, allora il 
monoide (Z5, -, [1]p) è un gruppo. 


Tutti i gruppi dell’esempio 4.14 sono abeliani. È facile vedere che i monoidi 
(N, +,0) e (N,-,1) non sono gruppi. Esempi di famiglie di gruppi non abeliani 
saranno forniti nell'esercizio 4.4, nel lemma 5.7 e nel paragrafo 5.6. 
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4.4 Anelli e campi 


In questo paragrafo introduciamo il concetto di strutture algebriche con due opera- 
zioni che utilizzeremo nel paragrafo 5.6 dei gruppi lineari e nei successivi capitoli. 


Definizione 4.15. Un anello è una terna (A, +, -) dove A è un insieme, + e - sono 
operazioni binarie su A che verificano le seguenti proprietà: 


1. la coppia (A, +) è un gruppo abeliano con elemento neutro che denoteremo con 

2. l'operazione - è associativa, cioè a - (b - c) = (a » b) - c per ogni a,b e c in A; 

3. vale la legge distributiva, cioè a- (b+c) =a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c 
per ogni a,becin A. 


Definizione 4.16. Un anello (A, +, +) si dice 


1. unitario, se il semigruppo (A, +) è un monoide; 

2. commutativo, se il semigruppo (A, -) è commutativo; 

3. un dominio di integrità o brevemente dominio, se è unitario e commutativo e nel 
semigruppo (A \ {0}, -) vale Ia legge di cancellazione; 

4. un corpo o anello con divisione se (A \ {0}, -) è un gruppo; 

5. un campo se è un corpo commutativo. 


Denoteremo un anello (A, +, +) anche semplicemente con A. 
Esempio 4.17. Esempi di anelli sono (Z, +, -) € (Zm, +; +), mentre 


(Q,+,), (R, +, >), G Eeh (Fp, +, 3) 
sono esempi di campi. 


Lo studio degli anelli e dei campi è oggetto dei capitoli 9, 10, 11 e 12. 


Ricordiamo che una matrice è una tabella rettangolare costituita da elementi di 
uno stesso anello R, disposti secondo un certo numero di righe e un certo numero di 
colonne. In generale una matrice di m righe e n colonne si dice una matrice m x n, 
viene indicata con A = (a;;) e ha la seguente configurazione: 


Q11 @12 -.. Gin 
Q21 022 ©. Qn 
(aij) = 
Ami Am2 «.. Omn 
con i = 1,2... m e j = 1,2, ...,n e aij E€ R. 
Denoteremo con Mmxn( R) l'insieme di tutte le matrici m x n ad elementi in 
R. Una matrice si dice quadrata se m = n, cioè se ha lo stesso numero di righe e di 


colonne. Denoteremo con Mn (R) l insieme delle matrici quadrate n x n ad elementi 
in R. 
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Esempio 4.18. Sia Run anello unitario e Mn (R) l'insieme delle matrici quadrate n x 
n a elementi in R. Chiameremo matrice nulla la matrice 0, avente tutti gli elementi 
uguali a 0, cioè 0, = (a;;), in cui a;; = 0 per ogni î,j = 1,...,n. Chiameremo 
matrice identica la matrice I, = (a;;), in cui a; = 0 se i # je a; = 1, per ogni 
ip= li cgr 

Date due matrici A = (a;;) e B = (bij) in M(), si definisce la somma + 
ponendo A + B = C = (c;;) dove cij = aij + big- Si ha A+ 0, = A per ogni 
A € Mr(R). i 

Date due matrici A = (a;;) e B = (b;;) in M,(R), si definisce un prodotto - 
“righe per colonne” nel modo seguente: 


n 
A-B=C=(c;;) dove cij = Vo aub. 
t=1 


A volte è comodo presentare l’operazione in una struttura algebrica tramite 
una tabella. Come esempio diamo la tabella delle due operazioni + e - nel campo 
(Zs, +, ) 

Tabella della + in Zs Tabella della - in Z5 


Supponiamo ora di avere due semigruppi G ed H. Come si possono costruire 
nuovi semigruppi a partire da G ed H? Si è visto che dati due insiemi possiamo co- 
struire il prodotto cartesiano dei due insiemi. Quando questi due insiemi sono dotati 
anche di una operazione è possibile dotare l’insieme prodotto della stessa operazio- 
ne, definendo l’operazione sul prodotto “componente per componente”. Diamo la 
definizione precisa di quanto detto. 


Teorema 4.19. Siano (G, +) e (H, ‘) due semigruppi. Nel prodotto cartesiano G x H 
si introduce la seguente operazione: 


perg, gı € G, h, hı € H, poniamo (g,h) - (g1, h1) = (gg1, hha). 


Allora (G x H, -) risulta un semigruppo, detto prodotto diretto di G e A. 


(a) Se (G,-,1c) e (H,-, 1g) sono monoidi, allora (G x H,-, (La, 1a )}) risulta un 
monoide. 

(b) Se (G,-,1c) e (B,-,14) sono gruppi, allora anche (G x H, -) risulta un gruppo. 

(c) Se (G, +, :)} e (H, +, -) sono anelli, allora la terna (G x H,+,-) risulta un anel- 
lo, dove (G x H,+) e (G x H,-) sono i prodotti diretti di (G,+) e (H, +), 
rispettivamente di (G, -) e (H, °). 
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DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo che l’operazione - è associativa. Siano g, 91,92 € G 
e h, hı, hz € H. Allora 


((g; h)(g1, h1))(g2, h2) = (991, hhi )(92, h2) = ((991)92, (hhi )h2) = 


= (g(9192), h(hih2)) = (9, h)(g192, hiha) = (9, h)( (g1; h1 X92, h2)). 


(a) Verifichiamo che (1g, 1x) è l'elemento neutro. Per ogni coppia (g, h) di 
G x H risulta 


(le, 14)(g,h) = (169, Luh) = 
(9, h) = (gle, hla) = (9, h)(1c, 17). 
(b) Per ogni coppia (g, h) € G x H la coppia (971, 4-1) risulta l'inverso di (g, h): 


(g7, h!) (g, h) = (971g, hh) = (16,18) = (997 Ah!) = (g, h)(g7}, h?) 


(c) Infine, se (G, +, -) e (H, +, :) sono anelli, si verifica facilmente che vale la 
legge distributiva della somma rispetto al prodotto. Quindi G x H risulta un anello. 
DO 


4.5 Spazi vettoriali 


In questo paragrafo ricordiamo la definizione di spazio vettoriale e alcune sue impor- 
tanti proprietà, senza alcuna dimostrazione, in quanto sono oggetto di studio di altri 
corsi. Diamo invece la definizione più generale di modulo su un anello commutati- 
vo con unità. Avremo prima bisogno di analizzare il concetto di operazione in una 
struttura algebrica. 

Le strutture algebriche finora considerate avevano una o più operazioni binarie, 
definite come applicazioni A x A — A, dove A è l’insieme supporto della struttu- 
ra algebrica. Tali operazioni si intendono come operazioni interne. Dato uno spazio 
vettoriale V sopra un campo K, il prodotto per uno scalare A fissato è un esempio 
di operazione interna unaria, cioè ad un argomento, che ad ogni v € V mette in cor- 
rispondenza il vettore Av € V. Tuttavia avere tante operazioni interne, una per ogni 
scalare A € K, può creare confusione. Per questo si preferisce vedere la moltiplica- 
zione per uno scalare A come funzione di due argomenti, cioè come un’applicazione 
*«:KxV — V. Questo suggerisce di definire il concetto di operazione esterna di 
un insieme V, solitamente dotato già di qualche struttura algebrica, come un’appli- 
cazione * : A x V — V, dove anche l’insieme A è solitamente dotato già di qualche 
struttura algebrica. 


Definizione 4.20. Sia (A, +,-) un anello commutativo con unità e sia (V,+) un 
gruppo abeliano. Sia * : A x V — V un’operazione esterna di V che goda delle 
seguenti proprietà, per ogni v1,02,v € Vea, b € A: 


1. ax (v +u2)=a*v +a * v; 
2. (a+b)xvu=a*v+b*v; 
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3. ax(b*xv)=(a-b)*v; 
4. lav=v 


Allora V si dice A-modulo.Nel caso in cui A sia un campo, V si dice spazio vettoriale 
su À. 


Gli elementi di uno spazio vettoriale V su un campo K vengono anche chiamati 
vettori, gli elementi del campo K vengono chiamati scalari e la moltiplicazione » si 
dice moltiplicazione per scalare. Ove non ci siano pericoli di confusione ometteremo 
i segni di moltiplicazione - e x. Ricordiamo le definizioni di combinazione lineare, 
vettori linearmente indipendenti e base di uno spazio vettoriale. 


Definizione 4.21. - Si dice combinazione lineare dei vettori v1,...,vn (n € N4) 
ogni vettore del tipo a10, + 0202 +... + GnUn, CON G1,@2,-..3An E K. 
- Un insieme finito di vettori v1,...,vn si dice linearmente indipendente se per 


Q1-..,Gn EK 


Q1v1 + 0202 + ...+aGn0n=0 = @=0, perogni î=1,...,n. 
I vettori v1,..., n si dicono linearmente dipendenti se l'insieme v1, .. . , Un non 
è linearmente indipendente. 
- Uninsieme finito di vettori v1, ...,v, si dice insieme di generatori dello spazio 
vettoriale V se ogni vettore di V è combinazione lineare di v1,...,Un. 


- Un insieme di vettori Y = {v; : i € I} si dice linearmente indipendente se ogni 
sottoinsieme finito di V è linearmente indipendente. 

-  Uninsieme di vettori Y = {v; : i € I} si dice insieme di generatori dello spazio 
vettoriale V se ogni vettore di V è combinazione lineare di un numero finito di 
vettori di V. 

- Uno spazio vettoriale si dice finitamente generato se ha un insieme di generatori 
finito. 

- Una base è un insieme di vettori linearmente indipendente e generatori. 

- In uno spazio vettoriale finitamente generato le basi hanno tutte lo stesso nume- 
ro di vettori: questo numero si chiama dimensione dello spazio e si denota con 
dim(V). 


Esempio 4.22. Sia n € Ne K un campo. 

(a) Per ogni n € N4} K” risulta uno spazio vettoriale su K considerando su 
K” la struttura di gruppo abeliano che risulta da (K, +)" e la moltiplicazione di un 
vettore v = (71, 22, ..., En) € K” per uno scalare a € K definita da 


ax = (ar1,0%2,...,0%n). 
Ora i vettori 
e1 = (1,0,...,0,0), e2=(0,1,0,...,0,0), ..., en=(0,0,...,0,1) 


formano una base di K”. Pertanto K” ha dimensione n. 

(b) Se lo spazio V non ha una base finita, V non è finitamente generato. Si 
può dimostrare anche in questo caso che esistono basi di V e hanno tutte la stessa 
cardinalità che sarà chiamata dimensione di V..si. veda ]’esercizio 4.19.. 
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Esempio 4.23. Sia K un campo e Mn(K) l'insieme delle matrici a coefficienti in K. 
Allora M„ (K) è uno spazio vettoriale su K con la somma definita nell’ esempio 4.18 
e la moltiplicazione per uno scalare definita da 


*:K x Mn(K) > Mn(K) con kx A = (ka;;) 


per ogni k € K e A = (aij) € Mn(K). Per ogni coppia (i, j) con ij = 1,...,n 
definiamo la matrice E;; = (aim) con aim = 1 se (l,m) = (i,j) € Gim = 0 se 
(lm) Æ (i,j), per ogni l,m = 1,...,n. Si verifica facilmente che una base di 
Mn(K) su K è data dalle matrici E;; con i,j = 1,...n; pertanto la dimensione 
dello spazio vettoriale M,(K)suKèn?. 


Come vedremo per le altre strutture algebriche possiamo definire anche in questo 
caso sottospazi, spazi quozienti e omomorfismi, con l’ovvio significato dei termini. 
Riportiamo per completezza tali definizioni. 


Definizione 4.24. - Un sottoinsieme non vuoto W di uno spazio vettoriale V è un 
suo sottospazio se per ogni v,w € W e per ogni a € K sihav+w€E We 
ave W. 

- Il più piccolo sottospazio che contiene un insieme X si dice sottospazio generato 
da X. Il rango di una famiglia di vettori di V è la dimensione del sottospazio 
vettoriale da essi generato. 

- SeU eW sono sottospazi di V, si denota con U + W il sottospazio generato da 
UeW. 


L’intersezione di sottospazi vettoriali è ancora un sottospazio vettoriale, mentre 
l’unione non lo è. Vale il seguente teorema. 


Teorema 4.25. (Teorema di Grassman) Se U e W sono sottospazi di uno spazio 
vettoriale V di dimensione finita, allora 


dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W). 


Riportiamo anche le definizioni e i teoremi riguardanti gli omomorfismi di spa- 
zi vettoriali, cioè le applicazioni che rispettano la struttura, che, come è noto, si 
chiamano applicazioni lineari. 


Definizione 4.26. Un’applicazione f : V — W tra due spazi vettoriali V e W sul 
campo K si dice lineare se f(v + w) = f(v) + f(w) e f(av) = af(v) per ogni 
vweVeae K. 


Se f : V — W è un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V e W, Pan- 
timmagine dell’elemento nullo Ow tramite f si dice nucleo di f, si denota con ker f 
ed è un sottospazio vettoriale di V. 


Teorema 4.27. Se f : V — W è un'applicazione lineare di spazi vettoriali, allora 
dim V = dim(ker f) + dim(Imf), ove Imf = f(V) è l’immagine di V tramite f, 
ed è un sottospazio vettoriale di W. 
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Lemma 4.28. Sia A un anello unitario e sia K un sottocampo di A. Allora A è uno 
spazio vettoriale su K. 


DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che (A, +) è un gruppo commutativo e definiamo 
l’operazione prodotto scalare * : K x A > A, k xa = k- a. L'operazione è ben 
definita, in quanto K è un sottocampo di A e pertanto il prodotto k-a è un elemento di 
A e gode di tutte le proprietà necessarie per essere spazio vettoriale, che provengono 
dalle analoghe proprietà del prodotto in A. O 


Infine un’ultima proprietà degli spazi vettoriali. 


Teorema 4.29. Se v1, ...,vn è una base di uno spazio vettoriale V e wi, ..., Wn sono 
vettori di un altro spazio vettoriale W, allora esiste una ed una sola applicazione 
lineare f : V — W tale che f(v;) = wi; perognii=1,...,n. 


Questo teorema permette di verificare che la dimensione di uno spazio vettoriale 
di dimensione finita lo caratterizza a meno di applicazioni lineari biettive. 

Sia K un campo. Ricordiamo che il determinante det(A) di una matrice A = 
(aij) € Mn(K), viene introdotto come un'applicazione det : Mp(K) + K. Per 
n = 1 si ha det(A) = a11, mentre nel caso n = 2 si pone 


det(A) = 011022 — 012042]. 


Per n > 2 si definisce la matrice A;; € M,_-1(K) rimuovendo la i-esima riga e 
la j-esima colonna di A. L'elemento Ci; = (-1)*t! det(A;;) di K è detto (ij)- 
esimo co-fattore di A. Si può ora definire det : M,(K) — K a partire da det : 
Mn-1(K) > K usando la formula 


det(A) = a11C11 + 021021 +... + @n1Cn1, 


dovuta a Laplace. Questa formula permette di sviluppare det(A) lungo la prima 
colonna. Vale una formula simile anche per la j-esima colonna 


det(A) = 01;5C1; + 02;3C2; tro AnjCnj- 
Inoltre è possibile sviluppare det(A) anche lungo una riga, per esempio la i-esima: 
det(A) = ala +a;Cia+...+ QinCin- 


La funzione det : M,(K) — K ha le seguenti proprietà importanti che permettono 
di calcolarla con opportune trasformazioni elementari sulle righe (o le colonne) della 
matrice A dei seguenti tre tipi: 


(a) se scambiamo due righe o due colonne di A, il determinante della matrice che 
risulta sarà — det(A); 

(b) se moltiplichiamo tutti gli elementi di una riga (o colonna) di A per un elemento 
c € K, allora il determinante della matrice che risulta sarà c det(A); 
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(c) se il multiplo di una riga (o colonna) di A mediante la moltiplicazione per un 
elemento c € K viene aggiunto ad un’altra riga (o colonna), il determinante 
della matrice che risulta resta det(A). 


Da (a) segue che per una matrice A avente due righe (o colonne) uguali si ha 
det(A) = 0. Da (b) si ricava facilmente che per una matrice A avente una riga (o 
colonna) che consiste solo di zeri si ha det(A) = 0. Di conseguenza per calcolare il 
determinante di una matrice, si scelgono opportune trasformazioni elementari sulle 
righe o sulle colonne in modo da ottenere molti elementi uguali a zero. 


Nell'esercizio 4.4, si dimostra che se K è un campo, allora (M,(K),-) è un 
moncide. L'insieme degli elementi invertibili di (M,(),-) è un gruppo, come si 
dimostra in generale nell’esercizio 4.17. 


Definizione 4.30. Il gruppo delle matrici quadrate n x n invertibili a coefficienti in 
un campo K si chiama gruppo generale lineare su un campo di dimensione n e si 
denota con GL,(K}). 


Dalla geometria è noto che GL, (XK) è in corrispondenza biunivoca con il gruppo 
delle trasformazioni lineari biettive dello spazio vettoriale K”. Inoltre è noto che una 
matrice A di Mn(K) è invertibile se e solo se det(A) è invertibile o equivalentemente 
se det(A) # 0. Un ultimo teorema di geometria che utilizzeremo è il seguente. 


Teorema 4.31. (Teorema di Binet) Siano A, B € Mn(K). Allora 
det(AB) = det(A) det(B). 
Un’immediata conseguenza del teorema di Binet è il seguente corollario: 


Corollario 4.32. Siano A, B € GLn(K). Allora 


(a) det(A71) = det(A)7!; 
(b) det(A-tBA) = det(B). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Per il teorema di Binet, si ha 
1 = det(I,) = det(AA7!) = det(A) det(A7), 


da cui l’asserto. 
(b) Per il teorema di Binet, si ha 


det(A7! BA) = det(A7!) det(B) det(A} = 


= det(A)7! det(A) det(B) = det(B), 
per il punto (a). o 
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4.6 Esercizi sulle strutture algebriche 


Esercizio 4.1 Dimostrare che per un elemento x di un semigruppo Svale xt" = 
+2" per tutti i numeri naturali n, m. 


Esercizio 4.2 Se e è un elemento idempotente in un semigruppo S, si dimostri che 
e’ = e per ogni intero positivo n. 


Esercizio 4.3 Si dimostri che: 


(a) se S è l'insieme dei numeri complessi z con |z| > 1, allora (5, +) è un semigruppo 
ma non un monoide; 

(b) se § è l’insieme dei numeri complessi z con |z| > 1, allora (S, -, 1) è un monoide 
con legge di cancellazione. 


Esercizio 4.4 Sia K un campo e n € N4. Si dimostri che: 


(4) (Mn(K), +, 0n) è un monoide abeliano. 
(b) (Mn(K), -) è un monoide con elemento identico la matrice Iņ. Se n > 1, allora 
Mn(K) non è abeliano. 


Esercizio 4.5 Sia (M,-,1) un monoide e sia S un sottoinsieme di M tale che (S, -) 
risulta un semigruppo e 1 ¢ S. Si può affermare che 5 non è un monoide? 


Esercizio 4.6 Quali dei monoidi dell’esempio 4.9 soddisfano la legge di cancella- 
zione? 


Ksercizio 4.7 * Dimostrare che ogni semigruppo finito contiene idempotenti. 


Esercizio 4.8 * Dimostrare che ogni semigruppo finito S con la legge di cancella- 
zlone risulta un gruppo. 


Kaercizio 4.9 * Dimostrare che sull’insieme finito S = {a, b} ci sono precisamen- 
te 8 strutture di semigruppo, di cui 6 abeliane e 2 non abeliane. Di queste solo 2 
risultano gruppi. 


Ksercizio 4.10 Sia (5, -) un monoide. Per a,b € S poniamo alb se esiste c € S tale 
ohe b = ac. Dimostrare che: 


(n) la relazione binaria | è di preordine; 

(b) se (S, -,1) è un monoide con la legge di cancellazione e gli elementi diversi da 1 
non sono invertibili, allora | è un ordine e l’insieme ordinato (9, |) ha un elemento 
minimo. 


Eaercizio 4.11 Sia G il prodotto cartesiano Q x Z*. Definiamo un’operazione su G 
nel modo seguente: (g, m) - (g’,m/) = (q + mag’, mm’). Si provi che (G, -) è un 
Monoide e si calcolino gli elementi invertibili. Si dica se G è un gruppo e se G è 


abeliano. 


r 
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Esercizio 4.12 Si dica quali dei seguenti monoidi sono dei gruppi: 


({0}, +), ({0,1},), ({1,-1},), (Q+, ), 
dove - è l’usuale moltiplicazione di Q. 


Esercizio 4.13 Si calcolino gli elementi invertibili dei seguenti monoidi e si dica se 
sono dei gruppi: (P(X), U), (P(X),N). 


Esercizio 4.14 Sia G il prodotto cartesiano Q* x Q. Definiamo un’operazione su 
G nel modo seguente: (a,b) - (a’, 6°) = (aa’, ab’ + b/a’). Si provi che (G, +) è un 
gruppo e si dica se G è abeliano. 


Esercizio 4.15 Sia G = {funzioni f : R — R}. Si definisca la funzione somma 
f + g ponendo (f + g)(x) = f(x) + g(x). Si dimostri che (G, +) è un gruppo 
abeliano. 


Esercizio 4.16 Sia 
G = {f : R — R, funzioni tali che f(x) = ax +b; a,b ER, a #0}. 


Si dimostri che G è un sottoinsieme di Sg, l'insieme di tutte le applicazioni biettive 
di R in sé. Si provi che G è un gruppo rispetto alla composizione di funzioni e si dica 
se G è abeliano. 


Esercizio 4.17 Sia (M, -) un monoide. Sia U(M) = {u € M : uè invertibile}. Si 
dimostri che (U ({M), -) è un gruppo. 


Esercizio 4.18 Sia (G, -) un gruppo e sia * : G x G — G l'operazione così definita: 
per ogni a,b € G sia a *b := b - a. Si dimostri che (G, «) è un gruppo in cui 
l’identità per * coincide con l’identità per - e anche l'inverso di un elemento a rispetto 
all’operazione + coincide con l’inverso di a rispetto all’operazione -. Si osservi che - 
coincide con se il gruppo G è abeliano. 


Esercizio 4.19 * Sia K un campo e sia V una spazio vettoriale su K. Dimostrare 
che esistono basi di V e tutte hanno la stessa cardinalità. 


Esercizio 4.20 * Dare esempi di spazi vettoriali che non sono di dimensione finita. 
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Gruppi e sottogruppi 


Questo capitolo pone la basi per lo studio dei gruppi. Il primo paragrafo contiene al- 
cune proprietà immediate del calcolo con le potenze in un gruppo, mentre il secondo 
è dedicato all'esempio di gruppi par excellence, cioè i gruppi di permutazioni. Infatti 
ogni gruppo può essere visto come un gruppo di permutazioni. 

Nel terzo paragrafo si espone il concetto fondamentale di sottogruppo: sottoinsie- 
me del gruppo che risulta gruppo esso stesso se considerato con l’ operazione eredita- 
ta dal gruppo. L'idea di introdurre i sottogruppi è di semplificare lo studio del gruppo 
perché i sottogruppi hanno spesso una struttura più semplice. Nel quarto paragrafo 
vengono introdotte due relazioni di equivalenza su G, le cui classi di equivalenza 
sono chiamate classi laterali. Il numero [G : H] di queste classi laterali si calcola 
tramite la celebre formula |G| = |H]- [G : H], nota come teorema di Lagrange. 

Il quinto paragrafo è dedicato ai sottogruppi normali NN che hanno l’ulteriore pro- 
prietà che le due relazioni di equivalenza associate a N coincidono. Di conseguenza 
questa unica relazione è compatibile con l'operazione del gruppo. Questo permette 
l’introduzione, nel capitolo successivo, del gruppo quoziente avente come sostegno 
l’insieme quoziente G/N. I sottogruppi normali rappresentano l’analogo dei sotto- 
spazi degli spazi vettoriali. Inoltre, nel caso dei gruppi finiti, permettono di studiare 
la struttura di un gruppo tramite due gruppi di ordine più piccolo, N e G/N. Nel 
sesto paragrafo presentiamo i gruppi lineari, cioè i sottogruppi del gruppo delle tra- 
sformazioni lineari invertibili di uno spazio vettoriale. Introduciamo inoltre il gruppo 
dei quaternioni. 


5,1 Proprietà elementari dei gruppi e primi esempi 
Cominciamo con la regola di calcolo dell’inverso di un prodotto. 


Lemma 5.1. Sia G un gruppo e siano a,b € G. Allora: 


(a) l'inverso del prodotto ab è l'elemento bta}; 
(b) a e b commutano se e solo se vale a-!b-!ab = 1; 
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(c) a e b commutano se e solo se (ab)! = a7!b71. 


DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è un facile esercizio. D 


Per un gruppo (G, -) e un elemento z € G abbiamo già definito le potenze x" per 
n € N. Ora per n € Z con n < 0 poniamo x” = (x7!)7", La formula z” = x°71g 
resta vera anche per gli interi n < 0: 


r= (je = (£7!) aig = (a) = ala. 


Osserviamo inoltre che (x71)7! = x e che la formula z” = (g—1)7" vale anche 
per n > 0. Possiamo ora provare le proprietà delle potenze. 


Lemma 5.2. Sia (G, -) un gruppo e x € G. Allora per ogni coppia m,n € Z vale: 
(a) grrr = grtn, 

(b) (e): = p7’ egg" = aan. 

(c) (a) = mr. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Nel caso n > 0 proviamo per induzione su n che 


vale per ogni m € Z. Per n = 0 questo è ovvio. Supponiamo per ipotesi induttiva 
che x°x"71 = g™+”—1 per ogni m € Z. Allora 


ami = ahr = r 
Nel caso n < 0, si ha 
Lg” = (al!) (g7!) = (a71) m+n) = (71) (tn) = grtn, 
(b) Segue immediatamente da (a). 
(c) Nel caso n > 0 proviamo per induzione su n che (x'*)" = e" vale per ogni 


m € Z. Per n = 0 questo è ovvio. Per ipotesi induttiva si ha (z™)”-1 = gM(-1) 
per ogni m € Z. Allora 


(17) = (a) = (MAD pnt _ gon, 
Nel caso n < 0, si ha 
(am) = (E) = (27) = gn) a gmn, o 
Osserviamo che se z ed y sono permutabili, allora anche x~} ed y lo sono. Inoltre 
vale il seguente lemma. 
Lemma 5.3, Sia (G, -) un gruppo e x,y € G due elementi permutabili. Allora: 


(a) £” e y sono permutabili per ogni n € Z; 
(b) (xy)" = x"y" per ogni n € Z, in particolare (xy)! = 0-1y7!; 
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(c) £” e y" sono permutabili per ogni n,m € Z. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Si dimostra prima per induzione che x” e y sono permutabili 
per ogni n > 0 e con il lemma 5.2 (b) questo si estende per ogni n € Z. 

(b) Per ogni n € N si può dimostrare per induzione che vale (xy)" = xy". Per 
n < 0 si applichi il lemma 5.2 (b). 

(c) Per il punto (a), applicato ad x ed y, si ha che z” e y sono permutabili. 
Applicando nuovamente il punto (a) ad y e z = x” si deduce che per ogni m € Z, 
x" e y” sono permutabili. O 


Riformuliamo gli enunciati di questi due lemmi in notazione additiva. Innanzi- 
tutto per un gruppo abeliano (G, +) e x € G introduciamo i multipli ng di x per 
ogni n € Z come segue. Per n > 0 induttivamente, ponendo 


Or =0 e ne=(n-1)r+x per n >Q. 


Per n < 0 si pone 
na=(-n)(-2). 


Allora per ogni coppia m, n € Z risulta 


(a) me+tnr=(m+n)sz; 
(b) —(na) = (—n)z; 

(c) n(mz) = nmz; 

(d) n(x + y) = nz + ny. 


Definizione 5.4. Dato un gruppo G e un suo elemento x, consideriamo il seguente 
sottoinsieme dei numeri naturali S(x) = {n € NL : z” = 1}. Se S(x) non è vuoto, 
per il principio del buon ordinamento di N, S ammette un minimo elemento non 
nullo, che denoteremo con o(z) e chiameremo ordine (o periodo) di x. Se S(x) è 
vuoto, definiamo 0(7) = 00. Se o(x) = m allora si dice che x è periodico di periodo 
m, mentre se 0{x) = œ si dice che x è aperiodico. 


Osserviamo che l’unico elemento di periodo 1 è l’elemento neutro. Vogliamo ora 
provare alcune proprietà degli elementi periodici. 


Lemma 5.5. Sia G un gruppo e x € G tale che 0(x) = m è finito. Allora: 


(a) zë = 1 per qualche k € Z se e solo se m divide k; 
(b) x" = z" per n,k € Z se e solo se n =m k; 

(c) (2) = eg: 

(d) o(£7}) = m. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Se m divide k, allora k = gm, da cui x = (z™)}1 = 1. 
Viceversa sia z% = 1 per qualche k € Z. Dividiamo k per m con resto e troviamo 
qEZeQ0< r< m tali che k = qm +r. Ora 1 = gë = gt? = Mx" = g". Se 
fosse r > 0, si avrebbe r € §(x) contraddicendo la minimalità di m. Pertanto r = 0 
e m divide k. 
(b) Da (a) segue 
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n=mk > n-k=n0 > r=". 

(c) Se d = (m, k), allora m = dm; ek = dk, con (ki, mı) = 1. Sia s = olz"). 
Allora (xt)° = gf = 1 e da (a) si deduce che m divide ks. Di conseguenza dm 
divide dkıs e cancellando d concludiamo che m; divide kıs. Ora (kı, mı) = 1 
implica che m; divide s. Poiché (gf)™ = 94141 = (x) = 1, da (a) segue che 
8 divide mı e quindi s = mı = i: 

(d) Segue da (c). D 


Per calcolare l'inverso di una potenza b = af di un elemento a di ordine m basta 
risolvere la congruenza kx =m 1. Allora la potenza a” coincide con b_!. 

In caso di notazione additiva avremo kx = 0 per un multiplo di x se e solo se 
o(x) divide k. 


5.2 Gruppi di permutazioni 


In questo paragrafo vogliamo studiare i gruppi di permutazioni, detti anche gruppi 
simmetrici, cioè insiemi di applicazioni biettive su un insieme, che sono gruppi con 
l’operazione di composizione di applicazioni. Questi gruppi sono importanti perché 
sono esempi concreti di gruppi e ogni gruppo astratto si può immergere in un gruppo 
di permutazioni. Questo significa che, in modo opportuno, possiamo immaginare 
ogni gruppo astratto come un gruppo di permutazioni. Inoltre i gruppi simmetrici 
forniranno una famiglia di esempi di gruppi non abeliani. 


Definizione 5.6, Sia X un insieme. Denotiamo con Sx l'insieme di tutte le permu- 
tazioni di X, cioè delle applicazioni biettive di X in sé. 


Lemma 5.7. Sia Sx l’insieme delle permutazioni su un insieme non vuoto X. Sia 
o la composizione di applicazioni e idx l'applicazione identica. Allora la terna 
(Sx,0,idx) è un gruppo; se |X| > 2, allora Sx non è abeliano. 


DIMOSTRAZIONE. Abbiamo già provato nell'esempio 4.4 che la composizione di 
applicazioni è associativa, Osserviamo che 


(foidx){x) = f(idx(2)) = f(x) = idx(f(2)) = (idx o f)(z). 


Poiché f è biettiva, esiste l’inversa f~? tale che f o f7! = idx = fo f~! e f7! 
è biettiva. Pertanto (Sx, 0, idx) è un gruppo. Proviamo ora che, se |X| > 3, allora 
Sx non è abeliano. 

Siano x, y, z tre elementi distinti di X. Definiamo l’applicazione f : X — X 
tale che f(x) = y, f(y) = ze f(t) = t per ogni t € X \ {x,y}. Sia g l'applicazione 
g : X —> X tale che g(x) = z, g(z) = x e g(t) = t per ogni t € X \ {z, z}. 


Allora 
(f o g)(£) = F(g(2)) = f(z) =z 


mentre 
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(90 f(x) = g9(f(2)) = gw) =y 
con y # z. Pertanto f o g # g o f e quindi Sx non è abeliano. O 
Se X è finito e di cardinalità n, X si può identificare con l'insieme 
In={1,2,...,n}. 


Denotiamo pertanto Sx = Sn e gli elementi di X con 1,2,...,n. Con queste no- 

tazioni, 53 non è abeliano. Vedremo più avanti che 53 è il più piccolo gruppo non 

abeliano e fornirà spesso un esempio (negativo) per mostrare che talune proprietà 

non valgono in generale. La cardinalità di S,, è n!, come provato nel corollario 1.44. 
Possiamo rappresentare una permutazione di S» nel modo seguente 


(Ki Dci D 
FCL) F2). FO) o Fn) 
Per una permutazione f di X con inversa f7! definiamo anche le potenze nega- 
tive ponendo 
fT = (f = 


per n € N, cioè 
z= f” (y) = y = f (1). 


Definizione 5.8. Data f € Sx definiamo il supporto di f come l’insieme degli 
elementi che non vengono fissati da f, cioè 


supp( f) = {x € X : f(z) # e}. 


È chiaro che si ha supp( f1) = supp(f). 
Vediamo un esempio. Sia f la permutazione di S19 definita come segue: 


J= 123 4 56789101112 
— (16710594328 1112/° 


Allora supp(f) = {2,3,4,6,7,8,9,10}. 
Definizione 5.9. Diremo che due permutazioni f, 9 € Sx sono disgiunte se 


supp( f) N supp(g) = 9. 


Osserviamo che se x € supp(f), allora anche f(x) € supp(f). Infatti se 
f(x) non appartenesse a supp(f), allora f(f(x)) = f(x), da cui dedurremmo, per 
l’iniettività di f, che f(x) = x, contro l’ipotesi. 


Lemma 5.10. Se f e g sono due permutazioni disgiunte, allora f e g commutano. 
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DIMOSTRAZIONE. Se x € supp(f), allora dall'ipotesi che f e g sono disgiunte 
deduciamo che g(x) = x. Quindi (fo9)(x) = f(g(x)) = f(x) e anche (go f)(x) = 
g(f(x)) = f(z), in quanto dall'osservazione precedente il lemma sappiamo che 
anche f(x) € supp{f). In modo del tutto analogo si prova che se y € supp(g), allora 


(F o 94) = f(9()) = gly) = AF) = (90 fp). 
Infine se 
z € supp(f) U supp(9), 
si ha 


(fog)(2)=f(9(2)) = F(2) = z = g(2) = g(f(2)) = (9° f)(2). 
Concludiamo che f e g commutano. O 


Data f € Sx, definiamo una relazione in supp(f) nel modo seguente: 
anpfb «— esiste i€ Z talecheb= f'(a). 


Allora ~p è una relazione di equivalenza. Infatti è 
riflessiva: a = f°(a) = id(a), 
simmetrica: se b = f‘(a) allora a = f-‘(b), 
transitiva: se b = fi(a)ec= fI (b) allora c = fI (b) = fi(fi(a)) = fiti(a). 
Pertanto l’insieme supp( f) si ripartisce in classi di equivalenza rispetto a questa 
relazione. 


Definizione 5.11. La classe di un elemento a € supp(.f) si dice l’orbita di a rispetto 
ad f e si denota 


[a]; = {fi (a),..., fa), a, f(a),..., f'(a),...}. 


Supponiamo ora che supp(f) sia finito e sia a € supp(f); allora l’orbita di a 
rispetto ad f è finita e pertanto esistono due interi î, j con è # j tali che 


F(a) = f(a). 


Possiamo supporre è > j e applicando fi all’uguaglianza f‘(a) = f/(a), otte- 
niamo f*-i(a) = a. L'insieme S = {n € N4 : f"(a) = a} è non vuoto perché 
i — j € S, pertanto per il principio del minimo esiste un elemento minimo d. Allora 
gli elementi a, f(a),..., f‘-*(a) sono tutti distinti e sono contenuti in [a] j. Sia ora 
F"(a) € [a];, n € Z. Perla divisione euclidea, esistono q,r € Z tali che n = gd+r, 
con 0 < r < d. È facile dimostrare per induzione che f% (a) = a per ogni q € Z. 
Allora 


F(a) = (17 o fa) =F (4% (a)) = F(a) € {a, f(a),...,f4!(a)}. 


Abbiamo così dimostrato che 
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[a]; ca {a, fla), tres fea (a)} 


per qualche d > 2.€ N. Allora f ristretta a [a]; agisce ciclicamente, cioè manda 
a, = a ina. = f(a), az in az = f(a2),... e infine manda aa = fa) in 
a, = a. Motivati da questa osservazione definiamo un tipo relativamente semplice 
di permutazioni, ossia quelle che agiscono ciclicamente sul loro supporto. 


Definizione 5.12. Sia { > 1, un ciclo di lunghezza l è una permutazione ø di X tale 
che se supp(0) = {a1,...,0,} C X, allora o(a;) = a;+1 per ogni į = 1,...,]-1 
e o(a) = 41. Un ciclo di lunghezza / si dice anche un /-ciclo. Un 2-ciclo si chiama 
anche trasposizione. 


Denoteremo il ciclo ø con (2102 ...@;) e notiamo subito che anche 
(azaz...@4a1), (aza4...a1a1a2), ecc. 
definiscono lo stesso ciclo ø. 


Lemma 5.13. Sia o = (a1...0:-10,) € Sn, n € N,n > 2 un ciclo di lunghezza 
l > 2. Allora: 


(a) o(o) =l; 
(b) suppa) = supp(05) per ogni j € Z e d # id; 
(c) o7! = (Q1a:-1...01). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Osserviamo che 0i(a1) = @;+1, se j = 1,...,l — 1 con 
a;+1 # a, mentre o! (a1) = o1. Pertanto 0(0) > l. D'altro canto o’ (a;) = a; per 
ogni i = 1,...,l, da cui ot = id e o(o) = l. 

(b) Per il punto (a) non è restrittivo supporre 0 < j < l. Se x € supp(0), allora 
si ha banalmente x ¢ supp(05). Quindi supp(0i) C supp(0). Per dimostrare l’atra 
inclusione consideriamo a; € supp(05). Allora af (a;) = a;+; sei+j < L, altrimenti 
d/\aì) = aij- m erteranidi cassa dyo) Far pero < 7 «li. 

(c) Calcoliamo c 0 (0/0;--1-.-.01) = (@0;-1...a)oc=id. O 

Dimostriamo ora come i cicli risultino essere gli “atomi” con cui costruire ogni 
permutazione. 


Teorema 5.14. Sia f una permutazione non identica di Sx con supporto finito. 
Allora f si scrive in modo essenzialmente unico come prodotto di cicli disgiunti. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f una permutazione di Sx. Siano [a1] f,..., [ax]; le orbite 
di f su supp(f), di cardinalità rispettivamente d1,...,d:, tutte maggiori di 1. Se 
denotiamo con al = fi(a;), peri = 1,...,te j = 0,...,d; — 1, abbiamo appena 
provato che [a;]; = {a?,...,a7!} e che la restrizione di f al sottoinsieme [a;] ; di 
X coincide con il ciclo (a?...af:71). Sia 


g =(a8...a®!)o...o (al... a%7!); 
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allora, poiché le orbite costituiscono una partizione di supp( f) = supp(g) e f coin- 
cide con g su ciascuna delle orbite, concludiamo che f = g. Osserviamo infine che 
i cicli (af... act); i = 1,...,t sono disgiunti, proprio perché le orbite costitui- 
scono una partizione di supp( f). Pertanto questi cicli commutano. La costruzione 
dei cicli dimostra che sono univocamente determinati, a meno dell’ordine dei fattori. 
O 


Quando una permutazione si scrive come prodotto di cicli disgiunti, spesso 
ometteremo di indicare il segno o del prodotto tra l’uno e l’altro. 

Osserviamo che se 0,7 sono due permutazioni di S,, la scrittura 07 sta ad in- 
dicare in questo libro g o 7. Tale scrittura non è però universalmente riconosciuta. 
Infatti in molti libri, soprattutto di teoria dei gruppi, ør sta ad indicare che si applica 
prima o e poi 7. 

È chiaro che nel caso in cui le due permutazioni o e 7 permutino, non è necessario 
fare questa distinzione, in quanto g o 7 = 700. 


Vediamo ora un paio di esempi. 


Esempio 5.15. Scriviamo come prodotto di cicli disgiunti in 67 le due seguenti 


permutazioni: 
fe Cao ai 
1645723 2341567 
Allora f = (3457)(26) e g = (1234). 
Calcoliamo f o g. Osserviamo che 1 va in 2 tramite g e 2 va in 6 tramite f, da cui 
fog=(16...).... 
Ora 6 resta in 6 tramite g e va in 2 tramite f, da cui 
fog=(162...). 
Ora 2 va in 3 tramite g e 3 va in 4 tramite f, 
fog=(1624...).... 
Infine 4 va in 1 tramite g e 1 resta in 1 tramite f, cioè 
fog=(1624).... 
Consideriamo'ora l’immagine di 3: 3 va in 4 tramite g e 4 va in 5 tramite f, da cui 
fog=(1624)(35...).... 
Ora 5 resta in 5 tramite g e 5 va in 7 tramite f, da cui 
fog=(1624)(357...).... 
Infine 7 resta in 7 tramite g e va in 3 tramite f 


f o g = (3457)(26) o (1234) = (1624)(357). 
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Esempio 5.16. Calcoliamo il prodotto di 3 permutazioni in 57: 
(1237) o (3245) o (53) = (537124). 


Osservazione 5.17. Nell esercizio 5.10 si dimostra che il periodo di una permutazio- 
ne scritta come prodotto di cicli disgiunti è il minimo comune multiplo dei periodi 
dei cicli che la compongono. Da questo segue che una permutazione f ha ordine un 
primo p se e solo se si scrive come prodotto di cicli disgiunti tutti di lunghezza p. 


Definizione 5.18. Siano n € N con n > 1, f € Sn una permutazione non identica e 
f = 0102...0: la sua fattorizzazione in cicli disgiunti, con 0; ciclo di lunghezza {;. 
Definiamo il numero intero 


N(Î)=(h1-1)+(2-1)+...+(-1)=YG-1)=)]k- 
i=1 i=1 


Se f = id, poniamo N (id) = 0. 

Definiamo sgn(f) = (-1)NU) il segno di una permutazione. Una permuta- 
zione f si dice di classe pari o dispari a seconda che N(f) sia pari o dispari o, 
equivalentemente, sgn(f) = 10 -1. 


Sia ora (2102 ...@;) un ciclo di lunghezza /. Allora 
(aiaz... a1) = (a101) 0(a10,-1)0...0 (41043) 0 (0102). 
Poiché ogni permutazione è prodotto di cicli, proviamo: 


Lemma 5.19. Ogni permutazione f si può scrivere come prodotto di N(f) traspo- 
sizioni. 

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che un ciclo di lunghezza ! si scrive come il prodotto 
di /—1 trasposizioni. Quindi una permutazione f = 6102... 0; scritta come prodotto 
di cicli disgiunti, con 0; ciclo di lunghezza /;, si può scrivere come prodotto di N(f) 
trasposizioni. O 


Vediamo un esempio di come si possa scrivere una permutazione come prodotto 
di cicli disgiunti e di come calcolare N(f). 


Esempio 5.20. Consideriamo la seguente permutazione f di Sg: 
f= È ti 
247569831 
Allora f = (124569)}(378) è la fattorizzazione di f in cicli disgiunti e 
(f)=(6-1)+(3-1)=7 
e quindi f è dispari. Infine 
f = (124569)(378) = (19)(16)(15)(14}(12)(38)(37) 


è una fattorizzazione di f come prodotto di trasposizioni. 
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Osserviamo che se f, g sono due permutazioni disgiunte, allora 


N(f09)=N(f)+N(9) 


perché la fattorizzazione in cicli disgiunti di f o g è semplicemente il prodotto delle 
rispettive fattorizzazioni. 


Dismaviavanvacgla pri rac MN) reure vr ialrav.disspiotio. 
Cominciamo con il caso in cui l'intersezione dei supporti sia la più piccola possibile. 
Sia o = (a1... am) e supponiamo |supp(0) N supp(p)| = 1. Possiamo supporre 
p = (ambi ...bi),b; # a; per ogni i = 1,...,1j=1,...,m. Allora 


cop=(d1...Gmb... bi). (1) 
Si deduce che 
N(cop)=m+i-1={(m-1)+([+1-1)=M(0)+N(p) 
Nel caso in cui p sia una trasposizione, possiamo supporre p = (Gm@m+1), da 
cui a o p = (a1...Am@m+1)- 
Deduciamo da questa uguaglianza che se o = (a102 . . .@m ), si ha 
o =(0102...Gm)=(0102...Gm-1) O (Gm-10m} = 


(aiao . -Gm-2) o (am—20m-—1) o (Gm-14m) a 


=...= (0102) 0(a203)0...0 (Gm-20m-1) © (Gm-10m). 


Consideriamo ora il caso in cui Isunp(g) N sunpf7)] = 2. Se T = (Ga 1tm),. 
allora cor = (a1 . . . am) © (am—10m) = (01--.Gm-1) 
Anche in questo caso 


N(cot)=m-1-1=m-2= N(0)-N(7). 
Se T = (G;am), i < m — 1, allora 
a oT = (@1:..i... Am) O (aiam) = (a1 . - . a4) (ai+1 - - -am )- 
In questo caso 
N(cor)=(i-1)+(m-i-1)=m-2=M(0)-N(7). 
Abbiamo così provato il seguente lemma. 
Lemma 5.21. Se o è un ciclo e T è una trasposizione, si ha 
N(co07)=NM(0)+ N(r) = Mo)+N(r7). 
Ora possiamo provare che il segno è una funzione moltiplicativa da S, a {1,—1}. 


Lemma 5.22. Siano f,g € Sn. Allora sgn(f o g) = sen(f)sga(g). 
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DIMOSTRAZIONE. Dapprima proviamo il lemma nel caso in cui g sia una trasposi- 
zione. Sia dunque g = (ab). Scriviamo 


fai... f 


come prodotto di cicli disgiunti, supponendo di mettere alla fine i cicli il cui supporto 
contiene a e b. Siano /1,...,7, le lunghezze dei cicli f;. Se {a,b} N supp(f) = 9, 
allora 


N(fog)=N(f)+1. 


Se |supp(f) Nsupp(g)| = 1, possiamo supporre |supp(f:) Nsupp(g)| = 1, da cui per 
il lemma 5.21, si ha 


N(f.og)=N(fi) + N(g), dacui N(f o g) = N(f) + N(9). 


Se a,b € supp(f), si possono avere due casi: a e b stanno nel supporto di un 
unico ciclo, oppure a e b stanno nel supporto di due cicli disgiunti. Nel primo caso 
possiamo supporre |supp( f+) N supp(g)| = 2, da cui per il lemma 5.21 


N(fi0g)=N(f.)-N(g) = N(f09)=N(f)-N(9). 


Nel secondo caso possiamo supporre 


Isupp(f) N supp(g)] =1 e |supp(fi-1) N supp(g)| = 1. 
Allora, se o = fi 0 g, o è un ciclo di lunghezza l; + 1 e N(0) = N (fe) +1 e inoltre 
|supp(f:-1) N supp(o)|] = 1. Quindi per (1) si ha 
N(fi-100)= Mfi-1) + N(0). 


Essendo la permutazione f.--1 0 o disgiunta dalle permutazioni fi, fo, ---, fio, Si 
ricava 
N(fo0g)=N(f,0...0 fi_00)= 


= N(fi) +... + N(fi-2) + N(fi-1) + N(0) = 
= N(fi) +--+ N(fe-2) + N(fi1) +N(f)+1= N(f) + N(9). 
Si conclude che 
N(f 09) = N(f) + N(9) 
e quindi 
sgn(f og) = — sen(f) = sgn(f)sgn(9). 

Sia ora g una qualsiasi permutazione: possiamo scrivere g come prodotto di N (g) 

trasposizioni: g = 71 0.720... 0 Ty(g) € facciamo induzione su N (g). Allora 
sgn(f o g) = sgn((f o Ti o T20...) © TN(g)) 


che, per il caso appena dimostrato di una sola involuzione, permette di scrivere 
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Sgn(f o T) O T20...) SEO(TN(9)), 


da cui per ipotesi induttiva 
sgn(f o g) = sen(f)sgn(71)...sgn(7v(9) = 


= sen(S)(-1)N) = sgn(f) sgn(9). 
o 


Possiamo quindi affermare che una permutazione è di classe pari se e solo se si 
può scrivere come prodotto di un numero pari di trasposizioni. 


5.3 Sottogruppi 


Definizione 5.23. Un sottoinsieme non vuoto H di un gruppo G si dice sottogruppo 
se: 

(S1) H è stabile, cioè xy € H per ogni coppia di elementi x,y € 4; 

(S2) se x € H, allora anche x! € H. 


Un sottogruppo H di G si dice proprio se H + G. Per indicare che H è un 
sottogruppo di G scriveremo H < G, nel caso in cui H è proprio scriveremo H < G. 

Chiaramente 1 € H per ogni sottogruppo H, poiché (S1) implica 1 = xx? € H 
per ogni elemento x € H in quanto x! € H per (S2). 


Esempio 5.24. Ci sono sempre i sottogruppi G < G e {1} < G, che chiameremo 
banali. In certi casi non ci sono sottogruppi non banali, come vedremo nel lemma 
5.60 per il gruppo (Zp, +), con p primo. 


I sottogruppi di un gruppo G sono precisamente i sottoinsiemi H di G che risul- 
tano dei gruppi con la stessa operazione di G, cioè con la restrizione dell’operazione 
di G ad H. Di conseguenza l'operazione del sottogruppo H ha le stesse proprietà di 
quella di G: ad esempio se G è abeliano, anche il suo sottogruppo H lo è. 

Vediamo ora qualche esempio di sottogruppo. Iniziamo con gli esempi numerici, 
la cui dimostrazione è un facile esercizio. 


Esempio 5.25. Alcuni sottogruppi del gruppo additivo dei numeri complessi sono: 
(Z,+) < (Q,+) <(R,+) < (C, +). 
E alcuni sottogruppi del gruppo moltiplicativo dei numeri complessi non nulli sono: 
(Q*,) < (R*,-) <(C*,-) e anche (S,-) < (C*, ). 


Infine (Z*, -) eredita il prodotto per esempio da (Q*, -) ma, pur essendo stabile rispet- 
to alla moltiplicazione, non è un sottogruppo di (Q*, -), in quanto gli unici elementi 
invertibili sono 1, —1. 
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Vediamo ora alcuni esempi di sottogruppi di un gruppo non abeliano. 


Esempio 5.26. Sia Sx il gruppo delle permutazioni su un insieme X. Sia A C X e 
sia 


H = {f € Sx : f(a) = a per ogni a € A}. 


Allora H è un sottogruppo. Infatti l’identità appartiene ad H, che pertanto non è 
vuoto. Inoltre se f,g € H, si ha (f o g)(a) = f(g(a)) = f(a) = a per ogni a € A, 
da cui segue che f o g € H. Infine se f € H ea € A,sihaa = f(a), da cui, 
applicando f~t, f~! (a) = f_1(f(a)) = (f-t o f)(a} = id(a} = a. Concludiamo 
che anche f~! appartiene ad H. 


Lemma 5.27. Sia Sn il gruppo delle permutazioni su un insieme con n elementi. 
Allora l'insieme An = {f € Sn: f è di classe pari} è un sottogruppo di Sn. 


DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto A,, non è vuoto, perché l’identità ha classe pari. Se 
J e g sono due permutazioni di classe pari, allora anche f o g è di classe pari, come 
dimostrato nel lemma 5.22. Se 


f=0,0020...00 


è la fattorizzazione di f in cicli disgiunti, 


f3=0j!0031...00;) 
è la fattorizzazione di f_! in cicli disgiunti perché i cicli æ; permutano a due a due. 
Rajshiatinghezzadi a! inside anialingieza di, cha Ma MED. 
O 


Definizione 5.28, Il sottogruppo An si chiama gruppo alterno su n elementi. 


Il lemma seguente fornisce un criterio per verificare se un sottoinsieme è un 
sottogruppo. 


Lemma 5.29. Un sottoinsieme non vuoto H di un gruppo G è un sottogruppo se e 
solo se 


xy € H per ogni coppia di elementi x,y € H. (2) 


DIMOSTRAZIONE. Sia H < G. Se x,y € H, allora x"! € H per (S2) della 
definizione 5.23 e quindi x-1y € H per (S1). 

Supponiamo che valga (2). Essendo H non vuoto esiste almeno un elemento 
to € H; applicando (2) a zo ed zo, ricaviamo 1 = to £o € H. Sia x € H, 
applicando (2) ad z e 1 troviamo x71 = z711 € H. Siano 2, y € H, perla proprietà 
(S2) della definizione 5.23 già verificata, vale 7-1 € H. Dalla (2) applicata a #71 e 
y ricaviamo zy = (x71)71y € H. D 


Utilizziamo il lemma 5.29 per provare che l'intersezione di sottogruppi è un 
sottogruppo. 
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Lemma 5.30. L’intersezione di una famiglia qualsiasi di sottogruppi di un gruppo 
G è ancora un sottogruppo di G. 


DIMOSTRAZIONE. Sia {H;};e7 una famiglia di sottogruppi del gruppo G e sia 


H={\H 


(EI 


Allora 1 € H; per ogni è € I, quindi 1 € H. Per x,y € H si ha x,y € H; per ogni 
i € I. Quindi (2) implica x7!y € H; per ogni i € I. Di conseguenza 7_1y € H. 
Per il lemma 5.29 H è un sottogruppo. O 


Se X è un sottoinsieme di G, l’intersezione di tutti i sottogruppi di G contenenti 
X è un sottogruppo di G che si chiama sottogruppo generato da X e si denota con 
{X}. Chiaramente (X) è il più piccolo sottogruppo di G contenente X. 

In particolare, se G = (X}), diremo che X è un sistema di generatori di G oppure 
che G è generato da X. Inoltre, per alleggerire la notazione, se X è un insieme 
finito X = {x1,%2,..., n}, si scrive (X) = (x1,2,...,tn) e si dice che G è 
finitamente generato. 


Lemma 5.31. Sia X = {x}. Allora il sottogruppo generato da X coincide con 
l'insieme {x" : n € Z} di tutte le potenze di x. 


DIMOSTRAZIONE. Poiché (x) è un sottogruppo, applicando (S1) e (S2) della de- 
finizione 5.23, 1 € (x) e per induzione z” € (x) per ogni n € N. Applicando 
(S1) e (S2) della definizione 5.23 a 71 € (x), si ottiene anche x” € (x) per ogni 
n € Z. Pertanto l'insieme delle potenze H = {x" : n € Z} è contenuto in (x). 
Per l’altra inclusione basta vedere che H è un sottogruppo. Infatti, se z”, x” € H, 
allora ex" = at" € H e(z”)? = a" € H. Allora H è un sottogruppo che 
contiene x e pertanto contiene (7). O 


Definizione 5.32. Un gruppo che sia generato da un solo elemento si dice ciclico. 


I gruppi ciclici sono importanti per lo studio dei gruppi, perché un gruppo ar- 
bitrario è l’unione insiemistica dei suoi sottogruppi ciclici. Osserviamo che Z è un 
gruppo ciclico essendo generato dal suo elemento 1. Vediamo ora altri esempi di sot- 
togruppo generato da un elemento. Calcoliamo i sottogruppi di (Z, +) e dimostriamo 
che tutti i sottogruppi di (Z, +) sono di questo tipo. 


Lemma 5.33. Sia n € N. Allora: 


(a) l’insiemenZ = {nz : z € Z} = (n) è un sottogruppo di Z; 
(b) se H è un sottogruppo di Z, allora esiste n € N tale che H = nZ, 


DIMOSTRAZIONE. (a) Per il lemma 5.31 in notazione additiva il sottogruppo (n) è 
proprio {nz : z € Z}. 

(b) Se H = {0}, basta prendere n = 0. Supponiamoora H # 0. Allora esiste 
un elemento h € H, h #0. Se h < 0, allora ~h € He So 0. Possiamo quindi 
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supporre che esista h, € H con hi > 0. Per il principio del buon ordinamento in 
N, esiste ho € H tale che ho > 0 e ho è minimale tra tutti gli elementi positivi di 
H. Si ha (ho) < H. Sia x € H. Dividendo x per ho con resto troviamo q € Ze 
0 <r < ho tali che x = qho + r. Poiché qho € Hex € H, ne deduciamo che 
anche r = x — qho € H. Essendo r < ho, r non può essere positivo. Quindi r = 0 
e pertanto x = qho € (ho). Questo dimostra che H = (ho). O 


Dato un elemento x di un gruppo G, possiamo considerare l’ordine del sottogrup- 
po generato da x e il suo ordine come elemento di G, definito in 5.4. Dimostriamo 
che questa duplice definizione di “ordine” non crea ambiguità, perché i numeri interi 
dati dalle due definizioni coincidono. 


Lemma 5.34. Sia G un gruppo e x un suo elemento. Allora |(x)| = o(x). 


DIMOSTRAZIONE. Se o(x) = m, per il lemma 5.5 (b), avremo x” = x pern,k € Z 
se e solo se n =m k. Allora, per l'osservazione 3.16, 


{eine Z} = {200,071}, 
da cui concludiamo per il lemma 5.31 che 
Kz) a I{x9, 21, Vaia] =m. 


Viceversa supponiamo |(x)| = m: per il lemma 5.31, esistono n1, nz € Z, con 
ni < no tali che z” = x". Moltiplicando a destra e a sinistra per x”!, otteniamo 
gna = 1e ng — n > 0, da cui segue che S(x) = {ne N4 :x"=1}nonè 
vuoto. Dalla definizione 5.4 sappiamo che allora 0(x) = d < oo. Per quanto appena 
dimostrato o(x) = d implica d = |(x)|=m. 

Abbiamo dimostrato che o(x) = m se e solo se |(x}| = m, da cui segue 


o(x) = co seesolose |(z}| = 00. 
O 


Si osservi che l'unione di sottogruppi non è in generale un sottogruppo. Vale 
infatti il seguente fatto. 


Lemma 5.35. Siano H e K sottogruppi di un gruppo G. Allora H U K è un 
sottogruppo di G se e solo se H C K oppure K G H. 


DIMOSTRAZIONE. Se H C K oppure K C H, allora HU K è un sottogruppo 
poiché in tal caso H U K coincide con K o con H rispettivamente. 

Supponiamo adesso che H U K sia un sottogruppo di G e che H Z K. Allora 
esiste h € H con h ¢ K. Sia k € K, allora k € H U K e anche h € H U K. Poiché 
H U K è un sottogruppo di G, si ha hk € H U K, ma hk & K. Infatti, se hk fosse 
un elemento di K, moltiplicandolo a destra perk-! € K troveremmo 


h= (hk)k! € K, 


assurdo. Quindi hk ¢ K e di conseguenza hk € H. Moltiplicando a sinistra per 
h`! € H troviamo k = h`} (hk) € H. O 
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Corollario 5.36. Un gruppo G non può essere unione di due suoi sottogruppi propri. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano due sottogruppi propri 
H, K di G tali che G = HU K. Allora per il lemma 5.35 si ha H < Koppure 
K < H. Supponiamo per esempio H < K. Allora G = HUK = K,in 
contraddizione col fatto che K è un sottogruppo proprio di G. O 


Vedremo nel lemma 5.81 che un gruppo può essere unione di tre sottogruppi 
propri. 
Il risultato del lemma 5.35 si può generalizzare. 


Lemma 5.37. Sia 
H, CH. C...H,C... 


una catena crescente di sottogruppi di un gruppo G. Allora 


H= |] E; 


jEN+ 
è un sottogruppo di G. 


DIMOSTRAZIONE. Siano a,b € H, allora a € H; eb € Hx, per qualche j, k € N. 
Sia per esempio k > j, allora a,b € Hx e quindi ab"! € H, C H, poiché Hp, èun 
sottogruppo di G. O 


Siano H e K sottogruppi di G; denoteremo con (H, K) il sottogruppo (H U K). 

Denotiamo con £(G) l'insieme di tutti i sottogruppi del gruppo G: allora L(G) 
è un reticolo, si veda l’esercizio 5.30. 

Con il simbolo HK indichiamo l'insieme dei prodotti {kk | h € H,k € K }. 
Chiaramente HK è contenuto in (H, K) ma in generale non coincide con (H, K). 
Ad esempio, se consideriamo i sottogruppi H = ((12)) e K = ((13)) di S3, si ha 
che |H.K| = 4, mentre |(H, K}| = 6. 


Lemma 5.38. Siano H e K sottogruppi di un gruppo G. Allora HK = KH see 
solo se (H, K) = HK. 


DIMOSTRAZIONE. Se (H, K} = HK, allora H K èun sottogruppo di G, che contie- 
ne sia H che K e pertanto contiene anche i loro prodotti, cioè KH C HK. Se consi- 
deriamo gli inversi di entrambi i lati, otteniamo HK C KH e pertanto HK = KH. 
Viceversa, se HK = KH, basterà dimostrare che HK è un sottogruppo di G. Se 
hi, ha € H e ki, k2 € K, allora 


ha ki (hak2)! = ha(k1k7!h7!) = hı (haka) 


per qualche hg € H, ks € K. Pertanto h1ki(hok2)"! = (h1h3)k3 € HK e quindi 
HK èun sottogruppo. O 


Per due sottogruppi nella particolare situazione del lemma 5,38 diamo la seguente 
definizione. 
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Definizione 5.39. Siano H, K sottogruppi di un gruppo G. Se HK = KH si dice 
che H e K permutano o che sono permutabili. 


Osservazione 5.40. Siano H, K sottogruppi di un gruppo G. Se H < K, allora 
HK = K = KH. Infatti K < HK, in quanto 1 e H e k = 1k € HK, per 
ogni k € K. Inoltre HK < K, in quanto A € H < K, implica hk € K. 


È noto che vale la legge distributiva dell'unione rispetto all'intersezione di insie- 
mi. Vediamo che in generale la legge distributiva del prodotto di sottogruppi rispetto 
all’intersezione non vale, cioè dati tre qualsiasi sottogruppi H, K, L di un gruppo G, 
non vale (HK)NL=(HNL)(K NL). Osserviamo che una delle due inclusioni è 
vera. 


Osservazione 5.41. Dati H, K, L sottogruppi di un gruppo G si ha 
(HND(KNL)C(HK)NL. 
Infatti 
HNLCH e KNLCEK > (HNL(KOLCHK, 
ma anche 
HOLCL e KOLEL > (ANL(KNL)ICL, 
in quanto L è un sottogruppo. 


Il seguente esempio dimostra che l’altra inclusione non vale in generale, si veda 
anche l'esercizio 5.29 ner un esemnjo con un srunpp abeliano infinito. 


Esempio 5.42. Siano G = 53, H = ((123)), K = ((12)) e L = ((13)). Allora 
HK=G,HNL={1}eKNL={l}dacui 


(HK)NL=GNL=L=((13))> (HND(KENL)={1}. 
Vale però una forma particolare della legge distributiva. 


Teorema 5.43. (Legge modulare di Dedekind) Siano H, K, L sottogruppi di un 
gruppo G e sia K C L. Allora 


(HK)NL=(AN0L)K. 
In particolare, se H e K permutano, si ha 
(H,K)NL= (HNL, K}. 


DIMOSTRAZIONE. La prima inclusione è già stata dimostrata nel caso più generale 
nell’ osservazione 5.41. Viceversa supponiamo x € (HK) N L; allora x = hk per 
qualche h € H e k € K, da cui k = xk! € LK = L, cioè h € H N L e dunque 
x € (H N L)K. La seconda parte discende direttamente dal lemma 5.38. O 
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5.4 Classi laterali di un sottogruppo 


Se H è un sottogruppo di un gruppo G, introduciamo in G una relazione binaria 
ponendo z ~ y quando x_1y € H. 


Lemma 5.44. Siano G un gruppo, H un sottogruppo di G, x,y € Ge 
guy a eye H. 


Allora: 


{a) ~ è una relazione di equivalenza; 

(b) la classe di equivalenza [x]. coincide con l'insieme {xh : h € H}, che 
denoteremo brevemente con xH; 

(c) {xH : x € G} è una partizione di G. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia z € G. Allora x ~ x in quanto rx € H. Sez ~ y, 
allora x-1y € H. Perla proprietà (S2) della definizione 5.23 ricaviamo 


ys = (ey) € H 


e di conseguenza y ~ x. Sez ~ yey ~ z, allora zly € H egy™!z € H. 
Moltiplicando questi due elementi di H si ricava da (S1) 


a2= (ey) 1z) € H. 


(b) Sia y € [x]... Allora x ~ y e quindi x_!y € H. Pertanto x-!y = h per 
qualche elemento A € H. Deduciamo che y = zh. 

Viceversa, se y = £h per qualche elemento h € H, allora x-!y = h € He 
quindi x ~ y e y € [x]... 

(c) Le classi di equivalenza di una relazione di equivalenza costituiscono una 
partizione, quindi per (a) e (b) {xH : x € G} è una partizione di G. O 

In seguito chiameremo la classe di equivalenza xH classe laterale sinistra di H 
inG. 

Dato un sottogruppo H del gruppo G, si introduce un’altra relazione ~’ per 
x,y € G ponendo x ~ y see solo se ry7! € H. Si dimostra in modo analogo 
al precedente il seguente lemma. 


Lemma 5.45. Siano G un gruppo, H un sottogruppo di G, x,y € Ge 
s~n y 4 ayleln. 
Allora: 


(a) ~ è una relazione di equivalenza; 
(b) la classe di equivalenza [x]. coincide con l'insieme {hz : he H} = Hz; 
(c) {Hx}zec è una partizione di G. 
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La classe di equivalenza Hz si dice classe laterale destra di H in G. 

Osserviamo che se G è un gruppo abeliano, H un suo sottogruppo e x € G, 
allora la classe laterale sinistra in notazione additiva è x + H che coincide con la 
classe laterale destra H + z, visto che ogni elemento di Æ commuta con x. 

La seguente facile osservazione verrà utilizzata numerose volte. 


Osservazione 5.46. Sia H un sottogruppo di un gruppo G e 2, y € G. Allora 
sH=yH & ax yeH +> ceEyH, e 
Hr=Hy = syleH +> ceHy. 
Vadiamaaemiasenti.. 


Esemnio_5.47. Sia (= (Za +) e sia H_= 47. Abbiamo visto nel lerama 5.33 che_H_ 
è un sottogruppo di G. Troviamo le classi laterali sinistre (e quindi destre) di H: 


0+4Z={4m:meZ}, 1+4Z={1+4m:meZ), 
2+4Z={2+4m:meZ}, 3+4Z={3+4m:meZ)}. 


Vediamo ora un esempio di un sottogruppo di un gruppo finito non abeliano in 
cui le classi laterali sinistre non coincidono con le classi laterali destre. 


Esempio 5.48. Sia G = S3 il gruppo delle permutazioni su 3 oggetti e sia H = 
((12)). Troviamo le classi laterali sinistre di H: 

ido H = {id,(12)}, 

(123) o H = {(123), (13)}, 

(132) o H = {(132),(23)}. 
Mentre le classi laterali destre sono: 

H oid = fid,(12)}, 

H o (123) = {(123), (23)}, 

H o (132) = {(132), (13)}. 


In generale quindi le classi laterali destre e sinistre non coincidono. Si può invece 
dimostrare che hanno la stessa cardinalità. 


Lemma 5.49. Sia G un gruppo ed H < G. Ogni classe laterale di H in G ha la 
stessa cardinalità dì H. 


DIMOSTRAZIONE. Sia z € G. Definiamo un’applicazione f : H — xH ponendo 
f(h) = zh. Per la definizione di zH, f è suriettiva. Verifichiamo che f è iniettiva. 
Infatti, se f(A) = f(h’), allora ch = zh’ e per la legge di cancellazione si ottiene 
h = h'. Quindi xH ha la stessa cardinalità di H. Allo stesso modo si verifica che le 
classi laterali destre hanno la stessa cardinalità di H. O 


Lemma 5.50. Sia G un gruppo ed H < G. La cardinalità dell'insieme {x H}xeGc 
delle classi laterali sinistre di H in G coincide con la cardinalità dell’insieme 
{Hz}sec delle classi laterali destre di H in G. 
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DIMOSTRAZIONE. Ad ogni classe laterale sinistra xH corrisponde la classe laterale 
destra Hz! e questa corrispondenza definisce una biezione tra i due insiemi. O 


Definizione 5.51. La cardinalità comune degli insiemi {rH}xec e {Hx}sec si 
indica con [G : H] e si dice indice del sottogruppo H in G. 


Il seguente celebre teorema di Lagrange rivela una relazione semplice, ma molto 
utile tra la cardinalità di un sottogruppo H di un gruppo finito G e l’indice di H in 
G. 


Teorema 5.52. (Teorema di Lagrange) Siano G un gruppo finito ed H un suo 
sottogruppo. Allora 
IG| = [G : H]| E|. 


DIMOSTRAZIONE. Abbiamo dimostrato che la relazione ~ definita nel lemma 5.44 
è una relazione di equivalenza. Pertanto G è unione disgiunta delle classi di equi- 
valenza, cioè di classi laterali sinistre di H in G. Ci sono esattamente [G : H] di 
queste classi e dal lemma 5.49 ognuna di queste ha la stessa cardinalità di H. Allora 
IGI=[|G: MH]. o 


D teorema di Lagrange ha un importantissimo corollario che consente di mettere 
in relazione l’ordine di un gruppo finito e quello dei suoi sottogruppi. 


Corollario 5.53. Sia G un gruppo finito e H un sottogruppo di G. Allora |H| e 
[G : H] dividono |G|. 


Quindi se consideriamo un gruppo di ordine 12, come ad esempio G = Z12, G non 
potrà avere sottogruppi di ordine 5 o 10, ma potrà avere sottogruppi di ordine 2, 3, 4 
o 6, oltre a quelli banali di ordine 1 e 12. Analogamente se consideriamo il gruppo 
Aa, anch'esso di ordine 12, esso può avere sottogruppi di ordine 1, 2,3, 4, 6,12, ma 
come vedremo nell’esempio 8.21, non è detto che li abbia. 

Il teorema di Lagrange permette di conoscere i possibili periodi degli elementi di 
un certo gruppo finito G. 


Corollario 5.54. Sia G un gruppo finito e x un elemento di G. Allora o(x) divide 
(Glez! =1. 


DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 5.34 o(x) = |(x})|. Allora dal corollario 5.53 segue 
che o(x) divide |G]. Inoltre x!4! = 1 per il lemma 5.5 (a). D 

Un caso particolare si ha quando tutti gli elementi di un gruppo G hanno ordine 
una potenza di uno stesso primo p. 
Definizione 5.55. Sia p un primo fissato. Un gruppo G in cui ogni elemento ha ordine 


p”, per qualche n € N, si dice p-gruppo. Un p-sottogruppo di un gruppo G è un 
sottogruppo di G che è un p-gruppo. 
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Il corollario 5.54 garantisce che se un gruppo G ha ordine p”, allora tutti i suoi 
elementi hanno ordine che divide p” e pertanto G è un p-gruppo. Nel lemma 8.13 
dimostreremo che se p è un primo, i p-gruppi finiti sono esattamente i gruppi di 
ordine p”, per qualche n € N4. 


C’è un importante teorema della teoria dei gruppi finiti che permette di invertire 
parzialmente il teorema di Lagrange in un caso particolare. 

Il primo teorema di Sylow 8.17 che dimostreremo nel capitolo 8 afferma che se 
G è un gruppo finito di ordine divisibile per il primo p e p° è la massima potenza di 
p che divide l’ordine di G, allora esiste un sottogruppo di ordine esattamente p°. 


Definizione 5.56. Sia G gruppo finito, |G| = p°n, con p primo e (p,n) = 1. Allora 
un sottogruppo P di G di ordine p° si dice un p-sottogruppo di Sylow di G. L'insieme 
dei p-sottogruppi di Sylow di G si denota con Syl,(G). 


Abbiamo visto che c’è una relazione tra l'ordine di un gruppo G e l’ordine dei 
suoi elementi. Se l’insieme {n € N4 : z” = 1 Yz € G} non è vuoto, il minimo di 
tale insieme si dice l’esponente di G e si denota con exp(G). 


Esempio 5.57. L’esponente del gruppo Zg è 8, mentre exp(Z2 x Z2) = 2. Infine 
exp(Z2 x Z3) = 6. Nell'esercizio 7.30, si chiede di dimostrare che se G è un gruppo 
abeliano, allora |G| = exp(G) se e solo se G è ciclico. Questa proprietà non è vera 
nei gruppi non abeliani, in quanto exp(S3) = 6 = |S3|, ma S3 non è ciclico. 


Osservazione 5.58. Osserviamo che se G è finito, allora 
exp(G) = m.c.m.{o(x) : £ € G}. 


Pertanto se G è un gruppo finito di ordine n, allora exp(G) divide n. Infatti sex € G, 
si ha che o(x) divide |G| per il corollario 5.54, da cui segue l’asserto. 


Applichiamo il teorema di Lagrange per determinare tutti i sottogruppi di alcuni 
gruppi. 


Esempio 5.59. Calcoliamo tutti i sottogruppi di G = (Z3, +). Se H è un sottogruppo 
di G, |H] deve dividere 3. Quindi le sole possibilità sono |H| = 1,3, da cui segue 
che H può essere solo {0} o G. 


Come si vede dall’esempio 5.59, lo stesso ragionamento vale ogni qualvolta si 
abbia un gruppo di ordine un numero primo. Inoltre i gruppi di ordine un primo sono 
sempre ciclici. a 


Lemma 5.60. Sia G un gruppo di ordine p, con p primo. Allora: 


(a) gli unici sottogruppi di G sono {1g} e G; 
(b) G è ciclico; 
(c) tutti gli elementi non nulli di G hanno ordine p e generano G. 
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DIMOSTRAZIONE. (a) Se H è un sottogruppo di G, |H| deve dividere p per il co- 
rollario 5.53. Quindi le sole possibilità sono |H| = 10 p, da cui segue che H può 
essere solo {1G} o G. 

(b) - (c) Sia z un elemento di G, x # 1. Allora |(x)] = p per (a) e quindi (2) 
coincide con G. Per il lemma 5.34 si ha infine o(x) = p. O 


Il teorema di Lagrange vale solo per gruppi finiti. Si può dire qualcosa anche per 
i gruppi infiniti, come si dimostra nel seguente lemma. 


Lemma 5.61. Se H e K sono sottogruppi di indice finito del gruppo G, allora anche 
il sottogruppo H A K ha indice finito in G. 


DIMOSTRAZIONE. Basta provare che il sottogruppo H N K ha un numero finito di 
classi laterali sinistre. Le classi laterali sinistre di HNK sono le classi di equivalenza 
della relazione di equivalenza ~ definita da x ~ y see solosez7!y € HNK. Questo 
è equivalente a x”!y € HeaT1y € K,cioèx ~y yes ~g y, dove ~y e x sono 
le relazioni di equivalenza relative ai sottogruppi H e K. Queste ultime relazioni di 
equivalenza danno luogo alle partizioni G = Upeg TH e G = Useg 7K di G che 
sono finite per ipotesi. Le classi di equivalenza della relazione ~ sono intersezioni 
delle classi di equivalenza delle relazioni ~p e ~g. Pertanto tutte le intersezioni 
non vuote {xH N yK }z,yeg sono un numero finito e danno luogo ad una partizione 
nuova che corrisponde alla relazione di equivalenza ~. D 


In generale, se G è un gruppo infinito e H un sottogruppo di G, si ha 
[G| = max{[G : H), |H]}. 


La dimostrazione di questo fatto, che utilizza proprietà dei numeri cardinali infiniti, 
viene lasciata nell’esercizio 5.23. 


5.5 Sottogruppi normali 


Definizione 5.62. Un sottogruppo H di un gruppo G si dice normale se vale 
zH = Hx perogni elemento x € G. 
Si denota brevemente con H < G. 


Quando un sottogruppo H di un gruppo G è normale, non c’è più distinzione tra 
classi laterali sinistre e classi laterali destre. L'insieme delle classi laterali di H in G 
si indica con G/H. 


Lemma 5.63. Se G è un gruppo abeliano, allora tutti i sottogruppi di G sono 
normali. 


DIMOSTRAZIONE. Se G è abeliano e H è un sottogruppo di G, allora zh = hg per 
ogni x € G, h € He quindi zH = Hz per ogni x € G, cioè H è normale. O 


n 


Gruppi e sottogruppi 129 


Non è però vero il viceversa. Esistono cioè dei gruppi non abeliani in cui tutti i 
sottogruppi sono normali, come vedremo nel lemma 5.81. 


Se il gruppo non è abeliano, non è detto che tutti i sottogruppi siano normali, 
come abbiamo verificato nell'esempio 5.48: se G = S3 e H = ((12)), allora la 
classe laterale sinistra (123) o H non coincide con la classe laterale destra H 0 (123). 


Dimostriamo ora un utile criterio per verificare se un sottogruppo di un gruppo G 
è normale, senza dover controllare l'uguaglianza delle classi laterali destre e sinistre. 


Lemma 5.64. Un sottogruppo H di un gruppo G è normale se e solo se 
x—lhx € H perognix € Ge perogni h € H. (3) 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che Ħ sia normale. Sia x € G e h € H. Allora 
hz € Hx = zH, quindi esiste A” € H tale che hz = rh’. Di conseguenza 


x !ha =h' €H. 


Questo dimostra (3). 

Supponiamo ora che valga (3). Per dimostrare che H è normale bisogna provare 
che rH = Hex per ogni elemento x € G. Sia x € Ge xh € zH: per (3) applicata 
all’elemento z~t, esiste un elemento k’ € H tale che rhx71 = h’. Allora zh = h'x 
e quindi rh € Hx. Per dimostrare l'inclusione Hx C x si prenda un elemento 
hz € Hx. Per (3) abbiamo x7!hx € H e quindi x-!hx = h’ per qualche h/ € H. 
Di conseguenza hr = ch’ € tH. DO 


Osservazione 5.65. Nella dimostrazione precedente abbiamo sfruttato il fatto che (3) 
significa x7!hx = k’ per ogni elemento x € G, ogni elemento h € H e un opportu- 
no elemento h' € H. In generale h’ può non coincidere con h. Tuttavia questa regola 
di scambio permette di avere per ogni x € G e per ogni h € H un elemento h’ € H 
tale che hz = gH. 


Definizione 5.66. Sia G un gruppo e x € G. Allora il coniugato di x tramite g € G è 
l’elemento g71xg, che denotiamo con 29. Se H è un sottogruppo di G, il coniugato 
di H tramite g è il sottoinsieme {hf : h € H}, che denotiamo con H9. 


In questi termini nell’osservazione 5.65 k’ è il coniugato di } tramite x. È facile 
verificare che H? è un sottogruppo di G, si veda l'esercizio 5.31. 

Usando il lemma 5.64 e la notazione appena introdotta si dimostra il seguente 
lemma. 


Lemma 5.67. Sia N un sottogruppo di G. Allora sono equivalenti: 


(a) N è normale in G; 
(b) N? < N per ogni g € G; 
(c) N = N? per ogni g € G. 
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DIMOSTRAZIONE. (a) è equivalente a (b) per il lemma 5.64. 

È sufficiente verificare che (b) implica (c), essendo l’altra implicazione ovvia. 
Sia g € G, allora per (b) applicata a g`! si ha N9 °° < N, cioè gNg7! < N, da 
cui si ottiene, moltiplicando a destra per g e a sinistra per g7*, N < g71Ng, che 
conclude la dimostrazione. O 


Lemma 5.68. Se H è un sottogruppo di un gruppo G e K è un sottogruppo normale 
di G allora HK = KH. In particolare HK è un sottogruppo di G. Se anche H è 
normale, allora HK è un sottogruppo normale di G. 


DIMOSTRAZIONE. Poiché K è normale, hK = Kh per ogni h € H e quindi 
HK = |] hK = |] Kh= KH. 
hEH heH 


Inoltre per il lemma 5.38, KH è un sottogruppo. 
Usiamo il lemma 5.64 per dimostrare che H K è normale se H e K lo sono. Sia 
reGehke HK,cioèòhe H ek € K. Allora 


e hkx = cher !)kx = (e he)(x tke) e HK, 


in quanto x7!hx € Hex7!kx € K perché H e K sono normali. O 


Abbiamo visto che l’intersezione di sottogruppi è ancora un sottogruppo. Lo 
stesso vale anche per i sottogruppi normali. 


Lemma 5.69. Sia {N; : i € I} una famiglia di sottogruppi normali di un gruppo G. 
Allora: 


(a) Mie q Ni è un sottogruppo normale di G; 
(b) (N; : i € I) è un sottogruppo normale di G. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia x € ();ey Ni, allora x € N;, per ogni i € I e per il lemma 
5.67 si ha x? € N;, per ogni į € T e per ogni g € G. Quindi x9 € Mie 3 Ni e dunque 


9 
(N x) < N; 
icl ieI 
che permette di concludere grazie al lemma 5.67. 
(b) Sia x € (N; : î € I). Per il lemma 5.68 si ha x = £122. . 2p con x; € Ni; 
per qualche i1,...,î- € J. Quindi 
z? = gag = (97 219)(9 229)... (97,9) (Nice I) 


per il lemma 5.67, visto che N;, è normale per ogni j = 1,...,r. Abbiamo 


dimostrato che 
(Nicie Des (Nien N 
la 


Gruppi e sottogruppi 131 


e quindi concludiamo per il lemma 5.67. O 


Per il lemma 5.69 l’insieme di tutti i sottogruppi normali di un gruppo G, che 
denoteremo con N (G) è un reticolo. Osserviamo che {1} e G sono normali in G. 

Potrebbe accadere che il reticolo dei sottogruppi normali M (G) contenga solo i 
sottogruppi banali {1} e G. 


Definizione 5.70. Un gruppo privo di sottogruppi normali non banali si dice sempli- 
ce. 


Abbiamo già osservato nel lemma 5.60 che un gruppo di ordine un primo p non ha 
sottogruppi non banali, quindi a maggior ragione non ha sottogruppi normali non 
banali. Pertanto i gruppi (Z,, +) sono gruppi semplici. Si può dimostrare anzi che 
sono i soli gruppi abeliani semplici. Ci sono anche gruppi semplici non abeliani, che 
hanno invece “molti” sottogruppi non normali. Un’intera famiglia di gruppi semplici 
non abeliani è data dai gruppi alterni A,,, come dimostreremo più avanti nel teorema 
8.27. Un esempio di gruppo semplice infinito viene descritto nell’esercizio 8.4. 


Per ogni gruppo G possiamo definire un sottogruppo che è senz’altro normale, 
ma potrebbe essere banale: un sottogruppo che “misura” quanti elementi commutano 
con tutti gli elementi del gruppo. 


Definizione 5.71. Un elemento z € G si dice centrale in G se zg = gz per ogni 
g € G. L'insieme degli elementi centrali 


Z(G) = {z € G | zg = gz per ognig € G} 
si chiama centro di G. 


Lemma 5.72. Il centro di un gruppo G è un sottogruppo abeliano normale di G. 
Ogni sottogruppo contenuto nel centro di G è normale in G. 


DIMOSTRAZIONE. Sia Z(G) il centro di G, allora 1 € Z(G). Siano z,w € Z(G) e 
x € G. Dimostriamo che 271, zw e x7*zz appartengono a Z(G). Sia g € G; dal 
fatto che z € Z(G) segue che zg = gz, da cui, moltiplicando per 27* a destra e a 
sinistra, ricaviamo gz™! = 2719, cioè z7! € Z(G). Inoltre 


(2w)g = z(wg) = z(gw) = (zg9}w = g(2w), 


cioè anche zw € Z(G). 
Dalla definizione segue che zw = wz e quindi Z(G) è abeliano. Infine 


xizr = gt (zg) = g7 (rz) = (er): = z € Z(G), 


da cui segue che Z(G) è normale per il lemma 5.64. 
La stessa dimostrazione prova che ogni sottogruppo contenuto nel centro di G è 
normale in G. O 


Osserviamo che, come accennato prima, G è abeliano se e solo se Z(G) = G, 
mentre se G è un gruppo semplice non abeliano il centro di G è banale (si veda 
l'esercizio 5.32). 
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5.6 Gruppi lineari 


In questo paragrafo vogliamo studiare i gruppi lineari, cioè insiemi di applicazioni 
lineari invertibili su uno spazio vettoriale di dimensione finita che sono gruppi con 
l'operazione di composizione di applicazioni. È chiaro proprio dalla loro definizione 
che i gruppi lineari costituiscono un legame importante tra la geometria e l’algebra. 


Avevamo introdotto nella definizione 4.30 il gruppo generale lineare GL, (K) di 
dimensione n su un campo K. 


Definizione 5.73. Una matrice (a;;) € GLn(K) tale che a;; = 0 se i Æ j, a; = Qj 
per i, j = 1,...,m si dice una matrice scalare. 


Si vede facilmente che le matrici scalari formano un sottogruppo di GL,(K). 
Introduciamo ora altri sottogruppi di GL,(K). 


Lemma 5.74. Siano n > 1 un intero e K un campo. Allora: 


(a) il sottoinsieme SL,(K) del gruppo lineare GLn(K) formato dalle matrici con 
determinante uguale a 1 è un sottogruppo normale; 

(b) il sottoinsieme T} (K) = {(a;;) € GL.(K):a;; = Osei > j} diGL,(K)for- 
mato delle matrici triangolari superiori è un sottogruppo di GLn(K); T7(K) 
non è normale; 

(c) il sottoinsieme Dy (K) = {(a;;) € GLn(K): a; = 0 se i # j} di GLa(K) 
formato delle matrici diagonali è un sottogruppo di GLn(K); Da (K) non è 
normale, se |K| > 3; 

(d) il centro di GLn(K) è l’insieme delle matrici scalari Z. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Innanzitutto SL, (K) non è vuoto, perché la matrice identica 
In, € SLn(K). Inoltre, se A, B € SL (K), si ha det(A} = det(B) = 1 da cui, per 
il teorema di Binet 4.31 e per il corollario 4.32 (a), 


det(A7*B) = det(A71) det(B8) = det(4)7 det(B)= 1. 


Quindi SL,(K) è un sottogruppo. Dimostriamo che è normale. Se C € GL,(K), 
allora 
det(C-1 AC) = det(A) = 1 
per il corollario 4.32 (b), da cui segue che SL, (K) è normale. 
(b) Innanzitutto T(K) non è vuoto, perché la matrice identica I, € T} (K). 


Siano A, B € T} (K). Utilizzando la definizione dell’inversa di A, si può provare 
che anche A7! € T} (K). Inoltre se AB = C = (cij) e i > j si ha 


N 
Gj = X Gitbis, 
mi 


ove se i > l, au = 0esei < l, allora j < i < L, da cui bı; = 0. Pertanto ci; = 0 per 
ogni î,j= 1,...,nei>j,cioè AB =C € T}(K). 


AIB: 
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Per dimostrare che non è un sottogruppo normale, lo dimostriamo dapprima nel 


caso n = 2, prendendo la matrice lì i) € T} (K) e la matrice r 5) € GLn(K): 


ol 1 


GI) GIGI) CHIGI) 


che non appartiene a T#(K).Il caso n > 2 si ottiene allo stesso modo, completando 
opportunamente le matrici utilizzate nel caso n = 2. 

(c) L'insieme D, (K) non è vuoto, perché la matrice identica I, € D,.(K). Siano 
A = (a), B = (by) € Dn(K). Utilizzando la definizione dell’inversa di A, si può 
provare che A71 = (ag?) € D,.(K). Inoltre se C = AB = (c;;), una semplice 
verifica prova che c;; = 0 se į Æ j e cii = aiibi per ogni i, j = l,...,n. 

Supponiamo |K| > 3, allora esistono due elementi distinti non nulli a # b. 
Supponiamo n = 2 e consideriamo le matrici 


A= i A €Da(K})e B= (i i) € GLa(K) : 


B—!AB = (#03) g Dn(K) perché a-b#0. 


Il caso n > 2 si ottiene allo stesso modo, completando opportunamente le matrici 
utilizzate nel caso n = 2. 

(d) Siano A,B € Z e C € GL,(K). Allora A = aln, B = bIn, per qualche 
a,b € K \ {0} e vale 


AB=abl,, A`! =al, AC =aC = Ca = CA. 


Questo prova che Z è un sottogruppo contenuto nel centro di GL (K). 

Sia A = (a;;) € Z(GLn(K)) e siano È,s le matrici definite nell'esempio 4.23. 
Definiamo B,, = I, + Ers e osserviamo che det(B,,) = 1, ser # s. Quindi 
B.s € GLn(K) per ogni r,s = 1,...n, r 7 s. Fissiamo B,3; poiché A commuta 
con Brys, si ha 


ABr: = A(Ia + Exe) = A+ AErs = Brs4=(In+En)A= A+EnsA, 


da cui si ottiene AE,, = E,sA. Ora la matrice AE, ha tutti gli elementi nulli 
eccetto nella colonna s, data dal vettore colonna (a1r,...,@nr). La matrice Eps A 
ha invece tutte le righe nulle eccetto l’r-esima riga, data dal vettore (a51,..., @sn}- 
Uguagliando queste due matrici, concludiamo che air = 0 per ogni i # r e che 
Arr = Qas. 

Dal fatto che A commuta con B, per ogni r,s = 1,...n, r # s, segue che 
Qir = 0 per ogni ir = 1,...n, i É T € arr = agg per ogni r,s = l,...n, cioè 
AEZ. D 


Osservazione 5.75. Il gruppo G Ln (K) è un gruppo non abeliano per qualsiasi campo 
K e per n > 2, per il punto (d) del lemma 5.74. 
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In modo del tutto analogo si dimostra che anche il sottoinsieme delle matrici trian- 
golari inferiori T3 (K) = {(a;;) € GLn(K): a; = Ose i < j} è un sottogruppo 
di GLn(K). Allora vale il seguente facile lemma. 


Lemma 5.76. L’intersezione del sottogruppo delle matrici triangolari superiori con 
il sottogruppo delle matrici triangolari inferiori è il sottogruppo delle matrici 
diagonali, cioè 

T(K) NA T(K) = Da(K). 


DIMOSTRAZIONE. Sia A = (a;;) € T(K) AT (K); allora a;; = 0 per ogni i < j 
ej<i,i,j =1,2,...,n,dacuia;; = 0 per ogni i # j, i,j = 1,2,...,n, cioè 
A = (aij) € Da(K). L'altra inclusione è ovvia, D 

Vogliamo ora introdurre un altro gruppo lineare, cioè un sottogruppo di GL,,(K). 
Per far questo abbiamo bisogno della seguente definizione. 


Definizione 5.77. Sia A = (a;;) € Mmxn(K); definiamo la matrice trasposta di A 
come la matrice B = (b;;) con b;; = aji. Denotiamo la matrice trasposta di A con 
At = (aji). 


Si prova facilmente che per A, B € Mn(K), si ha (AB)? = BtAt, si veda l’eser- 
cizio 5.34. Ci si può chiedere quando una matrice A € Mn(K) coincide con la sua 
trasposta. Le matrici di questo tipo hanno un nome. 


Definizione 5.78. Una matrice A € M, (K) tale che At = A si dice simmetrica . 


L'insieme di tutte le matrici simmetriche di G Ln (XK) non forma un sottogruppo 
di GL,(K), come si chiede di dimostrare nell’esercizio 5.44. Consideriamo il sot- 
toinsieme di tutte le matrici di GL, (K) tali che l’inversa coincide con la trasposta. 
Dimostriamo nel seguente lemma che questo insieme è un sottogruppo di GLa (K). 


Lemma 5.79. (a) Se A € GLn(K), allora (At)! = (A71)?. 
(b) Sia On(K) = {A € GLn(K): A7? = A}. Allora On(K) è un sottogruppo di 
GLn(K). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia A € GLn(K)e I, la matrice identica di GL (K). Allora 
In = (In)' = (AA) = (ATHY A" 


da cui segue che l’inversa di At, cioè (A‘)-! è proprio (A71)°. 
(b) L'insieme O,(K) non è vuoto perché la matrice identica In € On(K). 
Inoltre se A, B € O,.(K), per (a) e per la definizione di On (K) si ha 


(ATI) = (A)? = (ATHY! = A, 
cioè A_! € On(K). Inoltre 
(AB)! = B-14-! = B'A' = (ABY, 


da cui segue che AB € 0,(K). D 
1 sottogruppi definiti nei lemmi 5.74 e 5.79 hanno i E nomi 
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Definizione 5.80. Il gruppo SLn(K) si chiama gruppo speciale lineare, il gruppo 
On(K) si chiama gruppo ortogonale lineare. 


I gruppi lineari fino ad ora considerati possono essere definiti su qualsiasi campo. 
Infatti nelle definizioni non abbiamo introdotto nessuna ipotesi sul campo K. Pas- 
siamo ora a considerare alcuni casi particolari, specializzando lo studio per esempio 
al campo dei complessi o ai campi finiti. 

Cominciamo con il gruppo Qg dei quaternioni di ordine 8. Lo definiamo come 
sottogruppo del gruppo lineare GL2(C). Anche Qg, come 53, è il più piccolo gruppo 
che gode di diverse proprietà. Ad esempio è il più piccolo gruppo non abeliano di 
ordine una potenza di un primo, o ancora è il più piccolo gruppo non abeliano in 
cui tutti i sottogruppi sono normali. Infine, come dimostriamo nel seguente lemma 
5.81, Qs è l'unione di tre suoi sottogruppi propri. È il più piccolo gruppo che gode 
di questa proprietà? Si veda l’esercizio 5.43. 


Lemma 5.81. Siano 


SR GEO O gafi 
= oij’ I7\-10}° Fo 


elementi di GLa(C) e Qs = {+1, ti, +j, +k}, ove 1 denota la matrice identica Ip. 
Allora: 


(a) 


it =j =kt=1, P=j?=k°=-l, 


ij=k=-ji, jk=i=-kj, ki= j= —ik, 
?=-i, j=-j k°=-k 
(b) Qs è un sottogruppo non abeliano di G Lo (C); 
(c) i sottogruppi di Qg sono (i), (}), (k), Z(Q3) e sono tutti normali; 
(d) Qs è l’unione insiemistica di tre suoi sottogruppi, cioè Qs = (i) U (j) U (k). 


DIMOSTRAZIONE. (a) È un facile esercizio. 

(b) Bisogna verificare che prodotti di elementi di Qg sono ancora elementi di Q8, 
ricordando che la verifica per l’inverso di un elemento di Qg non è necessaria poiché 
Qs è finito, grazie all’esercizio 5.15. 

(c) Qs è un gruppo di ordine 8, quindi, per il teorema di Lagrange 5.52, i suoi 
sottogruppi propri possono avere solo ordine 4 o 2. Se un sottogruppo H contiene i, 
allora contiene (i) e quindi o H = Qs oppure H = (i), poiché (i) = {1, i, —i, —1}. 
Analogamente per i, j, K, -i, -j, -k. Allora l’unica altra possibilità è che H non con- 
tenga nessuno di quegli elementi, cioè H = (—1). Infine i primi tre sottogruppi sono 
normali perché hanno indice 2, grazie all’esercizio 5.40 e il quarto è normale perché 
è il centro del gruppo Qs. 

(d) Ogni elemento di Qs è contenuto in uno dei tre sottogruppi (i), (j), (k). D 


Passiamo ora a considerare un esempio di un gruppo lineare infinito. Il sottogrup- 
po definito nel seguente lemma 5.82 si dice gruppo di Heisenberg e viene utilizzato 
in fisica. 
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i lab 
Lemma 5.82. Sia G l'insieme delle matrici ( 1 ) con a,b,c € Z. Allora G è 
001 
un sottogruppo di GL3(Q) e il centro di G è 


10b 
zo- f(010) sez). 
001 


DIMOSTRAZIONE. La matrice identica /3 € G ed è facile verificare che 


lab lab a 
Nta v’ U n G 
(e, 


lab 1 —a —b + ac 
Ole 0 1 ~c = Íz. 
001 00 1 


Da questo segue che G è un gruppo e che il centro di G è esattamente 


105 
010] :b6Z.. 
001 


Concludiamo il paragrafo con alcune osservazioni riguardanti i gruppi lineari 
definiti su campi finiti. Consideriamo l’insieme Z, delle classi resto modulo p, ove 
p è un primo. Allora (Zp, +, -) è un campo, che denoteremo con F, per ricordare 
che stiamo parlando della struttura di campo definita sull'insieme Zp (F spesso de- 
nota un campo, dall’iniziale della parola inglese “field’’). Possiamo quindi parlare 
di spazi vettoriali sul campo IF. Dalla geometria è noto che ogni spazio vettoriale 
di dimensione n su F, è isomorfo a F}. Inoltre possiamo fissare la base canonica 
di F®, definita da e = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1). 
Osserviamo infine che uno spazio vettoriale di dimensione n su F, ha ordine p”. 

Il gruppo GLn(Fp) è finito, in quanto si tratta di un insieme di matrici i cui 
elementi stanno in un insieme finito. Calcoliamo la cardinalità di M,(Fp) e di 
GLn(Fp). 


D 


Lemma 5.83. Sia F, il campo con p elementi. Allora: 
(a) |Mn(Fp)l=p"; 
(b) |GLn(Fp)| = (p”° — Do" — p)(p” — p°)... (p° ~ p°_>)(p° — p?_!) = 

= pia pt Dgr Dpr? 1)... 1-1). 
DIMOSTRAZIONE. (a) Per ogni elemento di una matrice di M, (F,) si hanno p scelte 
e quindi in totale si avranno pò possibili matrici. 
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(b) Ogni matrice A = (aij) € GL-(Fp) è caratterizzata dalla proprietà 
det(A) 4 0. Dalla definizione di determinante questo implica che, se denotiamo con 
Qi = (ai... Gin) l’i-esimo vettore riga per i = 1,...,n, allora i vettori 21,...,0n 
sono linearmente indipendenti. Pertanto contiamo quante scelte si hanno per ogni 
riga. Per la prima riga œ; abbiamo p” — 1 scelte. Il vettore œz non deve appartenere 
al sottospazio generato da 01, e quindi abbiamo p” — p scelte. Il vettore œ; non deve 
essere combinazione lineare dei precedenti vettori Q1, ..., @;-1 già fissati, cioè non 
deve appartenere al sottospazio vettoriale da essi generato che deve avere dimensio- 
ne ¿į — 1. Quindi si hanno p” — p°—! scelte per l’i-esimo vettore riga œ;. Concludiamo 
che 


|\GLn(Fp)| = (p° — D(p" — p)(p” — p°) -- . (p° — p?) lp” — p~’). 


5.7 Esercizi su gruppi e sottogruppi 


Esercizio 5.1 Sia A un gruppo abeliano, a e b elementi di A di ordine rispettivamen- 
te m ed n, con m,n € Z. Allora l'ordine di ab divide mn. 


Esercizio 5.2 Sia G un gruppo e siano @a1,a2,a3 € G. Provare che l'inverso del 
prodotto ayaza; è l'elemento az az 'a; '. 


Esercizio 5.3 Sia X un insieme e sia A la differenza simmetrica, cioè operazione 
su P(X) così definita: 


A,BEP(X), AAB=(A\B)U(B\A). 


Si provi che (P(X), A) è un gruppo abeliano. Si calcolino i periodi degli elementi 
di (P(X), A). 
Esercizio 5.4 Se o è un ciclo, è vero che anche il suo quadrato 0? è un ciclo? 


Esercizio 5.5 Dimostrare che ogni permutazione in 53 è un ciclo e le uniche 
permutazioni in 5 che non sono cicli sono (12)(34), (13)(24) e (14)(23). 


Esercizio 5.6 Scrivere tutte le permutazioni di Ss e Sg che non sono cicli. 
Esercizio 5.7 Sia o la permutazione di 513 definita come segue: 


_ (1234 5678 9 101112 
77|5671012943118 2 1} 


2,93 ed’. 


Si trovi la decomposizione in cicli disgiunti delle permutazioni o, o 
Esercizio 5.8 Siano o e 7 le permutazioni di S10 definite come segue: 


12345678910 
ne (istoni: È) [bere 


Si trovi la decomposizione in cicli disgiunti dio,7,c0reToo. 
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Esercizio 5.9 Siano o e 7 le permutazioni di Sg definite rispettivamente come segue: 


_ {12345678 _ {12345678 
=| 23416785)? 7758763214}. 


Si dimostri che ør = 7! 


CoT. 


o e si trovi la decomposizione in cicli disgiunti di 0, 7 


Esercizio 5.10 Siano 2 < n € Neo € Sn una permutazione non identica. Se 
o = pi... p+ èla fattorizzazione di o in cicli disgiunti p; di lunghezze }ł;, i = 1,...,t 
rispettivamente, si dimostri che o(a) = m.c.m.{l; : i = 1,..., t}. 


Esercizio 5.11 Sia X = {x,y}. Si dimostri che il sottogruppo generato da X 
coincide con l’insieme 


H = {soya ya... ye ke Ni, nm € Zperi=1,2,...,k}. 
Se x ed y sono permutabili, si dimostri che (X) coincide con l’insieme 
{ey : n,m E€ Z}. 
Esercizio 5.12 Sia X = H U K, dove H e K sono sottogruppi di G. Provare che: 
(a) il sottogruppo generato da X coincide con l’insieme 
{h1kihaka...hsks :s e N4, hi E H, ki € K peri=1,2,...,5}; 
(b) se G è abeliano, il sottogruppo generato da X coincide con l’insieme 
HK = {hk:he H, ke K}. 


Esercizio 5.13 Ricavare la conclusione dell’esercizio 5.11 dal lemma 5.31 e dall’e- 
sercizio 5.12. 


Esercizio 5.14 Si dimostri che l'insieme {(12)(34),(13)(24), (14)(23), id} è un 
sottogruppo di S4. 


Esercizio 5.15 Sia G un gruppo finito. Un sottoinsieme non vuoto H di G è un 
sottogruppo se H è stabile, cioè se ab € H per ogni a, b in H. 


Esercizio 5.16 Sia G il gruppo delle funzioni reali a variabile reale con la som- 
ma, come definito nell’esercizio 4.15. Si dimostri che i seguenti insiemi sono dei 
sottogruppi di G: 


(a) C(R) = {funzioni continue f : R — R}; 

(b) D(R) = {funzioni derivabili f : R > R}; 

(c) T(R) = {funzioni integrabili f : R — R}. 

Esercizio 5.17 Siano G ed H due gruppi e sia G x H il gruppo prodotto diretto 
definito nel teorema 4.19. Si dimostri che i seguenti sottoinsiemi-sono sottogruppi: 
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(a) G1 = {(9, 14): g € G]; 
©) H1={(la,h):hc H}. 


Esercizio 5.18 Sia G un gruppo e sia G x G il gruppo prodotto diretto definito nel 
teorema 4.19. Si dimostri che D = {(9,9) : g € G} è un sottogruppo di G x G. 


Esercizio 5.19 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3 sul campo R generato 
dai vettori e1, €2 ed es. Si dimostri che il sottoinsieme W = {ae + bez : a,b € R} 
è un sottogruppo di V. Si descrivano le classi laterali destre e sinistre di W. 


Esercizio 5.20 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo R e sia W un 
sottospazio proprio di V. Si descrivano le classi laterali destre e sinistre di W. 


Esercizio 5.21 Sia n € N4. Dato il sottogruppo nZ = {nz : z € Z} di (Z, +) si 
calcoli [Z : nZ). 


Esercizio 5.22 Per i gruppi G = (Z2, +), (Zs, +), (Za, +), (Zs, +), (Ze, +), 
(Z7, +), (Zs, +), (Zo, +) (Zio, +) descrivere tutti i sottogruppi H di G e calcolare 
l'indice [G : H]. Determinare qual è il gruppo con il maggior numero di sottogruppi. 


Esercizio 5.23 * Sia G un gruppo infinito e H un sottogruppo di G. Provare che 
|G| = max{[G : #],|#]}. 


Esercizio 5.24 Si dimostri che H = {x + iy € C : 5x + 3y = 0} è un sottogruppo 
del gruppo additivo dei numeri complessi. 


Esercizio 5.25 Elencare tutti i sottogruppi di A4 di ordine 2, 3, 4. 

Esercizio 5.26 Elencare tutti i sottogruppi di 93. 

Esercizio 5.27 Si provi che l’insieme 

S = {p(cos(2kr/3) + isin(2kr/3))| p E R,p>0,kK€Z} 

è un sottogruppo di (C*, -, 1). 

Esercizio 5.28 Sia Q il campo dei numeri razionali e si consideri il gruppo 
G = {(a,b)la,b e Q,a # 0} 

con l’operazione di moltiplicazione definita dalla posizione 
(a,b) - (c,d) = (ac,ad + b). 


(a) Si determini l’unità di G e l’ inverso dell’elemento (a, b) € G. 
(b) Si verifichi che F = {(a,0)|a E Q, a # 0} è un sottogruppo di G. 


Esercizio 5.29 Dimostrare che se H, K ed L sono sottogruppi di un gruppo abeliano 
G, non è detto che valga la legge distributiva del prodotto rispetto all'intersezione, 
come definita prima dell’osservazione 5.41. 
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Esercizio 5.30 Si deduca dal lemma 5.30 che l’insieme L(G) dei sottogruppi di G 
ordinato per inclusione è un reticolo limitato avente G come elemento massimo e 
{1} come minimo. 


Esercizio 5.31 Sia H un sottogruppo di G e g un elemento di G. Si dimostri che #9 
è un sottogruppo di G. 


Esercizio 5.32 Sia Z(G) il centro di un gruppo G. Si dimostri che: 


(a) Z(G) = G se e solo se G è abeliano; 
(b) se G è un gruppo semplice non abeliano, allora Z(G) = {1}. 


Esercizio 5.33 Sia Z(G) il centro di un gruppo G. Se H è un sottogruppo di G, si 
dimostri che Z(H) contiene Z(G) N H. Si mostri con un esempio che l’inclusione 
può essere stretta. 


Esercizio 5.34 Siano A, B € Mn(K), n € N4; provare che (AB)' = B‘A°. 


Esercizio 5.35 Si dimostri che l'insieme G = GL3(Z) delle matrici quadrate di 
ordine 3 a coefficienti interi con determinante +1 forma un sottogruppo di GL3(R}). 


Esercizio 5.36 Sia G il gruppo GLg(F2). 


(a) Si calcoli l'ordine di G; 
(b) si descriva il centro di G; 


1bc 
(c) sia N l’insieme delle matrici | 01 ) con a, b,c € F2. Si dimostri che N è un 
001 


sottogruppo di G. 
Esercizio 5.37 Sia G il gruppo GL2(F3). 


(a) Si calcoli l’ordine di G; 
(b) si descriva il centro di G; 
(c) si trovino almeno due sottogruppi di ordine 3 di G. 


Esercizio 5.38 Sia G un gruppo e Z il suo centro. Dimostrare che: 


(a) per ogni elemento a di G il sottogruppo di G generato da Z e a è abeliano; 
(b) se ab € Z(G), allora ab = ba; 
(c) l’implicazione inversa in (b) non vale in generale. 


Esercizio 5.39 Determinare Z(52), Z(53), Z(S4). 
Esercizio 5.40 Sia G un gruppo e sia N un sottogruppo di G di indice 2. 


(a) Dimostrare che N è normale. 
(b) Dare un esempio di un gruppo G e di un sottogruppo N di G di indice 3 che non 
sia normale. 


Esercizio 5.41 Siano H ed N sottogruppi di un gruppo finito G, con H < N < G. 
Allora [G : H] = [G : N][N : B]. 


Gruppi e sottogruppi 141 


Esercizio 5.42 Siano G un gruppo finito, H un suo sottogruppo di indice p, con p 
primo. Supponiamo che esista g € G \ H tale che gH = Hg. Dimostrare che H è 
normale in G. 5 


Esercizio 5.43 Sia Qg il gruppo dei quaternioni definito nel lemma 5.81. 


(a) Si provi (a) del lemma 5.81. 
(b) Si consideri il sottogruppo V = ((12)(34), (13}(24)) di S4. Si provi che V è 
l’unione di tre sottogruppi propri e si calcoli |V}. 


Esercizio 5.44 Siano K campo e H = {A € GLn(K) : At = A} l'insieme delle 
matrici simmetriche di G Ln (K), si veda la definizione 5.78. Si dimostri che H non 
è un sottogruppo di GL,(K),sen > 1. 


Esercizio 5.45 Sia K un campo. Determinare l'intersezione O,,(K)NT7(K), dove 
Tz (K) è il sottogruppo delle matrici triangolari inferiori. 


Esercizio 5.46 Sia K un campo. Dimostrare che 02(K) non è un sottogruppo 
normale di GL (K). 


Esercizio 5.47 Si considerino i seguenti insiemi di matrici in SL2(R): 


o- {G3) een), {Ceea} 


(a) Dimostrare che U+, U- e D sono sottogruppi di S L2(R). Determinare quali di 
questi sottogruppi sono normali. 
(b) Descrivere l'insieme U7 DU+ dei prodotti 


(25) (02) (3) 


al variare di x,y, d € R con d #0. 


(c) Sia 
fi 
E={_10}: 


SLa(R) = UT DU+t UUT De. 


Dimostrare che 
Esercizio 5.48 Sia G il gruppo di Heisenberg definito nel lemma 5.82 e sia N 
l’insieme delle matrici 
1 2b 2c 
0 1 2a 
00 1 


con a, b, c € Z. Si dimostri che N è un sottogruppo normale di G. 
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Esercizio 5.49 Si calcoli l'ordine del centro del gruppo G = GL3(Fy), dove p è un 
numero primo. 


Esercizio 5.50 Sia G un gruppo e H, K sottogruppi di G. Si dimostri che ogni ele- 
mento di G si scrive in modo unico come prodotto di un elemento di H e di un 
elemento di K se e solo se G = HK e HANK = {1}. 


Esercizio 5.51 * Si consideri un quadrato inscritto in un cerchio di raggio 1 e centro 
Torigine del piano complesso. Siano o la rotazione antioraria di 7/2 radianti con 
centro l’origine del piano complesso e 7 la riflessione rispetto ad una delle diagonali 
del quadrato. Allora o, 7 € Sc € 0, 7 trasformano il quadrato in se stesso. 


(a) Quali sono tutte e sole le altre rotazioni del cerchio su se stesso che trasformano 
il quadrato in sé? 

(b) Qual è l'ordine del gruppo ciclico (0)? 

(c) Sia 7 il ribaltamento del quadrato rispetto ad una delle sue diagonali. Qual è 
l’ordine di 7? 

(d) Si provicherocor=07. 

(e) Che ordine ha il gruppo G = (0,7)? 

(f) Qual è il centro di G? 


Il gruppo G definito in (e) viene chiamato gruppo diedrale e denotato con Ds. 


Esercizio 5.52 * Si consideri un pentagono regolare inscritto in un cerchio di raggio 
1 e centro l’origine del piano complesso. Siano ø la rotazione antioraria di 27/5 
radianti con centro l’origine del piano complesso e 7 il ribaltamento del pentagono 
rispetto ad uno dei suoi assi di simmetria. Allora o,r € Sc € 0, T trasformano il 
pentagono in se stesso. 


(a) Quali sono tutte e sole le altre rotazioni del cerchio su se stesso che trasformano 
il pentagono in sé? 

(b) Qual è l'ordine del gruppo ciclico (0)? 

(c) Qual è l'ordine di 7? 

(d) Si provi che rog oT =0 

(e) Provare che il gruppo G = (o, 7) ha ordine 10 e che Z(G) = {1}. 


-1 


Esercizio 5.53 * Si consideri un esagono regolare inscritto in un cerchio di raggio 1 
e centro l'origine del piano complesso. Siano o la rotazione antioraria di 7/3 radianti 
con centro l’origine del piano complesso e 7 il ribaltamento dell’esagono rispetto ad 
una delle sue diagonali grandi. Allora o,r € Sc € 0, 7 trasformano l’esagono in se 
stesso. 


(a) Quali sono tutte e sole le altre rotazioni del cerchio su se stesso che trasformano 
l’esagono in sé? 

(b) Qual è l’ordine del gruppo ciclico (o)? 

(c) Qual è l’ordine di 7? 

(d) Si provicherocor=o. 

(e) Provare che il gruppo G = (0, 7) ha ordine 12 e che |Z(G)[ = 2. 
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Esercizio 5.54 * Si consideri un poligono regolare P di sette lati inscritto in un 
cerchio di raggio 1 e centro l’origine del piano complesso. Siano g la rotazione anti- 
oraria di 27/7 radianti con centro l’origine del piano complesso e 7 il ribaltamento 
di P rispetto ad uno dei suoi assi di simmetria. Allora o,r € Sc € 0, 7 trasformano 
P in se stesso. 


(a) Quali sono tutte e sole le altre rotazioni del cerchio su se stesso che trasformano 
P insé? 

(b) Qual è l'ordine del gruppo ciclico (0)? 

(c) Qual è l’ordine di 7? 

(d) Si provi che rog or = 07. 

(e) Provare che il gruppo G = (0,7) ha ordine 14 e che Z(G) = {1}. 


Esercizio 5.55 Sia G un gruppo. Definiamo una relazione ~ in G ponendo 
z~y seesolose (x) = (y). 


(a) Si verifichi che ~ è una relazione di equivalenza. 

(b) Si verifichi che per ogni g € G risulta g ~ g71. 

(c) È vero che se g € G è aperiodico allora la classe [g]., di g rispetto a ~ contiene 
esattamente due elementi? 

(d) * Si dimostri che se G è infinito, allora G ha infiniti sottogruppi. 


Esercizio 5.56 Sia G un gruppo e x, y € G. Provare che 0(xy) = 0(y7). 


Esercizio 5.57 Dato un gruppo G possiamo definire la relazione z ~g y se e solo 
se esiste g € G tale che y = x9. Dimostrare che ~ è di equivalenza. 


Esercizio 5.58 Sia G = GL3(R), si consideri il sottoinsieme 


2. 
In 22 

H = 01 n s nEZ 
00 1 


(a) Si dimostri che H è un sottogruppo di G. 
(b) Si provi che H è ciclico e se ne trovi un generatore. 


6 


Omomorfismi e prodotti diretti di gruppi 


Cominciamo il capitolo con la costruzione del gruppo quoziente G/N di un gruppo 
G rispetto ad un sottogrupo normale N. Il secondo paragrafo è dedicato agli omo- 
morfismi di gruppo, nucleo e immagine di un omomorfismo. Esempio rilevante è 
l’omomorfismo canonico m : G — G/N che mette in relazione un gruppo G con 
il suo gruppo quoziente G/N. Nel terzo paragrafo dimostriamo il primo teorema 
di omomorfismo secondo il quale tutti gli omomorfismi suriettivi hanno la forma 
m : G — G/N, a meno di un opportuno isomorfismo. Seguono gli altri due teoremi 
di omomorfismo che chiarischicono la struttura dei quozienti dei sottogruppi e dei 
quozienti del gruppo G. Il gruppo degli automorfismi Aut(G) di un gruppo G viene 
studiato nel quarto paragrafo, in cui viene dimostrato anche il teorema di Cayley, che 
afferma che ogni gruppo è isomorfo ad un sottogruppo di un gruppo di permutazioni. 
Infine il quinto paragrafo è dedicato ai prodotti diretti dei gruppi. 


6.1 Quozienti di gruppi 


Sia G un gruppo e sia N un sottogruppo normale di G. Nel paragrafo 5.4 sono 
state definite due relazioni di equivalenza relative al sottogruppo N, la relazione ~ 
nel lemma 5.44 e la relazione ~’ nel successivo lemma 5.45. Dal fatto che N è 
normale segue che queste due relazioni di equivalenza coincidono. Questo permette 
di definire nell’insieme quoziente G/N delle classi laterali un’operazione binaria 
che lo rende un gruppo. 


Teorema 6.1. Siano G un gruppo e N un sotiogruppo normale di G. Nell’insieme 
delle classi laterali di G/N si definisca il prodotto «N -yN = xyN. Allora (G/N,-) 
è un gruppo, detto gruppo quoziente di G su N. 


DIMOSTRAZIONE. L'operazione - è ben definita, cioè se rN = r;NeyN=y1N, 
allora syN = x1v1N. Infatti si ha x; = che yı = yh’ per opportuni h, K’ € N. 
Allora per il lemma 5.64 e l’osservazione 5.65 si ha ziy, = chyh' = cyh"h' € 
xyN, dove h” è un opportuno elemento di N. Dunque xyN = ziyiN. 
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Verifichiamo la legge associativa. Siano x, y, 2 € G, allora 
(2N -yN)- zN = (zyN}) -zN = ((zy)z)N = 
= (x(yz)) N = 2N - (yzN) = 2N - (yN zN). 


La classe N dell’elemento 1 è l'elemento neutro di (G/N, -), infatti per ogni 
z € G si ha: 


N-aN=1N-xN=(1-x)N=aNexN.-N=xN-IN=(x.1)N=Na. 
Infine se x € G, 
(eN) (e N) =(x-x)N=1N=N e 
(a7!N) (eN)=(eeN)=1N=N, 


quindi la classe x71 N è l’inversa della classe zN. O 


Esempio 6.2. Sia m > 1 un intero. Allora mZ = (m) è un sottogruppo normale di 
Z. La relazione di equivalenza associata al sottogruppo mZ è definita da z ~ y se 
e solo se y — x E mZ, ovvero x =m y. In altre parole, in questo caso troviamo 
la congruenza modulo m introdotta nel paragrafo 3.5. Quindi le classi laterali x + 
mZ coincidono con le classi [x],, dei resti modulo m. Perciò il gruppo quoziente 
(Z/mZ, +) in questo caso coincide con il gruppo (Zm, +) introdotto in precedenza. 


Osserviamo che gli elementi di un insieme quoziente sono classi di equivalenza 
che possono avere diversi rappresentanti. Pertanto, quando si definisce l’immagine 
di una classe dando l’immagine di un rappresentante della classe, bisogna verificare 
che poi la funzione sia ben definita, cioè che se si sceglie un altro rappresentante 
l’immagine sia effettivamente la stessa. 

Vediamolo meglio con un esempio. 


Esempio 6.3. Sia (Ze, +) il gruppo delle classi resto modulo 6 e (Zg, +) il gruppo 
delle classi resto modulo 8. Sia f : Zé — Zg definita da f({x]e) = [2x]s. Osservia- 
mo che [1]s = [7]e, mentre f({t]s) = [2]s # f((7]s) = [6ls: quindi f non è ben 
definita. 

Sia g : Ze — Zg definita da g([x]e) = [4x]s. Se [ele = [yle, allora x = y + 6k 
per qualche k € Z. Quindi 4x = 4y + 24k e pertanto [4x]g = [4y]s. Dunque g è ben 
definita. 


Calcoliamo ora la cardinalità del gruppo quoziente di un gruppo finito. 


Osservazione 6.4, L'ordine di ogni quoziente di un gruppo finito G divide l'ordine 
del gruppo. Infatti se il quoziente ha la forma G/N per qualche sottogruppo normale 
N di G, allora |G/N] = [G : N]. Pertanto [G : N] divide |G] per il corollario 5.53. 
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6.2 Omomorfismi di gruppo 


Un omomorfismo tra due gruppi G ed H è un’applicazione da G in H che rispetta 
la struttura di gruppo. Più precisamente: 


Definizione 6.5. Se G ed H sono gruppi, un omomorfismo di gruppi o morfismo di 
G in H è un’applicazione y: G — H tale che per ogni a,b € G risulti g(ab) = 
P(a)p(b). 

Se è anche biettiva, si dice un isomorfismo. 


Nei gruppi moltiplicativi si usa talvolta la notazione g? e H® per indicare (9) 
e (H), dove g € G e H è un sottoinsieme di G. 
Proviamo alcune proprietà degli omomorfismi. 


Lemma 6.6. Sia p : G — H un omomorfismo tra due gruppi G e H. Allora: 
(a) e(1c)= ly; 
(b) (27!) = ((x))"! per ogni x € G; 
(c) g(e") = (p(z))" per ogni x € G, n € Z. 
DIMOSTRAZIONE. (a) Poiché (1c)l# = (16) = £(1clc) = £(1e)g(1c), 
applicando la legge di cancellazione si ottiene 1g = (16). 

(b) Dal fatto che 1y = (lg) = g(e27) = e(e)g(x7), per l’unicità 
dell’inverso, segue che ((2)) 71 = g(r7!). 

(c) Lo proviamo per induzione su n, nel caso in cui n > 0. Il caso n = 0 lo 
abbiamo provato in (a). Supponiamo ora vero l’enunciato per n — 1; allora 

p(s”) = p(e iz) = o(a" p(z) = (pla) ple) = ((2))". 


"Fer n <U si pone $ = 4 e si vitilizzano ò) ela formia dimostrata per 
n>0. O 


Diamo una relazione tra i generatori di un gruppo e i generatori dell’ immagine 
tramite un omomorfismo. 


Lemma 6.7. Siano G, H gruppi, X C G e f :G — H un omomorfismo suriettivo; 


(a) se X genera G, allora f(X) genera H; 
(b) se G è ciclico, allora H è ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia G = (X). Se h € H, esiste g € G tale che h = f(g). 
Essendo G = (X) esistono z1,- ., £p E€ X U X`! tali che g = z1 ...x,. Allora 


y = f(9) = f(£1 ...£7) = f(21)...f(er) e (f(X)) 


che prova H = (f(X)). 


(b) Se G è ciclico, esiste g € G tale che G = (g) e quindi H = (f(9)) è ciclico. 
Q 


Dato un omomorfismo  : G — H, possiamo definire l’immagine di p 
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Im(g) = g(G) = G? = {xf :x € G} 


e il nucleo di y 
ker(g) = {z E G:2°=1y}. 


Proposizione 6,8. Sia p: G — H un omomorfismo di gruppi. Allora: 


(a) Im() è un sottogruppo di H; 
(b) ker() è un sottogruppo normale di G. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Im(«) non è vuoto perché (16) = 1y. Dati y, 2 € Im(g), 
si ba y = p(x) e z = p(t) per qualche x,t € G. Allora 


y~! = (p(2)) plt) = p(t elt) = p(t) € Img). 


Quindi per il lemma 5.29 Im({y) è un sottogruppo. 
(b) Per (a) del lemma 6.6 si ha 1G € ker ọ. Inoltre, se x,y € ker ọ, si ha 


pzy) = p(l) = p(z) "la = 1a, 
poiché y(x) = p(y) = 1. Per il lemma 5.29 kerg è un sottogruppo di G. 
Verifichiamo che ker è un sottogruppo normale. Sia x € G e a € ker g. Allora 
p(rar 1) = p(2)p(ap(17!) = p(s)lp(s) = (2071) = 1, 


quindi rar! € kery. O 


Lemma 6.9. Sia p : G + Gi un omomorfismo di gruppi. Allora: 


(a) p(x) = ply) per r,y € G se e solo se y € x ker p; 
(b) p7*(0(x)) = zker g per ogni x € G; 
(c) œ è iniettivo se e solo se ker(g) = {1}. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Abbiamo 


yl) =p) > d(oy)=1 > dee) > 
o(e7°1y)=1 «> a7yelkerp > yerkero. 


(b) Segue da (a). 
(c) Da (b) segue che ker() = {1} se y è iniettivo. Se ker(4) = {1}, allora (a) 
implica che ọ è iniettivo. O 


Osservazione 6.10. L'insieme delle classi laterali G/ ker y risulta essere l’insieme 
quoziente definito in 1.47 rispetto alla relazione di equivalenza definita nel lemma 
544. 


Vediamo ora che ogni sottogruppo normale risulta essere il nucleo di qualche 
omomorfismo. 
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Esempio 6.11. Siano G un gruppo ed N un sottogruppo normale di G. Si consideri 
l'applicazione canonica 7 : G + G/N definita da (x) = «N. È facile vedere che 7 
è un omomorfismo. Inoltre 7 è suriettivo e kerm = N. Chiameremo 7 : G + G/N 
omomorfismo canonico. 


Abbiamo già visto che il nucleo di un omomorfismo è un sottogruppo normale. 
L'esempio 6.11 dimostra che in effetti i sottogruppi normali sono in biezione con i 
nuclei di omomorfismi. 

Se K < G, allora denotiamo con KN/N il sottoinsieme (K) = {kN : 
k € K} di G/N. Vedremo nel seguito che il sottoinsieme KN/N = 7(K) è un 
sottogruppo di G/N. 


6.3 I teoremi di omomorfismo per i gruppi 


In questa sezione vogliamo presentare i teoremi di omomorfismo che mettono in luce 
le relazioni esistenti tra i gruppi quozienti e gli omomorfismi. 


Teorema 6.12. Sia  : G — H un omomorfismo e x : G — G/ ker y l’omomorfi- 
smo canonico. Allora: 


(a) esiste un omomorfismo iniettivo © : G/kerp — H tale che Gon = p; 
(b) © è un isomorfismo se e solo se è suriettivo. 


DIMOSTRAZIONE. Definiamo l'applicazione 4 ponendo per ogni x € G 


Plz ker g) = p(z). 


Allora per F osservazione 6.10 e il teorema 1.49 la funzione Ø è ben definita e vale 
POT= E. 
Per vedere che Ø è un omomorfismo notiamo che 


P(xkerp-ykerg) = P(cyker p) = (29) = p(2)0(y) = dx ker p)Ø(y ker p). 


Inoltre, se (x ker p) = 1, allora (x) = 1 e quindi x € ker g. Pertanto ø è iniettivo. 
Questo conclude la dimostrazione del punto (a). 

Per il punto (b) basta notare che essendo $ iniettivo, Ø è un isomorfismo se e solo 
se Ø è suriettivo. Poiché 7 è suriettivo, questo è equivalente al fatto che y = for 
sia suriettivo. O 


Ricaviamo immediatamente il segnente corollario. 


Corollario 6.13. (Primo teorema di omomorfismo) Sia y : G > H un omomorfi- 
smo di gruppi. Allora 
G/ker p = Im(g). 


Poiché questo corollario si usa prevalentemente nel caso di omomorfismi suriet- 
tivi, diamo esplicitamente anche questo caso particolare. 
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Corollario 6.14. Sia y : G — H un omomorfismo suriettivo di gruppi. Allora 
H=G/kerg. 


L'unico vincolo per un’applicazione suriettiva X — Y tra insiemi finiti è dato 
dal principio di Dirichlet 1.38 ed è |X| > |Y |. Dal corollario 6.14 ricaviamo infor- 
mazioni molto più precise su queste cardinalità nel caso di omomorfismo di gruppi 
finiti. 


Corollario 6.15. Sia y : G — H un omomorfismo suriettivo di gruppi. Se G è finito, 
allora | ker p| e |H| dividono |G|. 


DIMOSTRAZIONE. Sia N = ker ọ. Allora |N] divide |G] per il corollario 5.53. Per 
il corollario 6.14 H = G/ ker ọ e quindi possiamo applicare l'osservazione 6.4. O 


Il seguente teorema prende il nome di teorema di corrispondenza e mette in 
relazione i sottogruppi di un gruppo con le loro immagini tramite un omomorfismo. 


Teorema 6.16. Sia p : G — H un omomorfismo di gruppi e N = ker yọ. 
(a) Per ogni K < G risulta (K) < H; in particolare p(G) < H. Inoltre, 


se KZG, allora y(K) < (G). 
(b) Per ogni L < H risulta N < 07*(L) < G. Inoltre, 
se LIH, allora 71 (L) aG. 
(c) Per ogni K < G, si ha 
7 (0(K)) = KN/N = {2N :2 € K} 


plyt (L)) = LN (G) per ogni L < H. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia K < G. Allora 16 € K e pertanto 1g = (16) € y(K}. 
Se u,v € (K), allora esistono x,y € K tali che u = p(x) e v = p(y). Ora 


uiw = (2) ply) = (e) = (ey) € AK), 


poiché x-1y € K in quanto K < G. Supponiamo K < G. Sia u € g(G) e 
v € (K); allora u = p(z) e v = p(y) con z € G ey € K. Si ha cya € K 
poiché K < G, quindi 


uvu™? = p(ayr!) € p(K). 
(b) Analogamente al punto (a) si dimostra che p™1{L) < G per ogni L < H. 


Poiché N = 47!(1), siha N < y7!(L). Supponiamo ora L < H. Siaz € Ge 
z € p71 (L). Allora (z) € Le quindi 
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p(e2271) = p(2)p(2)0(2)7! € L 


poiché L < H. Questo implica 22771 € p7} (L) e prova che p71(L) < G. 

(c) Osserviamo che x € 71((K)) se e solo se p(z) € 9(K). In altre parole 
x € p7! (p(K)) se e solo se y(x) = p(y) per qualche y € K. Per il lemma 6.%Ua), 
x € yN per qualche y € K. Questo dimostra che 


e Mo(K))= | yN = KN. 
yEK 


Resta da notare che p(y! (L)) C Le (p7! (L)) C (G). Da queste due 
inclusioni segue immediatamente 
p(p7(L)) CLN (G). 
L’inclusione 
LNg(G) € p(p (1) 
è ovvia. O 
Corollario 6.17. Siano p : G — H un omomorfismo di gruppi e N = ker . Siano 
inoltre 


(a) S l'insieme dei sottogruppi di G contenenti N e 
(b) S' l’insieme dei sottogruppi di H contenuti in (G). 


Allora l'applicazione che ad ogni K € S associa g(K) è una biezione tra S e S'. 
Inoltre K € S è normale in G se e solo se p(K) € S' è normale in (G). 


DIMOSTRAZIONE. Poiché (K) € S’ per ogni K € S, si definisce un'applicazione 
8 : S — S' ponendo (K) = (K). Per (b) e (c) del teorema 6.16, p_1{L) € S 
e L = g(7*(L)) per ogni L < p(G). Quindi $ è suriettiva. Per vedere che © è 
anche iniettiva prendiamo K, Kı € S con 


DK) = g(K)=g(K1)= (Kı). 
Di nuovo per il punto (c) del teorema 6.16 e dal fatto che N < K, si ha 
K=g(0(K)= 97 (y(K1)) = Kı. 


Osserviamo infine che l’ultimo enunciato viene direttamente dal teorema 6.16 (a) e 
(b), osservando che K = 97!((£)). O 


Un caso particolare dell’ultimo corollario ha rilevanza particolare. Si tratta del- 
l’omomorfismo canonico 7 : G — G/N rispetto ad un sottogruppo normale N di 
un gruppo G. 


Corollario 6.18. (Secondo teorema di omomorfismo) Siano K un sottogruppo ed 
N un sottogruppo normale di un gruppo G. Allora NNKZA Ke 


K/KON KN/N. 
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la restrizione y = T|]g : K + (K) dell’omo- 
morfismo 7 : G + G/N. Poiché (XK) = (KN), il sottogruppo g(K) coincide 
con il quoziente K'N/N. D'altra parte 


kerp= {x € K:g(x)=1}= KNkerge= KAN. 
Per il primo teorema di omomorfismo 6.13 risulta K/K N N = KN/N. O 
Corollario 6.19. Siano y : G — H un omomorfismo suriettivo di gruppi, N = 
kery e K sottogruppo di G, con N < K < G. Allora K < G se e solo se g(K) 2 


H; in tal caso 
G/K  H/9(K). 


DIMOSTRAZIONE. Segue dal corollario 6.17. Per dimostrare l’ isomorfismo 
G/K ® H/g(K) 
si consideri l’omomorfismo canonico 7’ : H — H/y(K) e sia 
G=r'0p:G+ H/g(K). 
Allora 
ker = {x € G : P(x) = 1u/p(e)} = {2 E G : p(x) € p(K)} = K. 
Per il corollario 6.14 G/ ker Ø = G/K = H/g(K). D 


Dimostriamo infine il terzo teorema di omomorfismo, che prende in considera- 
zione due sottogruppi normali di un gruppo G e ne studia i rispettivi quozienti. 


Corollario 6.20. (Terzo teorema di omomorfismo) Siano N, K sottogruppi nor- 
mali di un gruppo G e N < K. Allora 


K/N4G/N e G/K®(G/N)/(K/N). 


DIMOSTRAZIONE. Ovviamente, K = KN in quanto N < K. Sia m, : G > 
G/N la proiezione canonica relativa ad N. Per il corollario 6.19 il sottogruppo 
mi(K) = KN/N = K/N è un sottogruppo normale di G/N. Ora l’isomorfismo 
G/K 2 (G/N)/(K/N) segue immediatamente dal corollario precedente applicato 
all’omomorfismo 71 :G + G/N. O 


Applichiamo i teoremi di corrispondenza per determinare tutti i sottogruppi di 
Zm. 


Esempio 6.21. Applicando i risultati precedenti al caso G = Z, N = mZ e r la 
proiezione canonica da Z in Zm si ricava la seguente descrizione dei sottogruppi di 
Zm = Z/mZ. Sia L < Zm. Per K = n`! (L) si ha K = nZ per qualche n > 0. 
Poiché mZ < nZ, si ha m € nZ e di conseguenza n divide m. Quindi i sottogruppi 
L di Zm hanno la forma L = nZ/mZ per qualche n che divide m. Per esempio i 
soli sottogruppi propri non banali di Zg sono 2Z/6Z e 3Z/6Z. 
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6.4 Il gruppo degli automorfismi di un gruppo 


L'insieme di tutti gli omomorfismi di G in H si denota con Hom(G, H). Questo 
insieme non è mai vuoto, infatti esiste sempre un omomorfismo da un gruppo G ad 
un gruppo H: l’omomorfismo banale b : G — H che manda ogni elemento di G 
nell’identità 1g di H. 

Un omomorfismo di un gruppo G in se stesso si dice un endomorfismo di G, se 
l’omomorfismo è biettivo si dice un automorfismo. 


Lemma 6.22. Sia G un gruppo. L’insieme 
End(G) = {p : G + G : p è un omomorfismo} 
con la composizione di applicazioni è un monoide. 


DIMOSTRAZIONE. Siano , % € End(G); allora per ogni x, y € G si ha 
(2° pzy) = (427) = A(0(2)V(Y)) = 
= pll hely) = (p 0 Yp o 4y), 


che prova che y o Ņ% € End(G). L'applicazione identica idg è un omomorfismo, 
quindi idg € End(G), da cui segue che End(G) è un monoide. O 


L'insieme degli elementi invertibili di End(G) è un gruppo per l’esercizio 4.17. 


Befinizionnv >. 'Leampariagiaanmimvetibbli VANO) nhin Lerappa 
degli automorfismi di G e si denota con Aut(G). Pertanto 


Aut(G) = {p:G—G taleche y è un automorfismo} 
e (Aut(G), 0) è un gruppo. 
Un esempio molto importante di automorfismo di un gruppo G è il coniugio. 


Definizione 6.24. Siano G un gruppo e a € G. Il coniugio è l'applicazione Ya : 
G — G definita da w,(x) = ara = x° per ogni x € G. 


Lemma 6.25. Siano G un gruppo e a € G. Allora l'applicazione pa è un automor- 
fismo per ogni a € G. 


DIMOSTRAZIONE. Si ha: 
palsy) = a (cy)a = (a'!ra)(a7!ya) = pa(2)pa(4). 
Dimostriamo che 4-1 è l’inversa di a. Infatti 
(Pa 0 Pa-1)(1) = Palpa- (2)) = palaza?) = 
= aara!)a = (a` taje(aa™}) = z. 
Quindi Ya © Ya- = Y1 = idg. D 


L’automorfismo Ya si chiama anche automorfismo interno. Denotiamo con Inn(G) 
l'insieme {Ya : a € G} degli automorfismi interni di un gruppo G. 
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Lemma 6.26. Sia G un gruppo. Allora Inn(G) è un sottogruppo di Aut(G) e vale 
Inn(G) S G/Z(G). 
DIMOSTRAZIONE. Definiamo l'applicazione F : G — Aut(G) tramite 
F(a) = pa-1. 
Dimostriamo che F è un omomorfismo, cioè per a,b € G si ha 
F(ab) = F(a)o F(b), cioè (ab)-1 = Pa-1 O Pp-1. 
Infatti per ogni x € G si ha 
ras): (2) = (ab)e(ab)= = a(bab=!)a! = pa-1 (b207?) = 


= Pa-1(P5-1(2)) = (Pa~: 0 8-1)(2). 


L immagine di F' è per costruzione Inn(G}), che risulta pertanto essere un sottogruppo 
di Aut(G) per il lemma 6.8. Calcoliamo il nucleo di F 


ker(F)= {a € G : pa- = ide}, 


cioè per ogni x € G si ha yą-1 (£) = x, da cui aza—1 = g e quindi ax = za. Allora 


a € ker(F) se e solo se a € Z(G). Applicando il primo teorema di omomorfismo 
6.13, si ottiene 


G/ker(F) 2 Im(F) = G/Z(G) = Inn(G), 
che conclude la dimostrazione. O 


Dal lemma 6.26 segue che Ya risulta essere l’identità se e solo se a è un ele- 
mento centrale. Pertanto G è un gruppo abeliano se e solo se Pa è l'identità per ogni 
elemento a di G. Nell'esercizio 6.11 si chiede di dimostrare che inoltre Inn(G) è 
contenuto nel centro di Aut(G). 


Vogliamo dimostrare che ogni gruppo può essere visto come sottogruppo di un 
gruppo di permutazioni. Questo significa che dato un qualsiasi gruppo G esiste un 


omomorfismo iniettivo da G nel gruppo Sx di tutte le permutazioni di un insieme 
X. 


Teorema 6.27. (Teorema di Cayley) Sia G un gruppo. Allora G è isomorfo ad un 
sottogruppo di un gruppo di permutazioni. 


DIMOSTRAZIONE. Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme supporto di G. 
Per ogni g € G, definiamo 


Hig:G-+G con pgy(x)=gx perognir EG. 


Dimostriamo che jg è una biezione per ogni g € G. Infatti g(x) = 45(y) se e solo 
se gz = gy, da cui segue per la legge di cancellazione che x = y. Inoltre se y € G, 
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poniamo x = g*y, da cui segue che g(x) = gx = y. Allora jg è biettiva ed è 
pertanto un elemento di Sg. Sia ora p : G — SG definita da u(9) := 4g per ogni 
g € G. Dimostriamo che 4 è un omomorfismo iniettivo. Siano 91,92 € G, allora 
149192) = 149:92- Per far vedere che coincide con Hg, © Hg, dimostriamo che queste 
due permutazioni coincidono su ogni elemento dell’insieme su cui sono definite. Per 
x € G, vale 


(Hg © #492)(%) = Hg, (Hoa (©) = Ho, (922) = 91(920) = (9192)£ = {tg g2(2). 


Allora u è un omomorfismo. Per controllare che p è iniettivo è pertanto sufficiente 
calcolare ker(u) = {g € G : (g) = id}. Allora g € ker(4) se e solo se ug = id, 
cioè ug(x) = gr = x per ogni x € Ge quindi g = 1. Concludiamo che G è 
isomorfo a (G), sottogruppo di Sc. O 


Nel quinto capitolo abbiamo introdotto rispettivamente nei paragrafi 5.2 e 5.6 i 
gruppi di permutazioni e i gruppi lineari. Il teorema di Cayley suggerisce l’impor- 
tanza dei gruppi di permutazioni, in quanto ogni gruppo si può vedere “immerso” in 
un gruppo di permutazioni. Se il gruppo G è finito, possiamo trovare un’immagine 
isomorfa a G in un gruppo lineare, come dimostrato nel corollario 6.29. Iniziamo la 
costruzione di questo omomorfismo. Sia o una permutazione in Sp, n € N} e sia 
K un campo. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione ne B = {v1,..., Un} 
una base di V. È noto dalla geometria che l’insieme delle applicazioni lineari da V 
in se stesso è isomorfo al gruppo delle matrici invertibili GL,(K). L’isomorfismo 
viene costruito fissando una base B di V ed associando ad un'applicazione lineare 
f di V in sé la matrice che ha come colonne le immagini tramite f dei vettori della 
base 5, espressi come combinazione lineare dei vettori della stessa base B. 

Sia fo l'applicazione lineare definita sugli elementi di 8 da fe (vi) = vo(i); Per 
ogni i = 1,..., n. Denotiamo con Ag la matrice di fo rispetto alla base B. Allora Ag 
è una matrice di GL,,(K) tale che in ogni colonna c’è un unico 1 e gli altri elementi 
sono uguali a 0. Una matrice siffatta si dice matrice di permutazione. Proviamo che 
l’applicazione che manda una permutazione o nella relativa matrice di permutazione 
Ac è effettivamente un omomorfismo, che permette di “rappresentare” il gruppo 
delle permutazioni su un insieme finito come un sottogruppo di matrici. 


Lemma 6.28. L'applicazione f : Sn — GLn(K) tale che f(c) = Ag è un 
omomorfismo di gruppi. 


DIMOSTRAZIONE. Siano 0,7 € Sn; allora 
foor(vi) = Voor(i) = YVo(r(i)) 7 foltra) = falfr(vi)) i (fo 9 frv). 


Poiché la matrice della composizione fo © fr delle funzioni lineari fọ e fr coincide 
con il prodotto delle matrici di fọ e f+, possiamo concludere che Asor = Ag Ar. 
O 


Corollario 6.29. Sia G un gruppo finito. Allora G è isomorfo ad un sottogruppo del 
gruppo lineare GL,,(K) per un opportuno n € N4 e per qualsiasi campo K. 
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DIMOSTRAZIONE. È una conseguenza del teorema 6.27 di Cayley e del lemma 6.28, 
è sufficiente comporre i due omomorfismi ivi descritti. O 


Un teorema simile si può dimostrare anche per gruppi infiniti, ma è necessario far 
ricorso ai gruppi di trasformazioni lineari degli spazi vettoriali di dimensione infinita. 

Costruiamo ora un altro omomorfismo di gruppi, sempre legato ai gruppi lineari. 
Dato il campo K, dalla definizione di campo si deduce che l’insieme K* = K \ {0} 
con il prodotto è un gruppo, che chiamiamo il gruppo moltiplicativo del campo K. 


Lemma 6.30. Sia n € N4. Allora la funzione determinante det : GL, (K) > K* è 
un omomorfismo suriettivo di gruppi, il cui nucleo è SL,(K) e GLn(K)/SLn(K)® 
K*. 

DIMOSTRAZIONE. Poiché le matrici in GL,(K) hanno il determinante non nullo, la 
funzione det è ben definita. Grazie al teorema di Binet 4.31, si ha 


det( AB) = det(A) det(B), 


per ogni A,B € GLn(K). Pertanto det è un omomorfismo. Sia k € K* e sia 
A = (a;;) la matrice di GL,(K) con a, = k, a; = 1 per ogni i = 2,...,ne 
aij = 0 per ogni i,j = 1,..., n, i # j. Allora det(A) = k e quindi det è suriettiva. 
Ricordando la definizione di SL,(K) = {A € GL,(K) : det(A) = 1} è chiaro 
che SLn(K) = ker(det). Si conclude applicando il primo teorema di omomorfismo 
6.13. D 


Consideriamo una trasposizione 7 = (ij) € Sn e la matrice A. Osserviamo che 
scambiando la i-esima colonna con la j-esima colonna di A, otteniamo la matrice 
identica I, e quindi det(A,) = — det(I,) = — 1. Sia o € Sn; allora o è un prodotto 
di trasposizioni, a = 710720...07r. Pertanto utilizzando i lemmi appena dimostrati, 


det(A,) = det(A4,,A4,,...Ar,})= 
= det(A,,) det(A,,)...det(A,,) =(—1)” = sgn(0). 
Questi semplici fatti permettono di dimostrare il seguente lemma. 


Lemma 6.31. Sia n € N, n > 2. La funzione sgn da Sn al sottogruppo moltiplica- 


tivo {-1,1} di K* è un omomorfismo suriettivo di gruppi, il cui nucleo è il gruppo 
alterno An, che risulta quindi essere un sottogruppo normale di Sn di indice 2. 


DIMOSTRAZIONE. Il lemma 5.22 prova che sgn(f o g} = sgn(f) sen(9), quindi sgn 
è un omomorfismo di gruppi da S» a {—1, 1}. Inoltre sgn(id) = 1 e sgn(7) = —1 
se T è una trasposizione, da cui segue che sgn è suriettivo se n > 2. 

Una dimostrazione alternativa è data dall’osservazione che la funzione sgn è la 
composizione dell’omomorfismo f definito nel lemma 6.28 con l’omomorfismo det 
da GLn(K) a K*. Per quanto osservato subito prima del lemma, si ha 


sgn(o) = det(A4,) = det(f(0)) € {1,-1}. 


Il nucieo dell’applicazione sgn è esattamente il sottogruppo di tutte le permutazioni 
pari, cioè il gruppo alterno An. Allora il gruppo alterno è un sottogruppo normale di 
Sn e per il primo teorema di omomorfismo 6.13 si ha Sn/An 2 {-1,1}. O 
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6.5 Prodotto diretto di gruppi 


Nel teorema 4.19 è stato definito il prodotto diretto H x K di due gruppi H e K edè 
stato dimostrato che H x K è un gruppo con l’operazione definita “componente per 
componente”. 

In questo paragrafo analizzeremo meglio la struttura dei prodotti diretti. Mo- 
streremo in particolare che un gruppo G è isomorfo ad un prodotto diretto di due 
gruppi se e solo se G possiede due sottogruppi normali che generano tutto G e la cui 
intersezione è identica. Cominciamo dimostrando che le proiezioni, come sono state 
definite sugli insiemi, sono degli omomorfismi. 


Lemma 6.32. Siano pı : H x K — Hep,: H x K — K le due proiezioni 
definite da pı((h,k)) = k e p2((h,k)) = k. Allora pi e pz sono omomorfismi. 
Inoltre ker p, S K e ker pm S H. 


DIMOSTRAZIONE. Se h, hı E H e k, kı € K si ha 
pi ((h, k)(hi, k1)) = pi((hhħı, kki)) = hhi = pi ((h, k))pi((hi, k1))- 


Analogamente si dimostra che po è un omomorfismo. I nuclei K = ker pe H = 
ker p2 sono sottogruppi normali di H x K. Questo si vede facilmente anche dalla 
forma esplicita 


K={(15,k):keK}={lg}xK e H={(h,1xr):he H}=Hx {1x}. 


Infine i : K — K e j : Ë —> H, definiti da i(1g,k) = ke j(h, 1g) = h per ogni 
he Hek € K sono isomorfismi che permettono di identificare i gruppi H e K 
rispettivamente con i sottogruppi H e K del prodotto diretto H x K. O 


Dalla dimostrazione del lemma 6.32 segue il corollario 6.33 che permette di 
scrivere G come prodotto di due suoi sottogruppi normali. 


Corollario 6.33. Sia G = H x K il prodotto diretto di due gruppi H e K. Allora 


esistono due sottogruppi normali HeKdiHxK, isomorfi rispettivamente ad H e 
K tali che 


(a HNK={1}e 
(b) G = HK. 


DIMOSTRAZIONE. Basta prendere K =ker pı e H = ker p2 come nel lemma 6.32. 
I sottogruppi K e H sono normali perché sono nuclei di omomorfismi. Inoltre (a) è 
ovvio dalla definizione di H e K. Per (b) basta notare che se (h, k) € H x K, allora 
(h,k) = (h,1x)(17g,k). Possiamo scrivere anche 


(h, k) = (La, k)(h, 1x) 


poiché ogni elemento di Hè permutabile con ogni elemento di Š. O 
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Quando non ci saranno ambiguità identificheremo i gruppi H e K con Hek 
rispettivamente. 

Vogliamo provare che il corollario 6.33 caratterizza i prodotti diretti di gruppi. 

Ricordiamo che in generale il prodotto di due sottogruppi non è un sottogrup- 
po, ma nel caso di sottogruppi normali è ancora un sottogruppo normale, come 
dimostrato nel lemma 5.69. 

Sia G un gruppo che possiede due sottogruppi normali H e K che godono delle 
seguenti due proprietà: 


(a) HNK={l}e 
(b) G = HK. 


Osserviamo che i due sottogruppi H e K di G sono in particolare dei gruppi. 
Quindi possiamo considerare il loro prodotto diretto H x K. Dimostreremo nel teo- 
rema 6.35 che in questo caso G è isomorfo al prodotto diretto H x K. Per far questo 
necessitiamo prima di un lemma. 


Lemma 6.34. Siano G un gruppo, H e K due sottogruppi normali di G tali che 
H N K = {1}. Allora ogni elemento di H commuta con ogni elemento di K. 


DIMOSTRAZIONE. Siano h € H e k € K. Allora hkh! € K per il lemma 5.64 
poiché K è normale. Inoltre 47! € K, perciò concludiamo che hkh7!k7! € K. 
Analogamente, dato che h7! € H e H è normale, dal lemma 5.64 segue che 


kh1k7! e H. 
Di conseguenza anche hkh7!k-! € H. Questo dimostra che 
hkh k e KNH={1} > hkh k al > hk= kh: 
O 
Dimostriamo ora il teorema. 


Teorema 6.35. Siano G un gruppo, H e K due sottogruppi normali di G tali che 
(la) HNK={1}e 

(b) G = HK. 

Allora G S H x K. 

DIMOSTRAZIONE. Definiamo f : H x K — G con f(h,k) = hk. Per il punto (b) 


f è um applicazione suriettiva. Proviamo che f è un omomorfismo. Siano h, hı € H 
e k, kı € K. Allora kik = kh; per il punto (a) e il lemma 6.34. Quindi 


F((A, k)(h1,k1)) = f( (khi, kki)) = hhikkı = hkhikı = f((h, k))f((hi, k1)). 


Per verificare che f è iniettiva basta vedere che ker f = {1}. Se f(k, k) = 1, 
allora hk = 1 e quindi k = k`! € Ħ N K e per il punto (a) abbiamo h = k = 1. 
Abbiamo così dimostrato che f è un isomorfismo. O 
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Le condizioni (a) e (b) del teorema 6.35 si ricordano facilmente. Si tende invece 
a dimenticare l’altra ipotesi essenziale del teorema e cioè che i due sottogruppi H e 
K devono essere normali. Tale condizione è invece essenziale: se non sono normali, 
il teorema non è più vero, come dimostreremo nell’esempio 6.39. 


Le condizioni richieste nel precedente teorema 6.35 sono in particolare soddi- 
sfatte nel caso di un gruppo finito con due sottogruppi normali propri di ordine 
coprimo. 


Teorema 6.36. Siano G un gruppo, H e K due sottogruppi normali di G tali che 
|H|=me|K|=n, m,n € N4. Supponiamo che 


(a) (m,n)=le 
(b) |G| = mn. 


Allora GSH x K. 


DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo che H N K = {1} e G = HK. 

Poniamo } = |H N K]. Applicando il teorema di Lagrange 5.52 al gruppo H e 
al suo sottogruppo H N K ricaviamo che } divide m. Analogamente ricaviamo che 
I divide n. Allora ! divide (m, n). Da (m,n) = 1 concludiamo che | = 1 e quindi 
HNK={1} 

Ora poniamo s = |H.K|. Applicando il teorema di Lagrange al gruppo H K 
e al suo sottogruppo H ricaviamo che m divide s. Analogamente ricaviamo che n 
divide s. Allora anche il minimo comune multiplo mn di m ed n divide s. Poiché 
s < |G| = mn, concludiamo che s = mn e quindi HK = G, da cui per il teorema 
6.35 si conclude che G H x K. O 


Nel caso dei gruppi abeliani, poiché ogni sottogruppo è normale, le due prece- 
denti condizioni si ridurranno a: 
Corollario 6.37. Sia G un gruppo abeliano e siano H ed K due sottogruppi di G 
tali che |H| = m e |K| = n, m,n € N4. Supponiamo che 
(a) HNK = {1} oppure (m,n) =1e 
(b) |G| = mn. 
Alloa GS H x K. 


Vediamo ora alcune applicazioni di quanto appena dimostrato, nel caso di alcuni 
gruppi abeliani di ordine piccolo. 


Esempio 6.38. Sia H il sottogruppo di Zę generato da [2]g e sia K il sottogruppo 


generato da [3]g. Allora |K] = 2 e |H| = 3 sono coprimi e |Zg| = 2-3. Per il 
corollario 6.37 Zé = H x K. 


Esempio 6.39. Consideriamo il gruppo G = S3 e i suoi due sottogruppi H = ((12)) 
e K = ((123)). Allora 

(a) HNK={1}e 

(b) G= HK. 
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Pertanto per il teorema 6.35 53 S H x K = Za x Z3 = Ze. Quindi S3 è isomorfo 
ad un gruppo ciclico di ordine 6 e pertanto contiene un elemento di ordine 6. Ma gli 
elementi di S3 hanno tutti ordine 1, 2 o 3. Dov'è l'errore? 


Le dimostrazioni fatte finora non richiedono nessuna ipotesi sul gruppo G. Ini- 
ziamo a “specializzare” il nostro studio per avviarci a studiare i gruppi abeliani finiti. 
Calcoliamo l’ordine degli elementi di un prodotto Ħ x K di gruppi H e K in funzione 
dell’ordine delle loro proiezioni. 


Proposizione 6.40. Siano H e K due gruppi e sia z = (x,y) un elemento del pro- 
dotto diretto H x K. Allora l'ordine di z è finito se e solo se sono finiti gli ordini di 
x e y. In tal caso l'ordine di z è il minimo comune multiplo degli ordini o(x) e o(y). 


DIMOSTRAZIONE. Se 2°" = 1 per qualche intero m, allora (x”*,y") = (1g,1lg)e 
quindi x” = ly e y™ = 1x. Di conseguenza gli ordini di x e y sono finiti qualora 
sia finito l'ordine di z. Supponiamo adesso che o(x) = m e 0(y) = n siano finiti. 
Dimostreremo che anche 0(2) è finito e coincide con il minimo comune multiplo ! di 
me n. Infatti dall’esercizio 5.1 segue che o(z) divide l. Se 2° = 1, allora zf = ly e 
y5 = 1x, quindi m divide s e n divide s. Di conseguenza anche / divide s e dunque 
o(2)=1. O 


Applichiamo la proposizione 6.40 per dimostrare che alcuni prodotti diretti di 
gruppi non possono essere ciclici. 


Esempio 6.41. (a) Il gruppo Z2 x Z2 non è ciclico. Infatti ogni elemento x € Za 
soddisfa 22 = 0, quindi Z2 x Z2 non ha elementi di ordine 4. 

(b) Sia p un numero primo. Il gruppo Zp x Zp non è ciclico. Infatti per la proposizione 
6.40 ogni elemento non nullo di Z, x Zp ha ordine p, quindi non può generare 
tutto il gruppo Zp X Zp- 


I gruppi considerati nell’esempio 6.41 stimolano allora una domanda: il prodotto 
diretto di due gruppi ciclici è ancora ciclico? Il teorema 6.42 fornisce la risposta. 


Teorema 6.42. Siano m e n due numeri naturali, m,n > 0. Allora 
Zm XZnZZmn 
se e solo se m ed n sono coprimi. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che m ed n siano coprimi. Sia x un generatore di 
Zm € sia y un generatore di Zn. Allora o(x) = m e 0(y) = n. Per la proposizione 
6.40 l'elemento z = (x,y) di Zm x Zn ha ordine 0(z) = mn. Quindi il sottogruppo 
ciclico (2) di Zm x Zn ha mn elementi. Pertanto 


Zmn = (2) = Zm X Zn. 


Ora dimostriamo che se il gruppo Zm x Zn è ciclico, allora m e n sono coprimi. 
Sia z = (x, y) un generatore di Zm x Zn. Allora 
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mn = o(z) = m.c.m.(0(x), o(y)) 


ner.la nroppsizione 6.40. Inoltre_ner.il corollario 54. alg) dividem ev) divide- 
n, da cui segue che o(7) = m, o[y) = ne m.c.m.(m,n) = mn cioè m ed n sono 
coprimi. O 


Proviamo che l’ordine in cui viene scritto il prodotto diretto di due gruppi non è 
influente sulla struttura del gruppo. 


Lemma 6.43. Siano H; e Ho due gruppi. Allora H, x Ho S Ho x Hı. 


DIMOSTRAZIONE. L'applicazione f : Hi x Ho — Ho x H definita da f(z, y) = 
(y, x£) per ogni (z, y} € Hı x H2 è un isomorfismo. O 


I prodotti diretti si possono definire anche per più di due gruppi. Se H1, Ho e H3 
sono tre gruppi, si può definire il prodotto diretto 


Hı x Ha x H3 come (Hi x Ho) x H3. 


Utilizzando lo stesso ragionamento della dimostrazione del lemma 6.43, si può 
dimostrare che 
(Hi x Ho) x H3 = Hix (Ho x H3). 


Quindi questi due gruppi si possono identificare. Un terzo modo per definire il pro- 
dotto diretto H, x Hz x H3 è quello di introdurre direttamente un’operazione binaria 
nel prodotto cartesiano H) x Ho x H3 ponendo 


(91:92:93) - (hi, ha, ha) = (gih1, g2h2, gzh) 
per ogni coppia di terne 
(91, 92:93), (hı, k2, h3) € Hi x Hz x H3. 
Si dimostra facilmente, seguendo la dimostrazione del teorema 4.19, che 
(Hı x Ho x H3,-) 


risulta un gruppo isomorfo a (Hı x H2) x H3. In seguito penseremo il prodotto 
diretto Hı x Hz x H; definito nell’ultimo modo. 

Dati un insieme non vuoto I e una famiglia di gruppi {G; : è € I}, definiamo 
nel prodotto cartesiano ]];-7 Gi un’operazione binaria che lo rende un gruppo. 


Lemma 6.44. Dati un insieme non vuoto I e una famiglia di gruppi {G4 : i € I}, 
sia G = [Ter Gi- Per (gie. (hiier € [lier Gi definiamo il prodotto 


(gijier : (hiier = (gihiher- 


Allora (G, -) è un gruppo. 
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DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è analoga a quella del teorema 4.19. O 


Si può dimostrare una caratterizzazione analoga a quella vista nel teorema 6.35 
anche per un prodotto diretto finito di gruppi. Bisogna fare attenzione alla condizione 
(a): si vedano gli esercizi 6.31 e 6.32. 


Concludiamo questo paragrafo mostrando alcuni esempi di gruppi abeliani che 
non possono mai essere prodotti diretti di sottogruppi. Per essere più chiari diamo 
prima una definizione. 


Definizione 6.45. Un sottogruppo non banale H di un gruppo G si dice addendo 
diretto se esiste un altro sottogruppo K di G tale che G = H x K. 


Esistono gruppi in cui tutti i sottogruppi non banali sono addendi diretti e gruppi 
in cui nessun sottogruppo non banale lo è. Diamo un esempio di gruppo in cui nessun 
sottogruppo non banale è addendo diretto. 


Esempio 6.46. Sia p un numero primo e sia G_= Zp, con k > 2. Allora ogni 
sottogruppo proprio di G contiene il sottogruppo non nullo C = ([p*-!],x}. Pertanto 
la condizione H N K = {0} non può essere verificata per due sottogruppi propri H 
e KdiG. 


Per l’esempio successivo avremo bisogno del seguente lemma che si dimostra 
applicando il lemma di Zorn. 


Lemma 6.47. Siano H ed L sottogruppi di un gruppo abeliano G con 
HNL= {0}. 


Allora esiste un sottogruppo M di G contenente L e massimale rispetto alla 
proprietà di contenere L e di intersecare H banalmente. 


DIMOSTRAZIONE. Sia T = {N <G:L<NeHNN = {0}}. Allora T è un 
insieme parzialmente ordinato con l’inclusione e non è vuoto perché L € T. L'insie- 
me Z è un insieme induttivo, in quanto se {N;, i € T} è una catena di elementi di Z, 
l’unione | J;cy Ni è un sottogruppo di G per il lemma 5.37, contiene L e interseca H 
banalmente. Allora per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale M di Z. O 


Osserviamo che se G è finito, Z è finito e contiene un elemento massimale e 
quindi non è necessario utilizzare il lemma di Zorn. 


Esempio 6.48. Sia p un numero primo e sia G un gruppo abeliano tale che pr = 0 
per ogni elemento x € G, cioè G ha esponente p. Proviamo che ogni sottogruppo H 
di G è addendo diretto. 

DELÁ LA Yer iena NI esista saga ppo {i enasimala 
rispetto alla proprietà H N K = {0}. Verifichiamo che G = H + K. Sia v € G\K. 
Allora il sottogruppo K; di G generato da K e da x contiene K propriamente. Quindi 
per la scelta di K esiste un elemento non nullo g € HN K;. Allora g = y+mz, dove 
ye K em E€ Z. Poiché HNK = {0}, dobbiamo avere ma # 0. In altre parole m è 
coprimo con p e pertanto esiste m’ € Z tale che mm’ =, 1. Allora m'g = m'y + z, 
da cui x € H + K. Per il teorema 6.35 G Œ H x K. 
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6.6 Esercizi su omomorfismi e prodotti diretti 


Esercizio 6.1 Nel gruppo additivo Q dei numeri razionali si dimostri che il sottoin- 
sieme da 
H= {È E€ Q: m,n € Ze n prodotto di primi distinti} 


è un sottogruppo di Q. Si determini l’ordine dell'elemento & + H in Q/H. 


Esercizio 6.2 Sia G = GL3(Z) definito nell’esercizio 5.35. Assegnati tre interi 
positivi l, m, n si consideri il sottoinsieme H; m,n delle matrici della forma 


lzy 
012] xe/ZyemZ,zenzZ. 
001 


lay 
(a) Si calcoli l'inverso di | 012|inG. 


001 
(b) Si dimostri che H; m,n è un sottogruppo di G se e solo se m divide in. 
10y 
(c) Si verifichi che l'insieme N di tutte le matrici della forma ( 0 10| cony e 6Z 
001 


è un sottogruppo normale di H32,6,3- 
(d) Siano H = H1,1,1 € N = Hp p.p. Si dimostri che N è un sottogruppo normale 
di H. Sia P = H/N, dimostrare che P è un gruppo non abeliano di ordine p°. 


Esercizio 6.3 Sia H l’insieme delle matrici 


layz 
010. 
00la 
0001 


con a, b,x,Y,z € Fo. 


(a) Si dimostri che H è un sottogruppo del gruppo GL4(F2) e si calcoli l'ordine di 
H. 

(b) Si descriva il centro Z di H. 

(c) Si descriva il quoziente H/Z. Si determini, in particolare, se H/Z è ciclico. 


Esercizio 6.4 Verificare che la funzione logaritmo con base arbitraria definisce un 
isomorfismo tra i gruppi (R+,-)e (R, +). 


Esercizio 6.5 Si consideri l'applicazione 7 : GL2(R) + GL2(R) che manda ogni 
matrice A nella sua trasposta A, cioè 


È a11 012 — { Qu a2 
Q21 022 012 422 


L'applicazione 7 così definita è un omomorfismo? 
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Esercizio 6.6 Dimostrare che: 


(a) il gruppo quoziente (R/Z, +) è isomorfo al gruppo (S, -), se S è l'insieme dei 
numeri complessi z con |z| = 1; 

(b) l’insieme (Un, -) delle radici n-esime dell’unità n > 1 è un sottogruppo di S; 

(c) il gruppo quoziente (Z/nZ, +) è isomorfo al gruppo (Un, -). 


Esercizio 6.7 Provare che i gruppi (Q, +} e (Q \ {0}, -) non sono isomorfi. 


Esercizio 6.8 Sia G un gruppo e sia X un insieme di generatori di G. Se per una 
coppia di omomorfismi f, g : G — H si ha f(x) = g(2) per ogni z € X, si dimostri 
che f = g. 


Esercizio 6.9 Siano G un gruppo, F un sottoinsieme di G x G e f : G + G una 
funzione tale che f(xy) = f(x)f(y) per ogni (x,y) € (G x G) \ F. Si provi che f 
è un omomorfismo di G nei seguenti casi: 

(a) F finito, G infinito: 

(b) F e G finiti con |F| < 1/3|G|; 

(c) G infinito e |F| < |G] (per esempio, F numerabile, mentre G non numerabi- 
le). 


Esercizio 6.10 Sia F, il campo con p elementi, p primo. Si calcoli |SL,(Fp)|per 
n € N4. 


Esercizio 6.11 Sia G un gruppo. Si dimostri che Inn(G) è un contenuto nel centro 
di Aut(G). 


Esercizio 6.12 Siano H e K due gruppi. Dimostrare che H x K è abeliano se e solo 
se H e K sono abeliani. 


Esercizio 6.13 Sia G un gruppo e sia D = {(9, 9) : g € G} il sottogruppo diagonale 
del prodotto diretto G x G. Dimostrare che D è un sottogruppo normale di G x G 
se e solo se G è abeliano. 


Esercizio 6.14 Nel prodotto diretto H x K si definiscano i sottogruppi H=Hx{1} 
e K = {1} x K. Se A è un sottogruppo di H x K contenente H, si dimostri che 


ASHx(ANK). 
Esercizio 6.15 Siano G un gruppo, H e K sottogruppi normali di G con 
HNK={1} e G= HK, 


da cui G = H x K. Provare che: 


(a) Z(G) = Z(H)Z(K); 

(b) se NG G e N Z Z(G) provare che H N N # {1} oppure KON # {1}; 

(c) se H e K sono semplici e non abeliani, dimostrare che H e K sono gli unici 
sottogruppi normali non banali di G. 
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Esercizio 6.16 Si consideri il gruppo G = {{a,b,c,)|a,b,c € Z} con il prodotto 
definito dalla posizione 


(a, b,c)-(a',b’,c'}=(a+a',b+b'+ac',c+c'). 


(a) Si determinino l’identità e l'inverso dell’elemento (a, b, c). 

(b) Sia f : G —> Z x Z definito da f((a,b,c)) = (a,c). Si verifichi che f è un 
omomorfismo e si determini ker f. 

(c) Si verifichi che ker( f) coincide con il centro Z(G) di G. 


Esercizio 6.17 Siano f : H > H; et: K + K, due omomorfismi. Sia 
FH xK =H xK l'applicazione detinita da F (g; È) = (F19), tÀ) 
Dimostrare che: 


(a) F è un omomorfismo; 

(b) F è iniettivo se e solo se lo sono f e t; 

(c) F è suriettivo se e solo se lo sono f e t; 

(d) F è un isomorfismo se e solo se lo sono f et. 


Esercizio 6.18 Sia G un gruppo abeliano e siano H e K sottogruppi di G. Dimo- 
strare che: 


(a) il sottoinsieme H + K = {h + k : h € H,k € K} di G è un sottogruppo; 

(b) il sottogruppo H + K è isomorfo ad un quoziente del prodotto diretto H x K e 
quindi |Ħ + K| divide |Ħ| - |K| nel caso in cui H e K siano finiti; 

(c) se gli ordini |H | e |K| sono coprimi, provare che 


H+KZHXxK epertanto |H + K| = |HE|- |K]. 


Esercizio 6.19 Sia G un gruppo abeliano non ciclico di ordine 9. Dimostrare che 
GE Zg x Zg. 


Esercizio 6.20 Siano p e g due numeri primi distinti. Si trovi il numero dei sotto- 
gruppi del gruppo G = Zp X Zq- 


Esercizio 6.21 Sia p un numero primo. Si trovi il numero dei sottogruppi del gruppo 
Zp X Zp. 


Esercizio 6.22 Dimostrare che il gruppo simmetrico 3 non è prodotto diretto di 
due suoi sottogruppi propri. 


Esercizio 6.23 Siano G ed H gruppi finiti e f : G — H un omomorfismo. Si 
dimostri che: 


(a) per ogni g € G si ha che 0(f(g)) divide 0(9); 

(b) se o(f(9)) = 0(9) per ogni g € G, allora f è iniettivo; 
(c) se f è suriettivo, allora |H] divide |G|; 

(d) se f è iniettivo, allora |G| divide |H]. 
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Esercizio 6.24 Siano G un gruppo abeliano e f : G + Gun omomorfismo di gruppi 
tale che f o f = f. Dimostrare che 
G = f(G) x ker f. 
Esercizio 6.25 Siano f : K > G et : K — H dueomomorfismi. Sia 
F:K-GxH l’applicazionedefinitada F(x) = (f(x), t(z)). 
Dimostare che: 


(a) F è un omomorfismo e pı 0 F = f, p20 F = t; 

(b) ogni omomorfismo s : K + G x H si ottiene in questo modo cioè gli omomor- 
fismi f : K — Get: K — H dati da f = pı o s e t = pz o s danno luogo ad 
un omomorfismo F : K + G x H come sopra descritto, che coincide con s. 


Esercizio 6.26 Sia n > 2 un numero intero e siano 


hG Ha, fy G Ho, 


H.,, fu Ho ir Sine Hn 

omomorfismi. Si provi che esiste un unico omomorfismo 
f:G-H1x Hax... x Hn 

tale che p; o f = fi, dove 

pi: Hı x... x Hn > Hi, 

per į = 1,...,n sono le proiezioni. Inoltre ogni omomorfismo 
f:G-Hix Hox...x Hn 

ha questa forma. 

Esercizio 6.27 Sia G il sottogruppo additivo dei numeri complessi 

G={r+iyx,ye Z}. 
(a) Si provi che l’applicazione f : G — G definita da f(x + iy) = x + y èun 


endomorfismo di G; 


(b) si dimostri che ker f è ciclico e se ne trovi un generatore; 
(c) si trovi f(G). 


Esercizio 6.28 Sull’insieme G = Z4x {—1, 1} si definisca un’operazione - ponendo 
per ogni (z, u), (y, v) € G, 


(z,u)- (y, v) = (£ + uy, uv). 


(a) Si dimostri che G con questa operazione è un gruppo non abeliano. 
(b) Si trovi un sottogruppo di G che non è normale. 
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(c) * Si dimostri che G è isomorfo al gruppo diedrale Dg definito nell’esercizio 5.51. 


Esercizio 6.29 In G = GL2(R) si consideri il coniugio tramite la matrice 


n= F a) € GL(R). 


Si calcoli l’immagine tramite 4, dei seguenti sottogruppi: 


T = 9 :ab,ccRac#0}; 
mra=J(%%).abceR l 
3 = be) h „CER, ac #0?; 


D={(5°) aceRiac#0}. 


Esercizio 6.30 Dati un insieme non vuoto 7 e una famiglia di gruppi {Gi : è € I}, 
si consideri il gruppo G = I];e; Gi, definito nel lemma 6.44. Sia I = JU L una 
partizione non banale di Z. Se Gy = Ilie 3Gie GL = Ilie L Gi; si dimostri che 
GGz x Gr. 


Esercizio 6.31 Sia r € N,r > 2. Siano G un gruppo ed Ni,..., N, sottogruppi 


normali di G. Denotiamo con H; il prodotto dei sottogruppi N;, per j = 1,2,...,7, 
ja i. Se 

(a) Ni N H; = {1} per ogni i = 1,...,r e 

(b) G= Ni... Ny 


alora G S Ni x... X Nr. 


Esercizio 6.32 * Siano G gruppo ed N1,..., N, sottogruppi normali di G, tali che 
(a) Ni N N; = {1} per ogni i,j = 1,... r,i Ż je 

(b) G= Ni... Nr. 

Si dica se G S N; x... x Np. 


Esercizio 6.33 Sull’insieme G = Z x Z x Z si definisca un’operazione + ponendo 
per ogni (x,y, z), (u, v, w) € G 


(2,42) (u,v, w) = (x + (1u, y +v, z +w). 


(a) Si dimostri che G con questa operazione è un gruppo non abeliano. 

(b) Si dimostri che il sottoinsieme N = Z x {0} x {0} di G è un sottogruppo normale 
di G e che G/N è isomorfo al gruppo Z x Z. 

(c) Esistono sottogruppi di G che non sono normali? 

(d) Caicolare il centro di G. 
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Esercizio 6.34 Sia G l'insieme dei numeri complessi del tipo a + ib con a,b € Q 
non entrambi nulli; 


(a) si provi che G è un gruppo rispetto alla moltiplicazione; 

(b) si calcoli il periodo di 1 + î,1/2i e —1; 

(c) si provi che l'applicazione f : G — G definita da f : z > 27? per ogni z € Gè 
un endomorfismo di G non suriettivo. 


Esercizio 6.35 Sia N il sottogruppo ciclico di (R*, -) generato da 7. 


(a) Quanti elementi di ordine 2 ha il gruppo quoziente R*/N°? 
(b) Si determinino gli elementi di ordine finito del quoziente R*/N. 


Esercizio 6.36 * Dimostrare che il sottogruppo @ del gruppo additivo (R, +) è 
addendo diretto di R. 


Esercizio 6.37 * Sia G sottogruppo del gruppo additivo (R, +). Dimostare che G è 
addendo diretto di R se e solo se R/G non ha elementi periodici. 


Esercizio 6.38 Sia p un primo e sia G il sottoinsieme di C delle radici p"-esime 
dell’unità al variare di n € N. Dimostrare che: 


(a) (G, -) è un sottogruppo infinito di (C, -); 

(b) ogni sottogruppo proprio di G è ciclico finito; 

© O ESN d gruppo quoziente Yp) u, WI Qp th atogruppo th ® formata 
di tutte le frazioni del tipo a/p” al variare di a, n € Z. 


Esercizio 6.39 (a) Dimostrare che se f : G — Gi è un isomorfismo di gruppi e 
H < G, allora G/H 2 G./f(H). 

(b) Sia G il gruppo (R*, -). Sia g € G \ {+1}. Dimostrare che {g} ¥ Z. 

(c) Siano g, h € G \ {+1}, dimostrare che G/(g} ® G/(h). 


Esercizio 6.40 Dimostrare che (R*, -) è isomorfo a Zo x (R, +). 


Esercizio 6.41 Calcolare quanti sono gli elementi di periodo n in R/Z. 


bed E I 


Gruppi abeliani 


In questo capitolo studiamo i gruppi abeliani con lo scopo di “classificare” i gruppi 
abeliani con qualche proprietà particolare, per esempio: i gruppi abeliani ciclici nel 
teorema 7.1, i gruppi abeliani finiti nel teorema 7.16 e i gruppi abeliani cociclici nel 
teorema 7.23. Quando in teoria dei gruppi si usa la parola “classificare” si intende 
trovare tutti i gruppi, a meno di isomorfismo, con una certa proprietà. Quindi, dato 
un qualunque gruppo abeliano G con le proprietà richieste, dimostriamo che in realtà 
G è isomorfo ad un gruppo che già conosciamo. Per esempio, nel caso specifico dei 
gruppi ciclici si dimostra nel primo paragrafo che un gruppo ciclico G deve essere 
isomorfo a Z oppure a Zm, nel caso in cui G sia finito di cardinalità m. Studiamo 
anche i generatori dei gruppi ciclici e infine ne determiniamo la “struttura”, cioè 
descriviamo tutti i suoi sottogruppi, i suoi sottogruppi normali e i suoi quozienti. In 
generale non è facile determinare la struttura di un gruppo, ma nel caso dei gruppi 
ciclici, questa viene determinata completamente. Analogamente, si dimostra nel se- 
condo paragrafo che ogni gruppo abeliano finito è isomorfo an un prodotto diretto di 
gruppi ciclici. Il terzo paragrafo è dedicato ai gruppi abeliani infiniti, con particolare 
enfasi ai sottogruppi di Q e ai gruppi cociclici. 


7.1 Gruppi ciclici 


Nella dimostrazione del seguente teorema sarà determinante l’utilizzo del primo 
teorema di omomorfismo e la conoscenza dei sottogruppi dei numeri interi (Z, +). 


Teorema 7.1. Sia (G, -) un gruppo ciclico. Allora: 


(a) G SZ, se G è infinito; oppure 
(b) G è isomorfo a Zm per qualche m € N} se G è finito con m elementi. 


DIMOSTRAZIONE. Sia z un generatore di G. Allora l’applicazione f : Z > G 
definita da f(n) = x" per ogni n € Z è suriettiva. Dal lemma 5.2 segue che f è un 
omomorfismo, pertanto il suo nucleo ker f è un sottogruppo di Z. Per il lemma 5.33 
esiste m > 0 tale che ker f = mZ. Consideriamo due casi: 
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(a) sem = 0, allora ker f = {0}, cioè f è iniettiva, quindi f è un isomorfismo e 
G 27; 

(b) Se m > 0, allora per il primo teorema di omomorfismo G = Z/ ker f = Zm. 
O 


Studiamo la struttura di un gruppo ciclico e cominciamo a capire quanti possono 
essere i generatori di un gruppo ciclico. 


Lemma 7.2. (a) Z ha due generatori. 
(b) Zm ha p(m) generatori, per m € N4. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Gli elementi +1 sono generatori di Z. Se a è un generatore di 
Z, allora (a) = aZ = Z. Questo è possibile se e solo se a = +1. 

(b) Per vedere che Zm ha y(m) generatori, basta notare che per un generatore 
a di Zm un multiplo ka risulta generatore se e solo se k è coprimo con m, per 
(c) del lemma 5.5. Quindi i generatori di Zm corrispondono ai numeri interi k che 
soddisfano 0 < k < m e sono coprimi conm. D 


Siamo in grado di dimostrare che sottogruppi e quozienti di gruppi ciclici sono 
ciclici. 


Proposizione 7.3. Sia C un gruppo ciclico. Allora: 


(a) ogni quoziente di C è ciclico; 
(b) ogni sottogruppo di C' è ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sia H = C/N un quoziente di C, dove N un sottogruppo 
di C necessariamente normale poiché C è abeliano. Allora l’omomorfismo canonico 
m : C — C/N è suriettivo e per il lemma 6.7 (b) C/N è ciclico. 

(b) Sia C = (g) e sia f : Z — C l’omomorfismo suriettivo definito da f(1) = g. 
Allora per ogni L < C, si ha L = f(f!(L)). Per il lemma 5.33 il sottogruppo 
f71(L) di Z è ciclico e quindi, per il lemma 6.7 (b) anche L risulta ciclico. O 


Come già accennato, non è detto che per ogni divisore d di |G| esista un sotto- 
gruppo di ordine d. Infatti nel gruppo alterno A4 non ci sono sottogruppi di ordine 
6, come si chiede di dimostrare nell’esercizio 8.21. Nei gruppi ciclici invece ogni 
divisore dell’ordine di |G| risulta essere l’ordine di un unico sottogruppo di G. 


Teorema 7.4. Sia C un gruppo ciclico finito. Allora per ogni divisore d di m = |C] 
esiste un unico sottogruppo di C' di ordine d. 


DIMOSTRAZIONE. Sia z un generatore di C. Allora per mı = m/d l'elemento y = 
x ha ordine d e pertanto il sottogruppo (y) ha ordine d. Siano H un sottogruppo 
di C di ordine d e z un generatore di H. Allora 0(2) = ded esiste un unico k € N4, 
k < m tale che z = È. Poiché d = m/(k, m), concludiamo che (k, m) = mi, 
quindi k = miki, con (kı, d) = 1. Si ha z = ef = ami = gl: € (y), da cui 
H < (y). Poiché |H| = |(y)], si conclude H = (y). D 


Il teorema 7.4 stabilisce una biezione tra i sottogruppi di un gruppo ciclico finito 
G e i divisori di |G|. Per completare lo studio dei gruppi ciclici finiti, analizziamo 
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il loro gruppo degli automorfismi. Dall’esempio 4.17 sappiamo che (Z,,-) è un 
monoide, allora per l'esercizio 4.17 l'insieme U (Zm) = {[K]m : con (k, m) = 1} è 
un gruppo. Dalla definizione della funzione di Eulero (m), sappiamo che U (Zm) 
ha cardinalità p(m). Vediamone qualche esempio. 


Esempio 7.5. Descriviamo il gruppo G = {U (Zg), -). Poiché y(8) = 4, G ha quattro 
elementi; più precisamente 


G = {[1]a, [3]s, [5]s; [7]e}. 
Osserviamo che 

i3 = (68 = [7 = Me. 
Pertanto 

0([3]8) = 0([5]s) = 0([7]8) = 2. 
Allora i sottogruppi H = ([3]g) e K = ([5]s) hanno entrambi due elementi e 
HNK = {[1]s}. 

Per il corollario 6.37 G = H x K = Zo x Zz, essendo H SK 2 Zo. 


Questa descrizione produce esplicitamente i sottogruppi H e K per i quali risulta 
C S H x K € Zo x Zo. 

Il gruppo degli elementi invertibili di Zm è collegato al suo gruppo degli auto- 
morfismi. 


Teorema 7.6. Sia m > 1 un numero intero. Allora Aut(Zm) S (U (Zm), +). 
DIMOSTRAZIONE. L'elemento [1]m è un generatore del gruppo ciclico Zm, cioè 
Zm = ((1]m)- 


Allora ogni elemento di Zm è del tipo k[1]m con k € Z. Sia f € Aut(Zm). Posto 
a = f([1]m), avremo quindi 


f(s[1]m} = sa perogni s € Z. 


In altre parole a = f([1]m) determina univocamente f. Sia a = k[l]m, con 
0 < k < m. Poiché f([1]m) è un generatore di Zm per il lemma 6.7 (a) si ha 
o(a) = m e quindi (k, m) = 1. Poniamo P(f) = f([1]m). Abbiamo così definito 
un’applicazione 

D: Aut(Zm) +U(Zm). 
Dimostriamo che $ è un omomorfismo. Per f, g € Aut(Zm) con f([1]m) = [n]m e 
9({1]m) = [k]m si ha 


D(f 09) = (F 0 9)(m) = f(0(1]2)) = (lkm) = 
F(K[]jm) = kF (m) = kfin]m = [kn]m = [k]m[n]m = D(N)P(9). 
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Sia f € ker(®); allora D(f) = f({1]m) = [1]m, cioè f è l’identità di Zm, da cui 
segue che © è iniettiva, 
Per vedere che © è suriettiva definiamo per ogni intero n un’applicazione Yn da 
Zm in sé con 
Un([klm) = [nk]m = rm 


per ogni [k]m € Zm. Si vede facilmente che Yn è un omomorfismo da Zm in se 
stesso. Se (n,m) = 1, allora Yn è iniettiva, poiché nt =m 0 implica t =m 0 per 
ogni è € Z. Essendo Zm finito, Yn è un automorfismo per ogni n coprimo con m. 
Sia [n]m € U(Zm); allora 

DWn[1]m) = (rm, 


cioè © è suriettiva O 


7.2 Gruppi abeliani finiti 


In questa sezione vogliamo dimostrare il teorema 7.16 di struttura dei gruppi abeliani 
finiti. 
Esempio 7.7. Applicando due volte il teorema 6.42 è facile dimostrare che Zgo © 


Za x Z3 x Zs. Più in generale, se m,n e k sono numeri interi positivi a due a due 
coprimi, allora Zkmn © Zk X Zm X Zn. 


Questa decomposizione di un gruppo ciclico in prodotto diretto di gruppi ciclici di 
ordini coprimi è un caso particolare di un procedimento che si può applicare più in 
generale ad un gruppo abeliano finito. Il seguente teorema infatti descrive la struttura 
dei gruppi abeliani finiti. 

Teorema di Frobenius-Stickelberger. Ogni gruppo abeliano finito è prodotto diret- 
to di gruppi ciclici. 

Ci serviranno diversi lemmi sulle proprietà riguardanti i gruppi abeliani. Dap- 
prima esaminiamo alcuni casi di gruppi “piccoli”. Abbiamo provato nel lemma 5.60 
che i gruppi di ordine p sono ciclici. Pertanto, a meno di isomorfismi, esiste un unico 
gruppo di ordine un primo p. 

Vediamo ora i gruppi in cui tutti gli elementi hanno ordine 2. 


Lemma 7.8. Sia G un gruppo tale che tutti i suoi elementi diversi da 1 hanno periodo 
2. Allora G è abeliano. 


DIMOSTRAZIONE. Siano x, y € G. Allora x? = y? = (xy)? = 1. Pertanto 
z=, y=y e ey= (79). 


Ma (cy) 1= ya! = yg, da cui sy = yz. D 


Osserviamo che se G è un gruppo in cui tutti gli elementi diversi da 1 hanno 
ordine 2 (e quindi abeliano per quanto appena dimostrato), questo significa che 2x = 
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0 per ogni x € G. Pertanto l'applicazione y : Fz x G + G, data da y(a, x) = ax, 
per ogni a € F2,x € G è ben definita e rende il gruppo abeliano G uno spazio 
vettoriale su F3. Pertanto se |G] è finito, esiste n € N4 tale che G = F} . 

Poiché 4 è il più piccolo numero naturale che non è un primo, studiamo ora i 
gruppi di ordine 4. 


Lemma 7.9. Sia G un gruppo di ordine 4; allora G = Z4 0 G = Zo X Zo. 


DIMOSTRAZIONE. Se G ha un elemento di ordine 4, allora G è ciclico e pertanto 
G = Za. Possiamo supporre che tutti gli elementi di G diversi da 1 abbiano periodo 
2. Per il lemma 7.8 il gruppo G è abeliano. Si scelga un elemento non nullo a € G; 
il sottogruppo H = (a) ha due elementi. Sia b € G \ H; allora K = (b) ha due 
elementi e K Z H, quindi H N K = {1} e HK contiene propriamente K, da cui 
HK = G. Ora si applica il corollario 6.37. O 


La dimostrazione del lemma 7.9 si poteva facilmente concludere utilizzando l’os- 
servazione precedente il lemma stesso che se |G| = 4 e ogni elemento ha ordine 2, 
allora G S Z2 X Zo. 


È relativamente facile descrivere tutti i gruppi abeliani di ordine minore o ugua- 
le a 15 senza far ricorso al teorema di struttura 7.16, come verrà chiesto di fare 
nell’esercizio 7.1. 

Iniziamo ora la dimostrazione del teorema di Frobenius-Stickelberger. 


Lemma 7.10. Siano G un gruppo, H un sottogruppo di G ed a € G. Se esistono due 
interi coprimi m ed n tali che ma € H e na € H, allora a € H. 


DIMOSTRAZIONE. Siano u,v € Z tali che 1 = um + vn. Allora 
a=u(ma)+v(na) € A. 
O 


Si osservi che il lemma 7.10 qui enunciato in notazione additiva vale anche se il 
gruppo G non è abeliano. 


Abbiamo visto nel corollario 5.54 del teorema di Lagrange che l’ordine di un 
elemento divide sempre l’ordine del gruppo e abbiamo anche visto che non sempre, 
dato un divisore dell'ordine del gruppo, esiste un sottogruppo di quell’ordine. Ci 
sono però alcuni casi particolari in cui ciò accade. È il caso di un divisore primo 
dell’ordine del gruppo. Il seguente lemma, noto come lemma di Cauchy, vale per 
tutti i gruppi finiti, ma per ora lo dimostriamo solo nel caso abeliano. 


Lemma 7.11. (Lemma di Cauchy nel caso abeliano) Sia p un numero primo e G 
un gruppo abeliano finito tale che p divide |G]. Allora G ha elementi di ordine p. 


DIMOSTRAZIONE. L’asserto segue dal teorema 7.4 se G è ciclico. Scriviamo 


m = |G| = pn 
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e procediamo per induzione su n. Per n = 1 ogni elemento non nullo di G ha ordine 
p. Supponiamo n > 1. Sia a € G un elemento non nullo. Se p divide l'ordine k di 
H = (a), si applica l’osservazione iniziale per trovare un elemento di ordine p di 
H. Supponiamo che p non divida k. Consideriamo il gruppo quoziente Gy = G/H 
e l’omomorfismo canonico 7 : G + Gi. Ora mi = [G1] = m/k < me pmi 
porte puidatrne e Pard'ingorsindutivverstae y A a fure 
p. Sia x € G con r(x) = y. Se K = (x) si ha che (K) = (y). In altre parole 
la restrizione di m a K dà luogo ad un omomorfismo suriettivo K — (y). Dunque 
p = 0(y) = |(y)| divide s = |K] per il corollario 6.15. 
Allora il sottogruppo ciclico K contiene un elemento di ordine p per il teorema 
74. O 


Il seguente lemma serve per la dimostrazione della proposizione successiva. 


Lemma 7.12. Sia (G, +) un gruppo abeliano finito e sia m un intero positivo tale 
che ma = 0 per ogni x € G. Allora |G| divide qualche potenza di m. 


DIMOSTRAZIONE. Sia p un primo che divide |G|; allora esiste x € G di ordine p per 
il lemma 7.11 di Cauchy nel caso abeliano. Da mx = 0 e dal lemma 5.5 deduciamo 
che p divide m. 

Abbiamo così dimostrato che ogni numero primo che divide |G] divide anche m. 
Per il teorema fondamentale dell’aritmetica questo implica che |G| divide qualche 
potenza opportuna di m. O 


Siamo ora giunti alla parte cruciale della dimostrazione. La proposizione 7.13 
e il successivo teorema 7.14 garantiscono che se G è un gruppo abeliano di ordine 
finito n = pî'p$°...pî', con a; € N, p; primo per ogni i = 1,...,tep; 7 pj se 
i Æ j, allora G si può scrivere come prodotto diretto di t gruppi P.,..., P; di ordini 
rispettivamente pi, p9°, ..., pe. 


Proposizione 7.13. Siano m ed n due numeri interi positivi coprimi e G un gruppo 
abeliano di ordine mn. Allora: 


(a) H = {x € G:nx = 0} è un sottogruppo di G di ordine n; 
(b) K = {x € G : mz = 0} è un sottogruppo di G di ordine m; 
(c) GSHxK. 


DIMOSTRAZIONE. (a), (b) Se ng = 0 e ny = 0 per x, y € G, allora anche 
n(a -y)=na — ny =0. 


Poiché anche 0 € H, si conclude che H è un sottogruppo di G. Analogamente si 
prova che K < G. . 

(c) Per provare che G S H x K proviamo che H N K = {0}. Infatti, se x € 
H N K, allora nz = 0 e mz = 0. Essendo m ed n coprimi, si deduce dal lemma 
7.10 che z = 0. 

Per verificare che G = H + K prendiamo y € G. Essendo m ed n coprimi 
esistono u,v € Z tali che 1 = um + vn. Allora avremo.y = u(my) + v(ny) e 
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n(my) = (nm)y = 0, poiché |G| = nm. Quindi my € H; analogamente ny € K 
ey € H + K. Per il teorema 6.35 si conclude che G = H x K. 

Per il lemma 7.12 | H| divide qualche potenza di n, e pertanto |H | è coprimo con . 
m. D’altra parte, essendo H un sottogruppo di G, |H| divide |G] = mn. Quindi 
|H| divide n. Analogamente |K]| divide m. L'isomorfismo G = H x K permette di 
concludere |H| - |K| = mn e infine |H| =ne |K|=m. O 


Teorema 7.14. (Teorema di decomposizione primaria) Sia G un gruppo abeliano 
finito di ordine n, n € N} e sian = pi‘ p3? ...pi', con p; primo e a; € N4 per ogni 
i = 1,...,t, la decomposizione di n in prodotto di primi distinti. Allora esistono t 
sottogruppi Py, Pa, ..., Pi di ordini rispettivamente pî', ..., pî*, tali che 


GS P,\xPax...x Pi. 


DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è per induzione su t. Se t = 1, il corollario è 
ovvio. Supponiamo # > 2 e siam = pî' ...p;%'; allora m e pf sono coprimi e 
mpî* = n. Applichiamo la proposizione 7.13 per ottenere due sottogruppi H e P; di 
ordini rispettivamente m e pf e tali che G = H x P,. Per l’ipotesi induttiva ottenia- 
mo H = Pi x... X Pi-1 per certi sottogruppi P}, ..., P;-; di ordini rispettivamente 
PI)... Pe. Allora 


GSHxP.S(P.x...x Pi) x RSP x... x Pier x Pi, 


che conclude la dimostrazione. O 


Nel teorema 7.14 si dimostra quindi che se p è un primo che divide l’ordine di 
un gruppo abeliano finito G, allora esiste un p-sottogruppo di Sylow P. Inoltre dalla 
7.13 si evince che P = {x € G : 0(x) = pi per qualche j € N}. Pertanto se H è un 
p-sottogruppo del gruppo G, H deve essere contenuto in P perché ogni suo elemento 
ha ordine una potenza del primo p. Questo prova anche che P è l’unico sottogruppo 
di Sylow di G. 

Per concludere la dimostrazione del teorema di Frobenius-Stickelberger resta so- 
lo da dimostrare che i sottogruppi di Sylow P; definiti nel teorema 7.14 si possono 
scrivere come prodotto di gruppi ciclici. 


Teorema 7.15. Siano p un numero primo, n un intero positivo e G un gruppo 
abeliano di ordine p°. Allora G è isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi ciclici. 


DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione su n. Per n = 1 il gruppo stesso è 
ciclico, quindi non c’è niente da dimostrare. Se n > 1, scegliamo b € G con ordine 
massimo p” = o(b). Per il sottogruppo B = (b) scegliamo un sottogruppo C < G 
tale che B N C = {0} e C è massimale per questa proprietà, lo possiamo fare per il 
lemma 6.47. Dimostriamo che 

G=B+C. 


Sia x € G; allora o(x) divide |G], pertanto 0(x) = p° per qualche intero s con 
0 < s < k. Dimostriamo che x € B + C per induzione su s. Pers = 0, z = 0 € 
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B + C. Supponiamo s > 0 e che tutti gli elementi di G di ordine p°-—! appartengano 
a B + C. Allora per y = pz si ha o(y) = p°!. Per l’ipotesi induttiva y € B + C, 
cioè esistono c € C e m € Z tali che 


y=pr=mb+c. 
Moltiplicando per p°—! troviamo 0 = p°—!mò + pî! e. Quindi 
pmb E CNB = {0}. 


Allora p°— 1mb = 0 e per la scelta di b si ha che p? divide p°~ 1m. Di conseguenza p 
divide m e m = pmi con mi E Z, poiché k > s — 1. Allora pr = mpb + c e se 
poniamo a = x — mb, si ha pa = c € C. Se a € C, allora 


zr=a+mbE B+C. 


Se invece a ¢ C, il sottogruppo Cı = (C,a) contiene propriamente C, quindi 
BNC: # {0} per la scelta di C. Sia b} € B N C4, b # 0. Allora esistono c € C 
el € Z tali che D’ = c + la. Se p divide |, allora esiste l’ € Z con i = lp. Pertanto 
la = l'pa € C, da cui b € BNC = {0}, in contraddizione con la scelta di b # 0. 
Allora 


(l p)=1, lac B+C e pae C<B+C 


implicano, per il lemma 7.10, a € B + C. Ora anche 
r=a+mbe B+C. 
Applichiamo il teorema 6.35 a 
B,C<G, G=B+C, BnNC= {0} 
per ottenere 
G=®BXxC. 


Poiché |C| = |G|/|B| = p"-*, per l'ipotesi induttiva C è prodotto diretto di gruppi 
ciclici. Essendo B ciclico, anche G è prodotto diretto di gruppi ciclici. O 


"YFossiamo ora tnmostrare' i teorema tr Fròverius‘Sirtxélverger. 
Teorema 7.16. Ogni gruppo abeliano finito è prodotto diretto di gruppi ciclici. 


DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo abeliano di ordine n. Sia n = pî' ...pi' la 
scomposizione di n in prodotto di numeri primi distinti p1, ...,7:, con a; € N4 per 
i= 1,...,t.Peril teorema 7.14 G è isomorfo al prodotto diretto P; x... x Pi, dove 
|P:| = pî' per ogni i = 1,..., t. Per il teorema 7.15 i sottogruppi P; sono prodotti 
diretti di gruppi ciclici. Pertanto G è isomorfo a un prodotto diretto di gruppi ciclici. 
(mj 
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7.3 Alcuni gruppi abeliani infiniti 


Esaminiamo alcune proprietà di uno dei gruppi infiniti più noti, cioè i numeri 
razionali. Altri risultati sui numeri razionali saranno presentati nell’esercizio 7.27. 


Proposizione 7.17. Ogni sottogruppo finitamente generato di (Q, +) è ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. Sia H = (r1,...,7n), n € N4 un sottogruppo finitamente ge- 
nerato di Q. Sia r; = #, con a; di E Z, bi # 0. Allora, con b = bi ...b,, H è un 
sottogruppo del gruppo ciclico (1/b) ed è pertanto ciclico. O 


Abbiamo dimostrato nel teorema 7.1 che (Z, +) è l’unico gruppo ciclico infi- 
nito, a meno di isomorfismi. Inoltre ogni sottogruppo proprio di Z ha indice finito. 
Proviamo ora che questa proprietà caratterizza i gruppi ciclici infiniti. 


Teorema 7.18. Sia (G,+) un gruppo abeliano infinito tale che ogni sottogruppo 
proprio di G ha indice finito. Allora G è ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. Sia x € G, x # 0. Allora H = (x) ha indice finito, quindi H 
è infinito. Questo dimostra che o(x) = œœ per ogni x € G, x # 0. Fissiamo un 
elemento non nullo a € G e sia Ho = (a). Se Ho = G la dimostrazione è finita. 
Supponiamo che Ho # G. Per y € G, y # 0, il sottogruppo (y) ha indice finito, 
pertanto anche (y) N Ho ha indice finito per il lemma 5.61. In particolare 


(y) N Ho # {0}. 


Quindi esistono n,m € Z \ {0} con na = my. Consideriamo l’applicazione f : 
G + Q definita da 


H)=1 per yeG, y#0 e f0) = 0. 


Per vedere che la definizione è corretta, supponiamo di avere m'y = n'a per un’altra 
coppia di interi m’, n’ € Z e m’ # 0. Allora moltiplicando per m si trova 


mm'y=mn'a=nm'a perché na= my. 
Ora mn'a = nm'a implica mn’ = nm’ perché a ha ordine infinito e 
, i 
(mn — nm ja =0. 


Concludiamo che m/n = m'/n' e quindi f è definita correttamente. Inoltre f è un 
omomorfismo in quanto se y, 2 € G e uno dei due è 0, allora 


Fly +2) = Fu) + f(z). 
Se y Æ 0 Æ z, allora si ha 


na =mMmy € nga = Mzz per qualche nı, n2, Mmi, ma E Z". 
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Moltiplicando la prima uguaglianza per ms e la seconda per m4, si ottiene 
Mana = MMY © MUNA = MimMoz 
da cui (mon + minz)a = mami (y + z). Pertanto 


_ mani + mana om na _ 
futa = TIRA LE fly) + f). 
Inoltre f ha nucleo {0}, quindi G = f(G) e f(G) ha Ia stessa proprietà. In partico- 
lare-Z = f (Ho) ha indice finito in f (G), quindi esistono un numero finito di classi 
laterali g1 +Z,...,gr +Z di Z in f(G). Allora f (G) = (L, q1, - . , qr) è finitamente 
generato. Per la proposizione 7.17 f (G) è ciclico e quindi G Œ= f (G) è pure ciclico. 
O 


Concludiamo il paragrafo sui gruppi abeliani infiniti introducendo i gruppi di 
Priifer, che dimostreremo essere gli unici esempi di gruppi cociclici infiniti. Diamo 
la definizione di gruppo cociclico. 

Per un gruppo G denotiamo con Ug l’unione di tutti sottogruppi propri di G. 
Allora si vede facilmente che G è ciclico se e solo se Hg non coincide con tutto G. 
In tal caso i possibili generatori di G sono precisamente gli elementi dell'insieme 
non vuoto G \ Ug. 

Questo punto di vista rende altrettanto importante la proprietà duale che nasce 


considerando l’intersezione Tg di tutti sottogruppi non nulli di un gruppo abeliano 
G. 


Definizione 7.19. Il gruppo G si dice cociclico se il sottogruppo Zg è non nullo. In 
tal caso Tg è il più piccolo sottogruppo non nullo di G; ogni elemento non nullo di 
Ta sarà chiamato cogeneratore di G. 


chiaramente ogni cogeneratore è contenuto in ogni sottogruppo non nullo di G. Di 
conseguenza un omomorfismo f : G — H definito da un gruppo cociclico G ad un 
gruppo H è iniettivo se e solo se f(c) # 0 per qualche cogeneratore c di G, si veda 
l’esercizio 7.34. 

È importante notare che alcuni gruppi non abeliani hanno la stessa proprietà dei 
gruppi cociclici abeliani, per esempio tutti i sottogruppi non banali di Qg contengono 
il centro Z(Q8) che non è banale. Perciò chiederemo esplicitamente che i gruppi in 
considerazione siano abeliani. 


Esemyia7 20 Tin ampa cidi finita ZA racillicasersalacam.à della forma. 

m = p* per qualche numero primo p e k € N4. Infatti se m = nl fosse prodotto di 
fattori coprimi, allora Zm = Zn X Zi per il teorema 6.42 e quindi avrebbe due sotto- 
gruppi non nulli con intersezione banale. D'altra parte, per il teorema 7.4 il gruppo 
Zyx ha un unico sottogruppo di ordine p che risulta contenuto in ogni sottogruppo 
non nullo di Z,», da cui Zx è cociclico. 


Questo esempio dimostra come i gruppi Zp» hanno la proprietà di essere simulta- 
neamente ciclici e cociclici. Chiaramente il gruppo ciclico infinito Z non è cociclico. 
Vediamo un esempio di un gruppo cociclico infinito. 
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Esempio 7.21. Sia p un numero primo. Denotiamo con Zpœæ l’insieme di tutti gli 
elementi del gruppo quoziente Q/Z del tipo a/p” + Z, con a, n € Z. Allora Zpo è 
un sottogruppo di Q/Z e ponendo cn = 1/p” +Z, per n € N, si vede facilmente che 


o(cn)=p" e pen=cn-1 per nEN. (1) 
Pertanto il sottogruppo ciclico Cn = (cn) di Zpœ ha ordine p” e 
Ci <C2<...SCn<.... (2) 


Osserviamo che ogni x € Zpæ ha la forma x = a/p” + Z e quindi x = acn, cioè 


Zp = U Cn: (3) 
n=l 


Ora da (2) e (3) deduciamo che 


Z(p) = C1 U (J (Ca \ Ch). 


n=l 


Poiché Cn+1 \ Cn è esattamente l'insieme di tutti i generatori di Cn+1, deduciamo 
che H contiene Cn+1 se e solo se H N (Crn+1 \ Cn} # 0. Da (2) e (3) segue che un 
sottogruppo proprio H di Z(p°°) può contenere solo un numero finito dei sottogruppi 
Cn, quindi esiste n € N tale che 


HA (Cm4 \Cm} = d 


per tutti gli m > n. Di conseguenza H < Cn. Scegliamo il minimo n con questa 
proprietà, cioè H non è contenuto in Cn-1. Dunque H = Cn. 


Definizione 7.22, Il gruppo Zpæ dell’esempio 7.21 si dice gruppo di Priifer. 


Osserviamo che tutti i sottogruppi propri di Zp sono finiti. Si può dimostrare 
che questa proprietà caratterizza Z,, si veda l'esercizio 7.37. 

Dimostriamo infine che gli esempi 7.20 e 7.21 sono tutti e soli i gruppi cociclici, 
a meno di isomorfismo. 


Teorema 7.23. Sia C un gruppo abeliano cociclico. Allora esiste un numero primo 
p tale che G S Zpœ oppure G = Zp per qualche k € N4. 


DIMOSTRAZIONE. Sia cı un cogeneratore di G. Allora il sottogruppo ciclico 


Ci = (c1) 


non ha sottogruppi propri, pertanto C1 ® Zp per qualche numero primo p. Inoltre, 
se x # 0, il sottogruppo ciclico (x) contiene C1. Quindi o(x} è una potenza di p. 
Dimostriamo per induzione su n che se p” < |G|, allora il gruppo G ha esattamente 
un sottogruppo di ordine p” e tale sottogruppo è ciclico. Per n = 1 l’asserto è vero. 
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Sia n > 1, tale che p” < |G|. Supponiamo che G abbia un solo sottogruppo Cn 
di ordine p” e Cn = (cn). Se G = Ch la dimostrazione è finita. Altrimenti esiste 
x € G \ Cn tale che (x) = pë per qualche k € N+. L'ipotesi su Cn implica k > n. 
Pertanto esistono elementi di periodo p”+! in G e quindi anche sottogruppi di G di 
ordine p"+!. Siano A e B sottogruppi di G con |A| = |B| = p"*?. Dimostreremo 
che B < Ae quindi A = B. Siano a € A \ Cn eb € B \ Ch. Allora 


o(a) = o(b) = pt! e quindi pa, pb € Chn. 


Sia pa = men, con m € Z. Dal fatto che o{pa) = p”, si ha (m, p) = 1, in particolare 
pa è un generatore di Cp. Quindi esiste k e N4 tale che pb = kpa. Se b = ka, 
abbiamo già b € A come desiderato. Altrimenti l'elemento + = b — ka di G è non 
nullo e soddisfa pt = 0. Per il caso n = 1 possiamo concludere che t € C4. Pertanto 
b € A + Ca. Poiché si ha Ci < Cn < A, si conclude che b € A. 


Se il gruppo G è finito, avremo ad un certo passo G = Ch. Altrimenti 
G= U Cn, 
n=l 


dove i sottogruppi ciclici Cn» di G soddisfano (2). Concludiamo facilmente che G = 
Zpoo a O 


7.4 Esercizi sui gruppi abeliani 


Esercizio 7.1 Descrivere tutti i gruppi abeliani di ordine minore o uguale a 15 senza 
far ricorso al teorema 7.16. 


Esercizio 7.2 Sia G un gruppo abeliano di ordine n, dove n =6, 12, 18, 22, 24, 28, 
30, 33, 35, 42, 46, 66, 69, 78, 102, 105, 106, 110, 114, 119, 130, 131. Si dica per 
quali n si può affermare che G è necessariamente ciclico. 


Esercizio 7.3 Determinare il numero dei gruppi abeliani di ordine 24 a meno di 
isomorfismo. Lo stesso per quelli di ordine 100 e 144. Sia p un numero primo; quanti 
sono a meno di isomorfismo i gruppi abeliani di ordine p°? 


Esercizio 7.4 Siano p,q ed r numeri primi distinti. Quanti sono i gruppi abeliani di 


ordine p9g4r3 a meno di isomorfismo? 


Esercizio 7.5 Sia G un gruppo abeliano di ordine pg, con p e q primi non necessa- 
riamente distinti. Calcolare tutti i sottogruppi di G. 


Esercizio 7.6 Siano m un numero intero positivo e G un gruppo. È vero che il 
sottoinsieme H = {x € G : z” = 1} di G è un sottogruppo di G? 


Esercizio 7.7 Sia G un gruppo abeliano finito. Sia G* l’insieme di tutti gli omomor- 
fismi f : G + R/Z sul quale definiamo un’ operazione 


(f+9)() = f(2) + 9(2). 
Si dimostri che G* è un gruppo e che se G = F x K, allora G* ® H* x K*. 
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Esercizio 7.8 * Sia G un gruppo abeliano finito e G* il gruppo degli omomorfismi 
f : G — R/Z definito nell’esercizio 7.7. Si dimostri che se G è ciclico, allora 
GSG*. 


Esercizio 7.9 Sia G un gruppo abeliano finito e G* il gruppo degli omomorfismi 
f : G — R/Z definito nell’esercizio 7.7. Si dimostri che G S G*. 


Esercizio 7.10 Siano p un numero primo e G = (x, y} un gruppo abeliano finito tale 
che p divide |G|, ma p non divide o(x). Dimostrare che p divide 0(y). 


Esercizio 7.11 Se p è un numero primo e G = Li m € N4,k € N calcolare il 
numero degli elementi x € G con o(z) = p°, s E N. 


Esercizio 7.12 Se pè un numero primo, r, s,m, € Ne G = Zp" x Z X...X Ze 
con Ms > 0, calcolare il numero degli elementi x € G con o(x) = p”. 


Esercizio 7.13 * Siano G ed H gruppi abeliani finiti. Se per ogni k € N c’è un 
numero uguale di elementi di periodo k in G ed H, dimostrare che G ed H sono 
isomorfi. 


Esercizio 7.14 Sia A un gruppo non identico e sia 7 : A — A l'applicazione definita 
da Tr(a) = a. Si dimostri che: 

(a) 7 è biettiva; 

(b) l'applicazione r è un omomorfismo (quindi un automorfismo) di gruppi se e 
solo se A è abeliano; 

{c) se ogni elemento non identico di A ha ordine 2, allora 7 è l’identità, altrimenti 
7 ha ordine 2 quale elemento del gruppo Aut(A). 


Esercizio 7.15 Sia f € Aut(Q, +). Dimostrare che: 


(a) esiste r € Q, r #0, tale che f(x) = rz per ogni x € Q; 
(b) Aut(Q, +) = (Q*, ) 

(c) Aut(Q x Q, +) = GL2(0); 

(d) Aut(Q”, +) = GLa (Q). 


Esercizio 7.16 Descrivere Aut(Z,), con n = 3, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 20, 21, 22, 24, 
29, 33, 44, 35, 36, 59, 60, 68, 72, 210. 


Esercizio 7.17 Sia n > 3 un intero. Dimostrare che il numero |Aut(Zn)| è pari. 


Esercizio 7.18 Sia f : G — H un omomorfismo di gruppi tali che |G| = m e 
|H| = n, con m,n e N4, (m,n) = 1. Allora f è banale, cioè ker f = G. 


Esercizio 7.19 Siano m ed n interi positivi coprimi. Allora ogni omomorfismo 
f: Zm X Zn > Zm X Zn 


ha la forma f = (fi, f2), dove fi : Zm — Zm € fz : Zn — Zn sóno opportuni 
omomorfismi (si veda l’esercizio 6.17). 
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Esercizio 7.20 Sia G = Zm x Zn, con n,m € N, (m,n) = 1. Dimostrare che 
MEOE Antil Zum Uan). 


Esercizio 7.21 Siano m e n interi positivi coprimi e siano G ed H gruppi abeliani 
con |G| = m e |H| = n. Allora ogni automorfismo f : G x H > G x H hala 
forma f = (fi, f2), dove fı € Aut(G) e fz € Aut(H). 


Esercizio 7.22 Sia p un numero primo. Dimostrare che Aut(Z, x Zp) = GLa(Fp). 
Esercizio 7.23 * Provare che ogni gruppo G di ordine 15 è ciclico. 


Esercizio 7.24 Siano p e q numeri primi distinti. Provare che ogni gruppo abeliano 
di ordine pq è ciclico. 


Esercizio 7.25 * Descrivere Aut(Z2 x Za). 


Esercizio 7.26 Sia G = Z x Z il prodotto diretto di due copie di Z. 


(a) Si provi che tutti gli elementi di G sono aperiodici. 

(b) Si dimostri che l'applicazione f : G — G tale che f(î,j) = (—i, j) per ogni 
i,j € Z è un automorfismo di G; si determini il periodo di f come elemento di 
Aut(G). 

(c) Se 71 è la proiezione di G sulla prima componente Z, si definisca un automorfi- 
smo y di G tale che (mı 0 @)(i,j) = i + j per ogni i, j € Z. 

(d) È vero che Aut(G) contiene un sottogruppo non ciclico di ordine 4? 

(e) Dimostrare che Aut(G') è isomorfo al sottogruppo di GLa(Z) formato dalle 
matrici con coefficienti interi. 


Esercizio 7.27 Dimostrare che ogni sottogruppo finitamente generato di Q/Z è 
ciclico. 


Esercizio 7.28 * Dimostrare che il gruppo abeliano Q x Q non è isomorfo a Q. 
Dimostrare che il gruppo abeliano R x R è isomorfo a R. 


Esercizio 7.29 Provare che i gruppi (Zg, +) e Aut(Z15) non sono isomorfi. 


Esercizio 7.30 Sia G un gruppo abeliano di ordine m > 1. Provare che il gruppo G 
non è ciclico se e solo se esiste un divisore proprio n di m tale che nx = 0 per ogni 
x € G. Pertanto G è ciclico se e solo se exp(G) = |G|. 


Esercizio 7.31 * Siano s,k1,...,k, € Np em = pîi...pî, con p1,...;Ps 
numeri primi dispari distinti. Provare che 


Aut(Zm) = Zp 


ki-1 X... X 1. 
pri! Zk -pte 4 


Esercizio 7.32 Descrivere i sottogruppi di: 


(a) Z2 x Za; 
(b) Z2 x Za; 
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(c) Z3 x Z3; 

(d) Za x Za; 

(e) Zs x Zo; 

(©) Z2 x Za x Zs; 

(g) Z3 x Za x Zg x Za. 


Esercizio 7.33 Dimostrare che il sottogruppo 
V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 
del gruppo simmetrico S4 è isomorfo al gruppo Aut(Zg). 


Esercizio 7.34 Sia G un gruppo abeliano cociclico e sia c un cogeneratore di G. 
Dimostrare che un omomorfismo f : G — H è iniettivo se e solo se c 4 ker f. 


Esercizio 7.35 Un sottogruppo proprio M di un gruppo G si dice massimale, se ogni 
sottogruppo proprio di G contenente M coincide con M. Dimostrare che: 


(a) ogni gruppo finito possiede sottogruppi massimali; 

(b) un gruppo ciclico finito Zm, m € N+, possiede un solo sottogruppo massimale 
se e solo se m = pf per un primo p e un numero naturale non nullo k; 

(c) i sottogruppi massimali di Z sono pZ, dove p è un numero primo; 

(d) * i gruppi (Q, +) e (Zpœ, +), per ogni numero primo p, non hanno sottogruppi 
massimali; 

(e) se p è un primo e se tutti gli elementi non nulli di un gruppo abeliano G hanno pe- 
riodo p, allora ogni sottogruppo proprio di G' è contenuto in qualche sottogruppo 
massimale; 

(f) se f : G + Gi è un omomorfismo suriettivo e M è un sottogruppo massimale 
di G1, allora f_1(M) è un sottogruppo massimale di G. 


Esercizio 7.36 Dimostrare che per un gruppo abeliano G sono equivalenti le seguen- 

ti condizioni: 

(a) G ha sottogruppi massimali; 

(b) esiste un numero primo p tale che il sottogruppo pG = {px : x € G} diGè 
proprio; 

(c) esistono un numero primo p e un elemento x € G tali che x non si può scrivere 
come x = py per alcun elemento y € G. 


Dare una nuova dimostrazione al fatto che Q, R e Zpœ, per ogni numero primo p, 
non hanno sottogruppi massimali. 


Esercizio 7.37 * Sia G un gruppo abeliano infinito tale che ogni sottogruppo proprio 
di G sia finito. Dimostrare che G  Z,» per qualche primo p. 
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In questo capitolo ci proponiamo di introdurre lo studio dei gruppi non abeliani. 
Rivolgeremo il nostro studio quasi prevalentemente ai gruppi non abeliani finiti. 

Tutti i gruppi di ordine un primo p sono abeliani e così i gruppi di ordine 4. Quin- 
di per trovare un gruppo non abeliano dobbiamo supporre |G| maggiore o uguale a 
6. Proviamo nell’esercizio 8.1 che 53 è l’unico gruppo non abeliano di ordine 6. 

Si può dimostrare che ci sono solo due gruppi non abeliani di ordine 8, a meno 
di isomorfismo: il gruppo dei quaternioni Qg e il gruppo diedrale Dg introdotto nel- 
l'esercizio 5.51. Proveremo nella proposizione 8.16 che i gruppi di ordine p? sono 
abeliani, per ogni primo p e che quelli di ordine 15 sono ciclici. Si può dimostrare 
che gli unici gruppi non abeliani di ordine 10 e 14 sono esattamente quelli descritti 
negli esercizi 5.52 e 5.54. Infine ci sono tre gruppi non abeliani di ordine 12, a meno 
di isomorfismo: il gruppo alterno Ag, il prodotto diretto 53 x Zo ed un gruppo G tale 
che G ha esponente 12, il centro di G ha ordine 2 e G/Z(G) è isomorfo a 83. 

Queste osservazioni permettono di classificare tutti i gruppi di ordine minore 
o uguale 15. La situazione diventa decisamente più complessa se si considerano i 
gruppi di ordine 16: oltre ai cinque abeliani, ve ne sono altri nove non abeliani. 

Nel primo paragrafo si introducono alcuni sottogruppi normali per un qualsiasi 
gruppo (non abeliano). Nel secondo paragrafo si prova un’utile equazione sull'ordine 
delle classi di coniugio nei gruppi finiti. Dimostriamo in seguito il lemma di Cauchy 
e il teorema di Sylow, che garantiscono l’esistenza di sottogruppi di un certo ordine 
fissato in un gruppo finito. Nel terzo paragrafo proviamo che il gruppo alterno An 
è un gruppo semplice per n > 4. Il quarto paragrafo introduce un concetto impor- 
tantissimo, quello di azione di gruppo su un insieme. Questo è il modo concreto in 
cui talvolta viene introdotto il concetto di gruppo, anziché nel modo astratto da noi 
adottato nella definizione 4.11. Si dimostrano infine il secondo e il terzo teorema di 
Sylow. 
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8.1 Alcuni sottogruppi normali 


Una conseguenza del fatto che il gruppo non è abeliano è che non tutti i sottogruppi 
sono necessariamente normali. Iniziamo quindi lo studio dei gruppi non abeliani, 
cercando innanzitutto di capire quali sottogruppi sono normali. Abbiamo già visto 
nel lemma 5.72 che il centro di un gruppo è un sottogruppo normale. Introduciamo 
ora un altro sottogruppo normale di G. 


Definizione 8.1. Dati due elementi a, b di un gruppo G, si denota con [a, b) l’elemen- 
to a71b7tab, che si chiama commutatore di a e b . 


Si osservi che ab = ba(ba) tab = ba(a7!b7!ab) = bala,b], da cui segue 
immediatamente [a, b] = 1 se e solo se a, b commutano, come visto nel lemma 5.1. 


Osservazione 8.2. Sia N un sottogruppo normale di un gruppo G. Allora |n, g] € N 
per ogni n € N, g € G. Infatti [n, gl = n7197!ng = ntn? € N, perché n° € N. 


Consideriamo ora il sottogruppo generato da tutti i commutatori di un gruppo. 
Anche questo sottogruppo risulta essere normale, anzi risulta essere caratteristico. 


Definizione 8.3. Siano G un gruppo ed H un sottogruppo di G. Allora H si dice 
caratteristico in G se H? < H per ogni automorfismo g di G. 


Se H è un sottogruppo caratteristico di un gruppo G, allora H è normale in G. 
Infatti per ogni g € G, il coniugio yọ tramite g è un automorfismo di G e quindi 


H9 = H” < H. 


Nell esercizio 8.7 si prova che se H < K < G, H è caratteristico in K, K è 
caratteristico in G, allora H è caratteristico in G. 


Lemma 8.4. Sia G’ = ([a,b] : a,b € G) il sottogruppo generato dai commutatori 
di G. Allora G' è un sottogruppo caratteristico di G. 


DIMOSTRAZIONE. È sufficiente verificare che se x è un generatore di G’ e p € 
Aut(G), allora z? € G”. Sia æ = [a, b] e p € Aut(G), allora: 


x = [a,b]? = (ab tab)? = (a)! (bP) aP = [af bP] e G'. 
Poiché vale per i generatori di G’, vale anche per elementi arbitrari di G”. O 


Il sottogruppo caratteristico G” di G definito nel lemma 8.4 si chiama sottogruppo 
derivato di G, o più semplicemente il derivato di G. Verifichiamo che il quoziente 
G/G' è abeliano e anzi dimostriamo che G” è il più piccolo sottogruppo con questa 
proprietà. 


Lemma 8.5. Sia G” il sottogruppo derivato di un gruppo G e N < G. Allora G/N 
è abeliano se e solo se N > G'. 
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che G/N è abeliano se e solo se per ogni a,b € G, 
si ha aN&N = abN = baN = bNaN se e solo se a-1b71ab € N se e solo se 
G<N. O 


Da questo corollario segue facilmente che ogni sottogruppo di G contenente G’ 
è normale. 

Siano G un gruppo ed H un suo sottogruppo; introduciamo due sottogruppi 
normali in G legati ad H. 


Definizione 8.6. Si dice cuore di H in G e si denota con Hc il sottogruppo generato 
dai sottogruppi normali di G contenuti in H. Si dice chiusura normale di H in Ge 
si denota HS l’intersezione dei sottogruppi normali che contengono H. 


Osserviamo che grazie al lemma 5.69 HG risulta essere il più grande sottogrup- 
po normale di G contenuto in H e HS il più piccolo sottogruppo normale di G 
contenente H. 

Possiamo caratterizzare questi due sottogruppi nel modo seguente. 


Proposizione 8.7. Siano G un gruppo e H sottogruppo di G. Allora 


Hc=(|H" e H°=(H":x€G). 
rEG 
DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 5.69 Hg è normale e pertanto per ogni x € G si 
ha Hg = H& < H” da cui segue che Hc < (seg H7. Viceversa siano g € 
Geu € (seg H”. Fissiamo ora un elemento x € G arbitrario. Dal fatto che 
u € (eg!) VH(xg7!) = gz Hgg! segue che esiste h € H tale che u = 
ge ?hxg7! e quindi g7Vug = x71hx € H”. Essendo x arbitrario concludiamo che 


glug € N H”. 
REG 
Di conseguenza (\xeg H7 è un sottogruppo normale contenuto in H e dunque è 
contenuto in Ho. 

Sia ora x € G; allora H® < (HS)? < HS perché HS è normale per il lemma 
5.69. Pertanto (H° : z € G} < H®. Vediamo viceversa che (14° : x € G) è un 
sottogruppo normale che contiene H, da cui seguirà che HF < (H° : x € G). Per 
ae (HF : x € G),sihaa=a;...Gn,cona; € H”' peri = 1,... n, n € N}. Se 
g € G, allora af € (H®)9 = gx; Hx;g = (xig)! H (xg). Pertanto 

a = gag = (97'a19)(9'a29)...(97'ang) € (H° : z € G). 
Quindi per il lemma 5.67 (H7 : x € G} è normale e contiene H e dunque contiene 
HS. O 

Chiaramente Hg è contenuto in H e risulta Hg = H se e solo se il sottogruppo 
H è normale. Nell'esercizio 8.6 chiediamo di provare che Hc contiene l’intersezione 
H N Z(G) e ciò fornisce un limite inferiore per il cuore Hg. 

Daremo alcuni esempi in cui l'uguaglianza H N Z(G) = Hc vale. Affinché 
ciò accada è sufficiente che sia verificata l'inclusione (\,eg H? < Z(G). Nei casi 


concreti bastano addirittura anche intersezioni di due o tre coniugati di H, come ad 
esempio nell’esercizio 8.25. 
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8.2 Centralizzanti, equazione delle classi e lemma di Cauchy 


Abbiamo visto la definizione di elemento centrale. Può accadere però che in un grup- 
po non ci siano elementi centrali non banali, come ad esempio nei gruppi simmetrici 
Sn, con n > 3, si veda l’esercizio 8.3. Diamo la definizione di centralizzante di un 
sottoinsieme X di un gruppo G. 


Definizione 8.8. Un elemento g di G centralizza X se gx = zg per ogni x € X. 
L'insieme Co(X) = {g € G : gr = zg Yx € X} degli elementi di G che 
centralizzano X si chiama centralizzante di X in G. 


Per non appesantire la notazione scriveremo Cg (x) per indicare il centralizzante 
dell’insieme {x}. Calcoliamo il centralizzante di alcuni elementi. 


Esempio 8.9. Consideriamo l’elemento (12) di G = $3. Allora 


Css((12)) = ((12). 


Se invece consideriamo (12) come elemento di S4, avremo 
Cs, ((12)) = ((12), (34)). 
Dato un gruppo G, possiamo definire la relazione 
x~gy seesoloseesiste g € G taleche y = 29. 


Si dimostra facilmente che ~g è una relazione di equivalenza, si veda l’esercizio 
5.57. Possiamo allora considerare le classi di equivalenza rispetto a ~g. 


Definizione 8.10. Siano G un gruppo e x un elemento di G. La classe di coniugio 
di x è la classe di equivalenza di x rispetto a ~g, cioè l'insieme dei coniugati di x in 
G. Si denota con z? = {x° : g € G}. 


Si ha 1f = {1} e più in generale la classe di coniugio di un elemento g di 
un gruppo G coincide con il singoletto {x} precisamente quando x è un elemento 
centrale. Infatti x = {x} se e solo se z = x per ogni g € G, cioè x commuta con 
tutti gli elementi di G. 

Supponiamo ora che G sia un gruppo finito. Siano x1,...,%: i rappresentanti 
delle classi di coniugio di G di elementi non centrali, cioè |xf| > 1 per ogni i = 
1,...,t. Le classi di equivalenza costituiscono una partizione e, se si raggruppano 
tutte le classi di equivalenza che contengono un solo elemento, allora 


{ere G:]e5|=1}= Z(G). 
Otteniamo quindi la partizione 


G =Z(G) U 2$ U a$ U...Uaf. 
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Calcolando la cardinalità di questi insiemi disgiunti segue l’equazione delle 
classi: 


t 
2 G 
IGI = IZ(Q) + $ efl. (1) 
i=1 
La prossima proposizione mette in relazione il numero dei coniugati di un elemento 
con il suo centralizzante. 


Proposizione 8.11. Siano G un gruppo e X un sottoinsieme di G. Allora: 


(a) Ca(X) è un sottogruppo di G che contiene il centro di G; 

(b) per ogni sottogruppo H di G si ha Cc(H)N H = Z(H); in particolare 
Ca(G) = Z(G); 

(c) |£F|= [G : Cola). 


DIMOSTRAZIONE. (a) Siano 91,92 € Ce(X) e sia x € X. Allora gir = 291 e 
92% = xg implicano 


91 =g; x e (9192)x = 91(922) = (912)92 = 2(9192). 


Quindi Cg (X) è un sottogruppo e contiene il centro di G perché ogni elemento del 
centro commuta in particolare con gli elementi di X. 

(b) Si ha Ca(H) N H = {g € H : gh = hg Yh € H} = Z(H). 

(c) Sia x la classe di coniugio di z in G. Siano C = Cg(z) e C l'insieme 
delle classi laterali destre del sottogruppo C in G. Definiamo f : C + xf con 
f(Cg) = x?. Dimostriamo che f è ben definita e iniettiva: 


Cg = Ch 4 gh™' € C 4 (gh)r = a(gh) > 


g`’zg = htzh 4 f(Cg) = f(Ch). 


Dalla definizione di z? segue che f è suriettiva. Pertanto f è una biezione e quindi 
gli insiemi C e 4 hanno la stessa cardinalità. Si conclude osservando che 


IC} = [G : Ca(a)]. 


o 


Abbiamo dimostrato il lemma 7.11 di Cauchy nel caso dei gruppi abeliani finiti. 
Siamo ora in grado di provarlo per un qualsiasi gruppo finito G. 


Lemma 8.12. (Lemma di Cauchy) Sia p un primo che divide l'ordine di G. Allora 
esiste in G un elemento di ordine p. 


DIMOSTRAZIONE. Sia |G| = pm, m € N4; dimostriamo il lemma per induzione 
su m. Per m = 1 il lemma è ovvio, anzi ogni elemento non identico di G ha ordine 
proprio p. 

Supponiamo m > 1. Se esiste H < G tale che p divide | H|, per induzione esiste 
un elemento x in H tale che o(x) = p e tale x appartiene anche a G. Supponiamo per 
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assurdo che p non divida l'ordine di alcun sottogruppo proprio di G. Per il lemma 
di Cauchy 7.11 dimostrato nel caso abeliano, G non è abeliano e quindi Z(G) # G. 
Sia a ¢ Z(G), allora Cc(a) < Ge poiché p non divide |[Cc(a)|, per il teorema di 
Lagrange 5.52 p divide [G : Cc(a)] e quindi p divide |aS| da (c) della proposizione 
8.11. Poiché questo è vero per ogni elemento non centrale, dall’equazione delle ciassi 
ricaviamo che |G| =p |Z(G})| e poiché |G| =p 0 e [Z(G)] > 1, si conclude che p 
divide |Z(G})|, assurdo poiché Z(G) è un sottogruppo proprio di G e quindi per la 
nostra ipotesi p non divide |Z(G)|. D 


Grazie al lemma di Cauchy 8.12 possiamo ora caratterizzare l'ordine di un p- 
gruppo finito, con p primo. 


Lemma 8.13. Siano G un gruppo finito e p un primo. Allora G è p-gruppo se e solo 
se |G| = p™ per qualche m in N. 


DIMOSTRAZIONE. Se |G| = p™, allora per il corollario 5.54 ogni elemento di G ha 
ordine una potenza di p. 

Sia G gruppo tale che ogni elemento di G abbia ordine una potenza di p. Suppo- 
niamo per assurdo che esista un primo q # p tale che g divide l’ordine di G. Allora 
per il lemma di Cauchy 8.12 esiste un elemento di ordine q, contraddicendo l’ipotesi. 
o 


Un’altra importante conseguenza dell’ equazione delle classi, nel caso dei p- 
gruppi, è la seguente. 


Lemma 8.14. Siano p un primo e G un p-gruppo finito. Allora il centro di G non è 
banale. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l’equazione delle classi applicata a G. Siano 21, 
..., Ti, pert € Ni rappresentanti delle classi di coniugio di G di elementi non 
centrali, cioè per ogni î = 1,...,tsiha 


lef|>1 e G=Z(G)UxFUsxfU...Usf. 


Allora per il lemma 8.11 |xf] = [G : Co(x;)] > 1 eper il teorema di Lagrange 5.52 
[G : Ce(x;)] divide l'ordine di G per î = 1,2,...,t. Per il lemma 8.13 si ha 


lef|= [G : Ca(z:)] =p 0 
per ogni î = 1,2,...,t. Da ciò segue che 
0=, |G|=1Z(O)+Jef]+lef]+...+ Jef =p Z(G). 


Quindi p divide |Z(G)| e poiché Z(G) non è vuoto perché contiene almeno l’ele- 
mento identico, segue che |Z(G)| > p. D 


Una conseguenza del lemma 8.14 appena visto e del seguente lemma 8.15 è il 
fatto che tutti i gruppi di ordine p°, con p primo, sono abeliani. 
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Lemma 8.15. Sia G un gruppo e Z(G) il centro di G. Se G/Z(G) è ciclico, allora 
G è abeliano. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che G non sia abeliano; allora 
|G/Z(G)| > 1. 


Poiché G/Z(G) è ciclico, esiste g € G tale che G/Z(G) = (7), cong = 9gZ(G). 
Allora per ogni x,y € G, si ha che Z(G) = 9° eyZ(G) = J , per qualche i, j € N. 
Da questo si ricava che x = 219° e y = 229 con 21; 22 € Z(G) e quindi 


Ty = 219229) = z1zagÎ 9? = z22199g' = zagizag' = ye, 


che contraddice l’ipotesi che G non sia abeliano. O 


Proposizione 8.16. Siano p un primo e G un gruppo di ordine p°. Allora G è 
abeliano. 


DIMOSTRAZIONE. Poiché G è un p-gruppo, si ha {1} # Z(G} per il lemma 8.14. 
Per il teorema di Lagrange 5.52 |Z(G}| = p o p°. Se Z(G) = p°, Z(G) = GeGè 
abeliano. Se fosse |Z(G)| = p, allora G/Z(G) avrebbe ordine p e pertanto sarebbe 
un gruppo ciclico di ordine p. Per il lemma 8.15 questo non può accadere. O 


A questo punto viene spontaneo chiedersi che cosa accade se si considerano 
gruppi di ordine pë. Il gruppo dei quaternioni Qs e il gruppo diedrale Dg sono e- 
sempi di gruppi non dbélrari di ordine 8. 'Inditre 1 gruppi aéhriii néli'esercizio 72 
(d) sono gruppi non abeliani di ordine pî. 

Possiamo dimostrare ora il primo teorema di Sylow. 


Teorema 8.17. (Primo teorema di Sylow) Sia G gruppo finito, tale che |G| = n = 
p°m, con p primo, a € N4 e (p, m) = 1. Allora G ha un p-sottogruppo di Sylow di 
ordine p°. 


DIMOSTRAZIONE. Lo dimostriamo per induzione su n = |G|. Se n = 1 non c'è 


nulla da dimostrare. Sia n > 1 e supponiamo il teorema vero per ogni gruppo di 
ordine strettamente minore di n. Consideriamo l’equazione delle classi per G 


t 
IGI = IZ(G)] + DIG : Ce(z:)), 
eri 
ove gli elementi x; sono i rappresentanti delle classi di coniugio non centrali di G. 
Se esiste è € {1,...,t} tale che p non divide [G : Cc(x;)], allora poiché p° divide 
|G] e per il teorema di Lagrange 5.52, 


[G] = [G : Ca(z:)]|Ce (z)h; 


concludiamo che p° divide |Cc(x;)|. L'elemento x; non appartiene al centro di G 
e pertanto Co(x;) < G. Applicando l’ipotesi induttiva a Cc(;), otteniamo un 
sottogruppo P di ordine p”, che è pertanto un p-sottogruppo di Sylow anche di G. 
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Possiamo supporre che p divida [G : Cc(2:)] per ogni i = 1,...,t. Dall’equa- 
zione delle classi ricaviamo che p divide |Z(G)|. Per il lemma di Cauchy nel caso 
abeliano, esiste un elemento z € Z(G) tale che il sottogruppo A = (2) ha ordine p. 
Inoltre per il lemma 5.72 A è normale in G e |G/A| = [G|/p. Pertanto la massima 
potenza di p che divide |G/A| è p°-! e per l’ipotesi induttiva esiste un sottogruppo 
HdiG /A di ordine p°-}. Per il teorema di corrispondenza esiste un sottogruppo H 
di G che contiene A tale che 7 = m (H), se 7 è la proiezione canonica di G su G/A. 
Per il teorema di Lagrange 5.52 |H| = [H : A]|A| = |H/A||A| = p° tp = p°, che 
conclude la dimostrazione. O 


Osserviamo che se H è un sottogruppo di G, in generale H non è normale in G, 
ma potrebbe essere normale in un altro sottogruppo più piccolo di G. Per esempio 
H risulta sempre normale in H stesso. Consideriamo pertanto il più grande di questi 
sottogruppi. 


Definizione 8.18. Sia G un gruppo e X un sottoinsieme di G. Un elemento g nor- 
malizza X se X! = X. L'insieme Na(X) = {g € G : X9 = X} degli elementi di 
G che normalizzano X si chiama il normalizzante di X in G. 


Come per il centralizzante di un sottoinsieme di G, esaminiamo alcune semplici 
proprietà del normalizzante. 


Lemma 8.19. Siano G un gruppo e H un sottogruppo di G. Allora: 


(a) Nc(H) è un sottogruppo di G; 
(b) H è un sottogruppo normale di Nc(H); 
{c) Nc(H) è il più grande sottogruppo di G in cui H è normale. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Osserviamo che se sH = Hx, moltiplicando a destra e a 
sinistra per 271, otteniamo Hx7! = x71H, da cui si ricava immediatamente che 
a! e No(H). Se ora x,y € Nc(H), allora 


(cy) H = z(yH) = x(Hy)= (cH)y=(Ha)y= H (zy). 


Quindi zy € No(H). 

(b) Se k € H, allora hH = Hh per la proprietà di chiusura del sottogruppo. 
Pertanto h € Nc(H), cioè H < Ne(H). Il fatto che H sia normale in Ng(H) 
viene direttamente dalla definizione. 

(c) Sia ora K un sottogruppo di G tale che H è normale in K. Sia dunque k € K; 
allora kH = Hk, cioè k € Nc(H) per la definizione di normalizzante. O 


Il seguente lemma permette di calcolare il numero di coniugati di un sottogruppo 
H tramite il normalizzante di H. 


Lemma 8.20. Sia H un sottogruppo del gruppo G. Allora il numero dei coniugati di 
H coincide con l’indice del normalizzante di H in G. 
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DIMOSTRAZIONE. Vogliamo dimostrare che 
HHY : g e G} = [G : Nc(A)]. 
Ricordando che vale 
[G : Ne(H)] = {Ne(H)g : 9 € G}, 


costruiamo una biezione tra questi due insiemi. Siano N = No(H)e 


f:{Ng:g € G} > {H° :g €G} definitada f(Ng)= H? VgeG. 


Dimostriamo che f è ben definita e che è iniettiva: 
Ng = Nz = ge € N > (297!) H(9x7!)=H&> 
9°Hg=x!Hx 4 f(Ng) = f(Nh). 


Infine f è suriettiva per costruzione. D 


8.3 Semplicità di A, 
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In questa sezione vogliamo dimostrare che i gruppi alterni A, sono gruppi semplici 


non abeliani, per ogni n > 5. Dimostriamo dapprima una proposizione. 


Proposizione 8.21. Se n > 3, ogni elemento di A, è prodotto di 3-cicli. 


DIMOSTRAZIONE. Se o = id, allora o = (123) o (123) o (123). Sia o + id un 
elemento di An; allora ø si può scrivere come prodotto di un numero pari di traspo- 
sizioni o = (011012) 0(@21022)0...0(a:10:2). Se si dimostra che il prodotto di ogni 
coppia di trasposizioni è il prodotto di 3-cicli, si conclude che ogni permutazione pari 


è il prodotto di 3-cicli. Sia dunque (ab) o (cd) prodotto di due trasposizioni. 
Se {a,b} = {c, d}, allora (ab) o (cd) = id è prodotto di 3-cicli. 
Se {a,b} N {c, d} = {b}, per esempio b = c, allora 
(ab) o (cd) = (ab) o (bd) = (abd). 
Se {a,b} N {c, d} = 00, allora 
(ab) o (cd) = (ab) o (bc) o (be) o (cd) = (abc) o (bed). 
D 


In generale non è facile capire quando due elementi di un gruppo sono coniugati. 
Nel caso dei gruppi simmetrici però c’è un utile criterio per riconoscere quando due 


permutazioni sono coniugate. 


Lemma 8.22. Siano (a ...aq) un ciclo in Sh eo € Sn. Allora il coniugato di 


(a; ... aq) tramite o7! è l'elemento (c(a1)... o(aa)). 
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DIMOSTRAZIONE. Ricordando la definizione di ciclo come applicazione biettiva 
dell'insieme {1, 2, . . . , n} in se stesso, dimostriamo che l'applicazione (a1 ... aa)" 
coincide con l’applicazione (o(a)... o (aq)). Denotiamo con f il ciclo (a, . . . aa). 
Poniamo b; := o(a;) per ogni i = 1,...,n, chiaramente si ha anche a; = o7} (b;). 
Allora 
f(o7t(b;)) = f(a) = Qi41 SE i= 1,2, DI d -1 
e f(a} {ba)) = F (aa) = @, 


da cui 
(o foo7!)(b)=a(f(o(d;))) = olai) = biyi peri = 1,...,d -1e 


(o o f o 0™})(ba) = bi. 


Da questo si ricava che (o o f o 0-1) agisce sull'insieme {b1,..., ba} esattamente 
come il ciclo 
(bi, 200) ba) = (o(a) ce a(aa)). 


Sia j € {b1,.-. , ba}; allora 
j ¢ o({ar,...,@a}) 
e quindi 0-1(3) € {a1,..., aa}). Pertanto per ogni j g {bi,...,ba}, si ha 
(ao foo!)(j) = 0(f(073(j))) = c(071(4)) = i. 
o 


Osserviamo che se (a, ...04) e (b1 .. . ba) sono cicli della stessa lunghezza d 
in Sn, esiste una permutazione o tale che (ar... ag)? = (by... ba). È sufficiente 
prendere o con 

o(b;) =a; perogni î=1,...,d. 
Pertanto tutti i cicli della stessa lunghezza sono coniugati in S,. In generale non è 
detto però che questo avvenga anche in An, come si vede dal seguente esempio. 


Esempio 8.23. Siano o = (12345) e p = (12435) due cicli di Sg. Poiché o e p 
sono permutazioni pari, appartengono entrambi ad As. Per il lemma 8.22 o e p sono 
coniugati in Sg, per esempio tramite T = (34). Per l’esercizio 8.17 non c’è nessuna 
permutazione a € Ag tale che g“ = p. 


Il seguente lemma 8.24 garantisce che, nel caso particolare dei 3-cicli, questo 
avviene anche in An. 


Lemma 8.24. Sia n > 5, allora i 3-cicli formano un’unica classe di coniugio in An. 
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DIMOSTRAZIONE. Siano o = (abc) e 7 due 3-cicli in A. Allora esiste una permu- 
tazione w € Sn tale che c” = 7. Se ù € An, allora ø e 7 sono coniugati anche 
in An. Poiché n > 5, esistono due elementi d, e tali che {a,b,c} N {d,e} = 0. Se 
W € An, la permutazione % è dispari e quindi la permutazione a = (de) è pari e 
appartiene ad An. Inoltre 


0% = (o) t = ov =7 


che prova che g e 7 sono coniugate anche in An. O 


Se 
p= (an ‘e .G1d:) . «(Gn .. andn) 
è la decomposizione in cicli disgiunti di una permutazione p, chiameremo la n-upla 
non ordinata (d1, d2, . .-, dn) struttura ciclica dì p. Come conseguenza del lemma 
8.22, si ha che la struttura ciclica viene preservata dal coniugio. Infatti, p7 T? hala 
stessa struttura ciclica in quanto 


o7? 


P = ((a1 Araid) IC) = 


= (ari wak aia) .. (anı at da = 


= (0(a1)...0(a14,))...(0(an1)...0(Gnd,)). 


D'altra parte sia p’ un’altra permutazione con struttura ciclica dello stesso tipo 
(d1,d2,...,dn), cioè p' è uguale al prodotto di cicli disgiunti 


p = (bui ne «bia, (b21 na - bada) 00 (bni ne bnda) 


Allora possiamo facilmente definire una permutazione ø tale che o(a;;) = bi; per 


tutti i possibili i, j}. Allora è chiaro che p' = po. Abbiamo così dimostrato la 
seguente proposizione. 


Proposizione 8.25. Due permutazioni sono coniugate se e solo se hanno la stessa 
struttura ciclica, 


Crproporieme di dimette deh gruppo dEn An in KUPY SEPRE ran 
abeliano. Per far questo utilizzeremo la seguente proposizione. 


Proposizione 8.26. Sia N un sottogruppo normale proprio di Sn, n > 3. Allora 
N ={1}0 N = An. 


DIMOSTRAZIONE. Sia N sottogruppo normale di S» e supponiamo NN Apn # {id}. 
Sia id # o € N N Ax; allora per Fesercizio 8.9 esiste una trasposizione 7 tale che 
lø, 7] # id. Poiché N è normale in Sn, dall’osservazione 8.2 si ha [o, 7] € N. Inoltre 
lo, T} = (771)? o 7 è un prodotto di trasposizioni non identico. Allora [o, 7] è un 
prodotto di due trasposizioni disgiunte oppure un 3 ciclo, se 


Isupp((771)”) N supp(7)] = 1. 
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Pertanto N N A, contiene o un 3-ciclo o il prodotto di due trasposizioni disgiunte e 
poiché N N An < An, ne contiene tutti i coniugati. Dal fatto che A, è generato dai 
3-cicli, per n > 3, o dai prodotti di coppie di trasposizioni disgiunte, se n > 4, segue 
che N > An. Possiamo pertanto supporre N N An = {id}. Allora 


2> |NA,/An|= |N/NNAxn|=|N] 


e quindi N è un sottogruppo normale di S,, con {N| < 2. Per l’esercizio 8.5 si 
avrebbe N < Z(S,). Essendo Z (Sn) = {id} per l'esercizio 8.3, concludiamo che 
N = {id}. O 


Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema. 
Teorema 8.27. Per n > 5, il gruppo alterno An è semplice non abeliano. 


DIMOSTRAZIONE. Sia 7 una qualsiasi trasposizione di Sn. Allora Sn = (An, 7). 
Sia N un sottogruppo normale non banale di An. Poiché An è normale in S,, allora 
N° è contenuto in A, ed è normale in An. Consideriamo il normalizzante Ng, (N) 
di N; poiché N è normale in A, si ha Ng, (N) > An. Se Ns, (N) = Su, allora il 
lemma 8.26 permette di concludere che N = An. Se Ns, (N) = An, allora per il 
lemma 8.20 il numero di coniugati di N è esattamente [Sp : An] = 2. Pertanto se T 
è una trasposizione, allora r £ A, e quindi 7 non normalizza N, da cui 


NNONT<N e NN > N. 


D'altro canto NT < A, e quindi NNT < An. Per il lemma 8.7 il cuore e la chiusura 
normale di N in Sn sono dati rispettivamente da Ns, = NN NT e Nîn = NN". 
Poiché Ns, è normale in Sn ed è strettamente contenuto in An, per la proposizione 
8.26 si ha Ns, = N N N7 = {id}. Analogamente si prova 


NS" = NNT = An. 


Per il teorema 6.35 An è isomorfo al prodotto diretto dei suoi due sottogruppi 
normali N ed N”. Allora 


\An| = NIN] = IN}. 


Poiché n > 5, 2 divide |A_|, allora 2 divide |N]. Per il lemma di Cauchy 8.12 
esiste un elemento di ordine 2 in N, cioè esiste o di ordine 2. Se scriviamo o come 
prodotto di cicli disgiunti, per l'esercizio 5.10 ciascuno di questi cicli deve avere 
ordine 2. Pertanto o = T4 ...7r € N, con 7; trasposizioni disgiunte peri = 1,...,r. 
Ma allora 

ido" =0 E NON”, 


in contraddizione con N N N”! = {id}. o 


Utlizzando il teorema 8.27 si può dimostrare che esiste un gruppo infinito iso- 
morfo a en, An che risulta essere semplice non abeliano, si veda l'esercizio 
8.4, 
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8.4 Azioni di gruppi e teoremi di Sylow 


In questa sezione dimostriamo i teoremi di Sylow per i gruppi finiti. Nell'esercizio 
8.21 si prova che dato un divisore dell’ordine di un gruppo finito G non sempre esiste 
un sottogruppo di quell’ordine. Il lemma di Cauchy 8.12 garantisce che se il divisore 
è un primo p allora esiste un sottogruppo di ordine p. Il primo teorema di Sylow 8.17 
asserisce che se p” è la massima potenza di p che divide l'ordine del gruppo, allora 
esiste un sottogruppo esattamente di quell’ordine. 

Gli altri due teoremi di Sylow affermano che tutti i p-sottogruppi di Sylow sono 
a due a due coniugati e danno delle informazioni sul numero dei p-sottogruppi di 
Sylow. Non daremo qui la dimostrazione originaria di Sylow, ma una dimostrazione 
successiva dovuta a Wielandt che fa uso delle azioni di gruppo. Poiché il concetto di 
azione di gruppo è in ogni caso molto importante, lo introduciamo ora. 


Definizione 8.28. Sia G un gruppo e £2 un insieme non vuoto. Diciamo che G agisce 
su N tramite f o che f definisce un’azione di G su Q se esiste un omomorfismo 
f : G — Sg. Denotiamo con g.x l'immagine f(9)(x) di x tramite la biezione f(g). 
Inoltre ker f si dice il nucleo dell’azione e l’azione si dice fedele se ker f = {1}. 
Se f è l’omomorfismo banale che manda ogni elemento di G nell’identità allora 
l’azione si dice banale. 


Un altro modo per vedere le azioni in modo forse meno formale è il seguente. 

Sia G un gruppo e $2 un insieme non vuoto. Un'azione di G su Q è un’ap- 
plicazione y : G x £2 — N tale che, se denotiamo con gx l'elemento (9,2) 
valgono 


(a) (9192)x = 91(927) per ogni g1, 92 € G e per ogni x € N; 
(b) 17 = z per ogni z € 9. 


Non è difficile vedere che le due definizioni di azioni di un gruppo su un insieme 
si determinano reciprocamente, si veda l'esercizio 8.31. 
Vediamo ora alcuni esempi. 


Esempio 8.29. Siano £2 insieme non vuoto e G un sottogruppo di Sg. Allora l'ap- 
plicazione y : G x N + N definita da g(0,x) = a(x) per ogni o € G,x E€ N 
definisce un’azione di G su £2, detta azione naturale di G su 9. 


Esempio 8.30. Sia G un sottogruppo del gruppo lineare GL,(K), con n e N4 e K 
campo. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su K e denotiamo con A - v la 
moltiplicazione righe per colonne della matrice A € GLn(K) e del vettore colonna 
v € V. L'applicazione y : G x V — V definita da g(A,v) = A -v per ogni 
A € G,v € V, definisce un’azione fedele di G su V, che viene chiamata azione 
naturale di G su V. 

Nel caso in cui n = 1, si ottiene un’azione di K* su K per moltiplicazione. 


Esempio 8.31. Consideriamo la retta reale R e il gruppo 


G={f:R-R definitada f(r)=ar+b, vr € R; a,b € R,a £ 0}, 
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come definito nell’esercizio 4.16. Allora l’applicazione y : G x R — R con 
p(f x) = f(x) definisce un’azione di G su R 


Vediamo altri esempi di azioni, in cui l'insieme £2 su cui agisce il gruppo G è 
l’insieme supporto G del gruppo stesso. 


Esempio 8.32. Nel teorema di Cayley 6.27 è definita un’azione di un qualsiasi gruppo 
(G, -) sull'insieme G per moltiplicazione a sinistra. Quest azione è fedele. 


Esempio 8.33. Possiamo definire un'azione del gruppo (G, +) sull’insieme G per co- 
niugio. Nel teorema 6.26 si costruisce infatti un omomorfismo f di G in Aut(G), 
sottogruppo di Sg, ponendo f(g) il coniugio tramite g71. In questo caso si dice che 
G agisce su se stesso per coniugio e il nucleo dell’azione è il centro di G. 


Sia G un gruppo che agisce su un insieme $? tramite f. Definiamo una relazione 
~g in 22, ponendo 


x~gy seesoloseesiste g EG taleche f(9)(r)=y. 


Si verifica che ~g è una relazione di equivalenza, si veda l’esercizio 8.30. Allora le 
classi di equivalenza rispetto alla relazione ~g costituiscono una partizione. 


Definizione 8.34. Siano G un gruppo che agisce su un insieme N e x € ‘2. Allora 
larlassedicogivalenazial no ty n ACI cirbiamanerbadinsmmitalPsi 
denota anche con Oz. 

L'insieme delle orbite è una partizione. Se in £2 esiste una sola orbita, allora G si 
dice transitivo. Dalla definizione, un gruppo G che agisce su ‘2 è transitivo se e solo 
se per ogni x,y € Q esiste g € G tale che g.x = y. 

L'insieme Gs = {g € G : g.x = 2} si dice stabilizzatore di x. 

Denotiamo con LG l'insieme dei punti fissi di G in £2, cioè 


Na = {x € N: gx =x perognig € G}. 


Osserviamo che un'orbita A ha cardinalità 1 se e solo se A = {x} e g.r = æ per 
ogni g € G, cioè se e solo se x € NG. 


Esempio 8.35. Siano G un gruppo, H un sottogruppo di Ge 2 = {zH : x € G}. 
Allora G agisce su £2 tramite f : G — Sq definita da f(9)(xH) = gxH. Infatti 
f(g) è iniettiva perché grH = gyH implica sH = yH e f(g) è suriettiva perché 
data sH € 92, si ha f(9)(971xH) = zH. Allora f(g) € So. Mostriamo che f è un 
omomorfismo: 


S(gk)(cH)= gka H = f(9)(keH)= f(9)(f(k)(2H)) = (f(9) o f{h)(cH). 


Quest’azione si chiama azione per moltiplicazione a sinistra sulle classi laterali 
sinistre di H. Tl nucleo dell’azione è 


ker f = {g E€ G:g9grH=xH perogni r €G}, 
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cioè g € ker f se e solo se g € xHx* per ogni x € G. Allora il nucleo dell’azione 
è esattamente il cuore Hg di H in G. 

Se H = {1}, si ottiene l’azione y definita nel teorema di Cayley 6.27. 

In modo analogo si può definire un'azione su 2 = {Hx : x € G}, tramite 
f : G + Sq definita da f(9)(Hx) = Hxg. Quest’azione si chiama azione per 
moltiplicazione a destra sulle classi laterali destre di H. 


Dimostriamo ora un lemma che mette in relazione le orbite di un’azione e gli 
stabilizzatori. 


Lemma 8.36. Siano G un gruppo che agisce su un insieme Q tramite f e x € 9. Lo 
stabilizzatore Gx di x è un sottogruppo di G e se Oz è l’orbita di x rispetto ad f, 
allora 

Oz] = [G : Gal. 


DIMOSTRAZIONE. Siano g,h € Gy. Osserviamo che 1 € Gy. Poiché f(g) lascia 
fisso x, anche la sua inversa f(g)7! = f(971) lascia fisso x, che prova che g7! € 
Gs. Inoltre 
(gh).x = g.(h.£) = g.£ = z, 
che prova che G, è un sottogruppo. 
Sia C l’insieme delle classi laterali sinistre di G, in G. Definiamo a : C > Oz 
con a(gGz) = g.z per ogni g € G. Dimostriamo che a è ben definita e iniettiva: 


gGa = hGr hg EG (hg) = r = 


gx = h.z 4> aļ(gGz) = a(hGx). 


Dalla definizione di O, segue che a è suriettiva. Pertanto a è una biezione e quindi 
gli insiemi C e O, hanno la stessa cardinalità. Si conclude osservando che 


IC} = [G : Ga]. 
o 


Sia G un gruppo che agisce su se stesso per coniugio come nell’esempio 8.33; 
allora lo stabilizzatore di un elemento x € G è il centralizzante CG(x) e applicando 
il lemma 8.36 si ottiene la proposizione 8.11. 

Vediamo qualche altro esempio. 


Esempio 8.37. A partire da un’azione di un gruppo G su un insieme 9, possiamo 
costruire un'azione di G sull’insieme P(£2) nel modo seguente. Se f : G > So 
definisce un’azione di G su £2 e poniamo f(9)(x) = 9.7, definiamo allora 


*0:G+ Spin con p(9)(X)=g.X={g.r:r € X} 


per ogni g € Ge X € P(Q). Allora (9g) è ben definita ed è iniettiva perché se 
9-X = g.Y, questo implica che per ogni x € X, esiste y € Y tale che g.x = g.y, da 
cui x = y e quindi X C Y. L'altra inclusione si dimostra in modo analogo. Inoltre 
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«(g) è suriettiva, infatti per ogni X € P(N), esiste Y = {g7}.x : x € X} con 
g.Y = X. Infine y è un omomorfismo e pertanto definisce un’azione. 

Possiamo restringere tale azione ai sottoinsiemi di cardinalità n di £2, come 
segue. Per ogni n € N sia 


[2]" = {X E€ P(2): |X| =n}; 


allora la restrizione dell’azione di G su P(12) all'insieme [92]” definisce un’azione 
di G su [£2]", in quanto |X| = |g.X]. 

Consideriamo ad esempio l’azione di un gruppo G su se stesso per coniugio 
definita nell'esempio 8.33 e la relativa azione di G su P(G). Allora lo stabilizzatore 
di un sottoinsieme X di G è esattamente il suo normalizzante Ng(X) come definito 
in 8.18. 

Analogamente si ha un’azione per coniugio di G nel reticolo L(G) dei sottogrup- 
pi di G. Allora il lemma 8.19 è ora un corollario del lemma 8.36. 


Esaminiamo il caso in cui il gruppo che agisce su un insieme finito sia un p- 
gruppo finito, p un primo. Otteniamo un’utile relazione tra la cardinalità dell’insieme 
e quella dell’insieme dei suoi punti fissi. 


Lemma 8.38. Siano G un p-gruppo finito, p un primo, che agisce su un insieme finito 
N e Ng l'insieme dei punti fissi di G in Q. Allora 


12] =» [2al]. 


DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che 9? è l’unione disgiunta delle orbite di G. Pos- 
siamo suddividere le orbite a seconda della loro cardinalità. Abbiamo osservato che 
un’orbita A ha cardinalità 1 se e solo se z € Ng. Inoltre se un’orbita A ha cardinalità 
maggiore di 1, si ha che, se z € A, 


|A| = [0z] = [G : Ga] = p” 


per qualche r € N... Se denotiamo con 4;, per î = 1,...,t le orbite di cardinalità 
maggiore di 1, si ha: 


I| = |L6] +|A41]+...+|A4:|=p |Lé6|, 
poiché le orbite costituiscono una partizione di 9. D 


Se consideriamo l’azione di un gruppo finito G su se stesso per coniugio, allora 
l'insieme dei punti fissi rispetto a quest’ azione è il centro di G. Pertanto se G è un 
p-gruppo finito, p primo, si può ricavare la conclusione del lemma 8.14 dal lemma 
8.38. 


Si_npò_dare_nna_dimostrazione_altervativa al _nrimo_teorema_di_Sylow..8.17,, 
utilizzando i risultati fin qui provati sulle azioni di gruppo; si veda l’esercizio 8.43. 


Il primo teorema di Sylow 8.17 dimostra l’esistenza di p-sottogruppi di Sylow 
per ogni gruppo finito di ordine divisibile per p, p primo. Se un sottogruppo è co- 
niugato ad un p-sottogruppo di Sylow, allora è anch’esso un p-sottogruppo di Sylow. 
Dimostriamo che tutti i p-sottogruppi di Sylow sono coniugati. 
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Teorema 8.39, Siano G un gruppo finito di ordine divisibile per p, p primo, P un 
p-sottogruppo di G e S € Sylp(G). Allora esiste g € G tale che P < S9. 


DIMOSTRAZIONE. Sia 2 = {x.S : x € G}. Facciamo agire P su $2 per moltiplica- 
zione a sinistra, come descritto nell’esempio 8.35. Poiché [S| = [G : S], si ha che p 
non divide |92|, in quanto S € Syl,(G). Per il lemma 8.38 si ha 


[2p] =p |2| #0, 


cioè l’insieme 
Np = {xeS:g9xS = xS per ogni g € P} 


non è vuoto. Sia x.S € Np; allora grS = xS per ogni g € P, da cui g € xSx-! per 
ogni g € P. Questo dimostra che P < 5°. O 


Corollario 8.40, (Secondo teorema di Sylow) Siano G un gruppo finito e P,S € 
Sylp(G). Allora esiste g € G tale che P = S°. Inoltre 


|Sylp(G)| = [G : Ne(5)] divide |G : S]. 
DIMOSTRAZIONE. Per il teorema 8.39 esiste g € G tale che P < 99 e 
[P| = |8] < œ% = P = 8. 
Il secondo enunciato segue dal teorema 8.20 e dal fatto che 
[G : S] = [G : Ne(S)][Ne(S) : S] 


per l’esercizio 5.41. D 


Concludiamo con il terzo teorema di Sylow che fornisce informazioni sul numero 
dei coniugati di un p-sottogruppo di Sylow. 


Teorema 8.41. (Terzo teorema di Sylow) Siano G gruppo finito e p un primo che 
divide |G|. Allora |Syl,(G)| =p 1. 


DIMOSTRAZIONE. Per il primo teorema di Sylow 8.17 esiste S € Syl, (G). Faccia- 
mo agire S per moltiplicazione a sinistra sull’insieme delle classe laterali sinistre 


Q={rS:r EG}, 
come descritto nell’esempio 8.35. Allora per il lemma 8.38 si ha 
|9s| =» |2] = [G : S). 


Sia 25 € Lg; allora gr§ = xS per ogni g € S, cioè gr € xS per ogni g € §, da 
cui S < zSx7!. Allora zS € Lg see solo se z € Ng(S) e quindi 


|Rs| = [Ne(5) : S] e |Sylp(G)] = [G : Ne(9)] 
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per il corollario 8.40. Osserviamo che 
[G : S] = [G : Na(S)][Nc(5) : 5] 
e che tutti questi indici sono coprimi con p. Concludiamo che 
[G : S)=|21=p|9s]= [Ne(8) : SI. 
Essendo [Nc(5) : S] coprimo con p possiamo dividere per [Ng (S) : S) ricavando 
|Svlp(G)| = [G : No(5)) =p 1. 
D 


Notazione. Denotiamo con np(G) il numero dei sottogruppi di Sylow di G, cioè 
np(G) = |Sylp(G)]. 


Osservazione 8.42. Osserviamo che se S è un p-sottogruppo di Sylow di un gruppo 
finito G, con p un primo, allora np(G) = [G : NG(S)] divide [G : S]. Inoltre S è 
normale se e solo se np(G) = 1. 


Grazie al terzo teorema di Sylow è possibile dimostrare che l’ordine di un gruppo 
finito può talvolta caratterizzare il gruppo stesso. Ad esempio si è visto che esiste un 
unico gruppo di ordine 15 nell’esercizio 7.23 ed è quello ciclico. Lo svolgimento 
dell’esercizio è abbastanza complesso e non può essere generalizzato ad altri gruppi 
di ordine prodotto di due primi distinti. Dimostriamo ora che esiste un unico gruppo 
di ordine 15 (a meno di isomorfismi), con una tecnica che può venire utilizzata in 
una situazione più generale, come faremo nel teorema 8.44. 


Esempio 8.43. Sia G un gruppo di ordine 15; allora G è ciclico. 

Infatti sia P un 5-sottogruppo di Sylow di G. Allora per l’osservazione 8.42 
ns(G) divide [G : P] = 3 e ns(G) =5 1 da cui segue che n5(G) = 1 e che P è 
normale. Sia ora Q un 3-sottogruppo di Sylow; allora n3(G) divide [G : Q] = 5 e 
per il terzo teorema di Sylow 8.41 


n3(G)=31 


da cui segue che n3(G) = 1 e che Q è normale. Si ha |P| = 5 e |Q] = 3, pertanto 
sia P che Q sono ciclici di ordine rispettivamente 5 e 3. Inoltre per il teorema 6.36 G 
è isomorfo al prodotto diretto P x Q che è ciclico di ordine 15 per il teorema 6.42. 


Si veda anche l’esercizio 8.33 per altri esempi. L'argomento utilizzato nell’e- 
sempio 8.43 per dimostrare che un p-sottogruppo di Sylow del gruppo G è normale 
è basato sul fatto che in quelle ipotesi [G : P] è congruo a 1 modulo p se e solo se è 
1. Possiamo pertanto provare un teorema più generale. 


Teorema 8.44. Siano G un gruppo di ordine pq con p e q primi, p > q, P un p- 
sottogruppo di Sylow di G e Q un g-sottogruppo di Sylow di G. Allora: 
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(a) P è normale in G; 
(b) se p #q 1, allora Q è normale in G e G è isomorfo ad un gruppo ciclico di ordine 
Pq. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Sappiamo che np(G) divide [G : P] = q < p per l’osserva- 
zione 8.42 e per il terzo teorema di Sylow 8.41 


np(G) =p 1. 


Da queste due condizioni si deduce che n,(G) = 1, da cui P è normale. 

(b) Analogamente ng(G) divide [G : Q] = p per l’osservazione 8.42 e per il 
terzo teorema di Sylow 8.41 n4(G) =q 1. Dall’ipotesi p #3 1 segue che ny(G) = 1 
e quindi che Q è normale. Si ha |P| = pe |Q| = q, pertanto sia P che Q sono ciclici 
di ordine rispettivamente p e q. Inoltre per il teorema 6.36 G è isomorfo al prodotto 
diretto P x Q che è ciclico di ordine pq per il teorema 6.42. D 


Il terzo teorema di Sylow 8.41 può essere utile per trovare dei sottogruppi normali 
in un gruppo finito. Osserviamo infatti che se G è un gruppo finito e p è un primo che 
divide l’ordine di G, si ha |Syl,(G)| = 1 se e solo se esiste un unico sottogruppo di 
Sylow S e S è normale in G. 


Esempio 8.45. Sia G un gruppo di ordine 42. Allora G non è semplice. Consideriamo 
infatti S un 7-sottogruppo di Sylow di G. Si ha che n7{G}) divide [G : 5] = 6 e deve 


essere congruo ad 1 modulo 7. L'unica possibilità è che n7(G) = 1, cioè S è normale 
in G ed ha ordine 7, quindi G non è semplice. 


8.5 Esercizi sui gruppi non abeliani 


Esercizio 8.1 Sia G un gruppo non abeliano di ordine 6, si provi che G = 63. 


Esercizio 8.2 Provare che il sottoinsieme H del gruppo GL2(F3) che consiste delle 
matrici della forma Gi i) , a € F3, b € F3, è un sottogruppo di GL»(F3) isomorfo 
a S3. 


Esercizio 8.3 Si dimostri che il centro del gruppo simmetrico S,, è banale per ogni 
n>3. 


Esercizio 8.4 Sia Sy il gruppo delle permutazioni di N e sia 
FSn = {o € Sy : [supp(0}| < 00}. 


(a) Dimostrare che F.Sy è un sottogruppo di F Sy. 
(b) Dimostrare che l'insieme An = {o E FSy : o è il prodotto di un numero pari di 
trasposizioni } è un sottogruppo di F Sy. 
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(c) Per ogni n € N4 sia 
Bn = {o € FSy:supp(0) C {0,1,...,n-1}}. 


Dimostrare che B; G B; sei < j e che Ba = Sn, il gruppo simmetrico sun 
elementi. Dimostrare inoltre che 


FSn= |] Bn. 


nEN+ 


(d) Perogni n € Ny, siaCn = {o € An : supple} C {0,1,...,n-1}}. Dimostrare 
che Ay = Unen, Cn e dedurre che An è un gruppo semplice infinito. 


Esercizio 8.5 Sia N un sottogruppo di ordine 2 normale nel gruppo G. Si dimostri 
che N è contenuto nel centro di G. 


Esercizio 8.6 Siano G un gruppo e H un sottogruppo di G. Per ogni x € G 
denotiamo con H7 il sottogruppo coniugato x! Hx di H. Dimostrare che: 


(a) H” contiene l’intersezione H N Z(G), in particolare H N Z(G) è contenuto nel 
cuore Hg di H; 

(b) esistono gruppi G per i quali l’uguaglianza HN Z(G) = HG fallisce per qualche 
sottogruppo proprio H. 


Esercizio 8.7 Siano G un gruppo e H, K sottogruppi di G, tali che H < K. Se H è 
caratteristico in K e K è caratteristico in G, allora H è caratteristico in G. 


Esercizio 8.8 Provare che Z(A,) = {1}, per n > 4. 


Esercizio 8.9 Sia o € An, n > 3. Allora esiste una trasposizione 7 tale che 
[o,r] # id. 


Esercizio 8.10 Sia H un sottogruppo di un gruppo G. Provare che Nc(H) = H, se 
l'indice [G : H] è primo e H non è normale. 


Esercizio 8.11 Sia H = ((123)) il sottogruppo del gruppo alterno G = Ag. 
Calcolare Ng( H}, Ce(H) e l'indice [Na(H) : Co(H)]. 


Esercizio 8.12 Sia G un gruppo finito e sia H un sottogruppo proprio di G. Provare 
che l'insieme |] „eg H” è un sottoinsieme proprio di G. 


Esercizio 8.13 Provare che, se il gruppo G non è abeliano, allora il gruppo Aut(G) 
non può essere ciclico. 


Esercizio 8.14 Provare che non esiste un gruppo G tale che Aut(G) 2 Z. 


Esercizio 8.15 Sia m > 1 un intero dispari. Allora non esiste un gruppo G tale che 
Aut(G) S Zm. 
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Esercizio 8.16 Decomporre (23)(432)(12)(13) € S4 nel prodotto di cicli disgiunti. 
Dimostrare che 64 è generato da {(12), (13), (14)}. 


Esercizio 8.17 Siano o = (12345), p = (12435) e r = (34) cicli di Ss. 
(a) Si verifichi che 


a% =p seesolose a € {(34), (1245), (14)(235), (13)(254), (1532)}. 


(b) Sia H = (0). Si provi che Cs,(H) = H. 
(c) Si descriva la classe laterale 7H e si concluda che o = pseesolo sea E TH. 


Esercizio 8.18 Dimostrare che S4 è generato da {(12), (1234)}. 

Esercizio 8.19 Si dimostri che esiste un omomorfismo f : S4 — $3 tale che 
ker f = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. 

Si dica se tale omomorfismo è suriettivo. 


Esercizio 8.20 Sia H il sottogruppo di S4 generato dai cicli (1234) e (13). Dimo- 
strare che H ® Da. 


Esercizio 8.21 * Provare che il gruppo alterno A4 non ha sottogruppi di ordine 6. 


Esercizio 8.22 Siano o e r le permutazioni di Sg definite rispettivamente come 


segue: 
FRE 123456789 _ {123456789 
-\231564897)]' 7=\ 456789123 
(a) Si dimostri che g o7 = 700. 
(b) Si trovi la decomposizione in cicli disgiunti di o, T €o oT. 
(c) Si calcoli l'ordine di o, T eg 07. 


(d) Sia H il sottogruppo di Sg generato da ø e 7. H è ciclico? H è abeliano? Quanti 
elementi ha H? 


Esercizio 8.23 Siano 71, 72 € 73 le tre trasposizioni del gruppo simmetrico S3 e siano 
01 02 i due cicli di lunghezza 3. 


(a) Dimostrare che ci sono sei automorfismi interni di S3 e che: 
(a1) ogni automorfismo interno ,, i = 1, 2,8 fissa la trasposizione 7; e scambia 
(a2) ogni automorfismo interno Yo; fissa entrambi i cicli 01, 02 e scambia tra 
loro le trasposizioni 7; senza lasciarne una fissa. 

(b*) Dimostrare che ogni automorfismo di S3 è interno. 


Esercizio 8.24 Sia p un numero primo e sia G un gruppo di ordine p” per qualche 
n € N. Dimostrare che per ogni divisore d di |G] esiste un sottogruppo di G di ordine 
d. 
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Esercizio 8.25 Sia G il gruppo GL(R). Dimostrare che: 
(a) i sottoinsiemi 


AA € GL:(R) :a,b ER} e 


Bz ={(50) E GI(R) aber} 


di G sono sottogruppi abeliani isomorfi entrambi a (R, +) x (R*, -); 
(b) le matrici 


ab 
(- ì) EG, con a,b,c,dEQ 


formano un sottogruppo H di G isomorfo a GL3(Q); 
(c) siano r € R un numero irrazionale e 


_ {lr _ {10 _ {fr 0 _ {rt 0 
301}: V=(p1}' #01 eus| orj 


Allora 
HAH” < Bł, HNH” <B}, 
HNB” < D e HAH" < Do, 


Dz := to) € GIR) abe R); 


(d) esistono matrici z, y € G, tali che H N H” N HY < Z(GL2(R)). 


dove 


Esercizio 8.26 Sia G il sottoinsieme del gruppo GL2(R) formato da tutte le matrici 


ab ; 3 
0 n . Dimostrare che: 
(a) G è un sottogruppo di GL2(R); 
(b) il centro di G è dato dalla sola matrice identica; 


(3 i) € G, con a e b numeri razionali, formano un sottogruppo H.di 


della forma 


(c) le matrici 
(d) se N+ è l’insieme delle matrici a i) € Ge Hı = HAN N+, allora esiste una 


matrice z € G tale che Hı N H? = {I2}, dove I» è la matrice identica di G; 
(e) esistono matrici x, z € G, tali che H N H” N H? = {I2}. 


Esercizio 8.27 Sia G il gruppo S Lə(R). Dimostrare che: 

(a) Z(G) = {l2o,-I}: 

(b) le matrici i ; € G, con a,b, c e d numeri razionali, formano un sottogruppo 
H di G; 
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(c) esistono matrici x,y € G tali che H N H” N H” = {Io}, dove I è la matrice 
identica di G; 
(d) se N è un sottogruppo normale di G contenuto in H, allora N è contenuto nel 
centro di G. 
isa NES 0-1 0 1 
Esercizio 8.28 Per le matrici a = 10)° b = Li i del gruppo G = 
G L2(R) verificare che o(a) = 4 e o(b) = 3, mentre o(ab) = o0. 


Esercizio 8.29 Sia G il gruppo T3 (R) delle matrici triangolari superiori in GL2(R). 
Dimostrare che per il sottogruppo H = GL2(@) NG di G esistono matrici x,y € G 
tali che 

HNHENH" < Z(G). 


Esercizio 8.30 Sia G un gruppo che agisce su un insieme £2. Definiamo una relazio- 
ne ~g in N, ponendo x ~g y se e solo se esiste g € G tale che g.x = y. Dimostrare 
che ~g è una relazione di equivalenza. 


Esercizio 8.31 Siano G un gruppo, $2 un insieme non vuoto e 
piGx 2-82 


un'applicazione tale che, se denotiamo con gz l'elemento (g, x) valgono: 


(a) (9192)® = gı (922) per ogni gı, 92 € G e per ogni x € 2; 
(b) 1z = x per ogni z E NQ. 


Si dimostri che: 


(a) l'applicazione Yg : 2 — N definita da Yyy (£) = p(g, £) = gz, per ogni x € R, 
g € G è una biezione di 2; 

(b) l'applicazione f : G — So con f(9) = Yg definisce un’azione di G su 2, come 
dalla definizione 8.28. 


Esercizio 8.32 Siano G un gruppo finito ed H e K sottogruppi di G. Si dica se 
le seguenti affermazioni sono vere o false, fornendo una breve dimostrazione o un 
controesempio: 


(a) se [G : H] = 3 e |G| è dispari, allora H è normale in G; 

(b) se [G : H] = p, con p primo allora H è normale in G; 

(c) se [G : H] = p, con p primo allora H è massimale in G, cioè non esiste nessun 
sottogruppo K < G tale che H < K < G. 


Esercizio 8.33 Sia G un gruppo di ordine n = 33, 35, 45, 51, 65, 69, 77, 85, 87, 
91, 95, 99. Dimostrare che G è abeliano e dire per quali di questi interi n il gruppo 
G è necessariamente ciclico. 


Esercizio 8.34 Sia p un numero primo tale che p > 3 e 3 non divide p — 1. Provare 
che ogni gruppo G di ordine 3p è ciclico. 


208 Aritmetica e algebra 


Esercizio 8.35 Descrivere i p-sottogruppi di Sylow di A4 per ogni primo p che 
divide |44|. 


Esercizio 8.36 Descrivere i 5-sottogruppi di Sylow di As. 
Esercizio 8.37 Trovare un p-sottogruppo di Sylow di GL2(Fp). 


Esercizio 8.38 Dimostrare che il gruppo GL3(F3) ha esattamente quattro 3-sotto- 
gruppi di Sylow. 


Esercizio 8.39 Dimostrare che gruppi di ordine n, con n = 6, 20, 330, non sono 
semplici. 


Esercizio 8.40 Dimostrare che un gruppo di ordine pg, con p e q primi non necessa- 
riamente distinti, non è semplice. 


Esercizio 8.41 * Sia G un gruppo non abeliano di ordine n, con 91 < n < 100 e 
n # 96. Dimostrare che G non è semplice. 


Esercizio 8.42 * Siano n € N4 e p un primo. Dimostrare che 


(a) il gruppo S, ha un p-sottogruppo di Sylow non banale se e solo se n > p. 

(b) se n < p?, allora il gruppo S, ha un p-sottogruppo di Sylow abeliano. Mostrare 
con un esempio che se n > p? allora un p-sottogruppo di Sylow di S, non è 
abeliano. 


Esercizio 8.43 Dare una dimostrazione alternativa al primo teorema di Sylow 8.17, 
utilizzando i risultati sulle azioni di gruppo. 


Esercizio 8.44 Siano G un gruppo infinito e B C G. Allora B si dice grande a 
sinistra se esistono n € N, ed elementi 91, 92, - . - , gn di G tali che G = Ue 9B; 
B sì dice piccolo a sinistra se esistono elementi g1, 92, . - - , 9n, - +. a due a due distinti 
del gruppo G tali che gnB N gmB = Ô se m # n (analogamente si introducono i 
concetti di grande a destra e piccolo a destra). Dimostrare che 


(a) se Bè tale che BB-! non è grande a sinistra, allora B è piccolo a sinistra; 

(b) se S è un sottoinsieme finito di G, allora S è piccolo a sinistra e piccolo a destra; 

(c) se f : G — H è un omomorfismo suriettivo di gruppi e B è un sottoinsieme 
grande a sinistra di H, allora f-1(2B) è grande a sinistra in G; 

(d) se B; è un sottoinsieme grande a sinistra di un gruppo Gi, con i = 1,2,...,n, 
allora Bı x... x Bn è grande a sinistra in Gi X ... X Gn. 


Esercizia 2.45 Siano G nn. amh infinita a H. sattagnimna di... Ttilizzanda le. 
definizioni di sottoinsieme grande e piccolo a sinistra (a destra) definite nell’esercizio 
8.44, dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti: 


(a) H ha indice infinito; 

(b) H non è grande a sinistra; 
(c) H nonè grande a destra; 
(d) H è piccolo a sinistra, 
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(e) H è piccolo a destra. 


Esercizio 8.46 Sia G un gruppo infinito che agisce su un insieme X. 


(a) Se F è un insieme finito di X e s € X \ F, allora {g € G : g.s g F} è infinito. 

(b) Se x,y € X, allora l'insieme M,,y = {g € G : y = g.x} è non vuoto se e solo 
se O, = Oy. In tal caso |Mx,y| = [Gz] = [Gy]. 

(c) Sia S C X un sottoinsieme finito di X. Allora M = {g E G:5N9.5#0}è 
finito se e solo se |Gz| < 00 per ogni x € S. 

(d) Se S C X è un sottoinsieme finito di X tale che |G,] < 00 per ogni z € S, 
allora esistono elementi 91, 92, - - - , gn, - - - a due a due distinti del gruppo G tali 
che (9n-5) N (9m.5) = Ó qualora m # n. 

(e) Se S ed F' sono insiemi finiti disgiunti di X, allora A = {g € G:FN9.5S= 0} 
è infinito. 


9 
Anelli e ideali 


Nei primi due paragrafi diamo le definizioni essenziali, alcuni esempi e le leggi di 
cancellazione in un anello. Nel terzo paragrafo introduciamo il corpo dei quaternioni. 
I paragafi 4, 5 e 6 sono dedicati alle sottostrutture associate ad un anello: sottoanelli, 
ideali destri, sinistri e bilateri e l’anello quoziente. Nel settimo paragrafo vengono 
definiti gli ideali primi e gli ideali massimali di un anello commutativo e ne viene 
data una caratterizzazione attraverso l’anello quoziente. Segue il teorema di Krull, 
che garantisce l’esistenza di ideali massimali negli anelli commutativi unitari. 


9.1 Definizioni ed esempi 


Ricordiamo alcune delle definizioni date nel quarto capitolo. 
Un anello è una terna (A, +, -) dove A è un insieme, + e - sono operazioni binarie 
su A che verificano le seguenti proprietà: 


(1) la coppia (A, +) è un gruppo abeliano con elemento neutro che denoteremo con 
0. 

(2) l'operazione - è associativa, cioè a - (b- c) = (a- b) » c per ogni a,b e cin A; 

(3) vale la legge distributiva, cioè 


a-(b+c)=a-bta-c e (a+b)-c=a-c+b-c 
per ogni a, be cin A. 


Se esiste un elemento 1 di A, tale che 1 # 0el-a=a-1=aperogniainA, 
si dice che A è unitario e 1 si dice unità dell’anello. 

Come abbiamo già visto nel paragrafo 4.2, l’unità 1 di A, se esiste, è unica. 
Infatti, se per qualche elemento e di A risulta e -a = a-e = a per ogni a in A, allora 
e=e-l=1. 


Definizione 9.1. Per un anello unitario A un elemento a si dice invertibile se esiste 
un elemento z in Acona-rx=2%-a=1. 
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L'insieme U(A) di tutti gli elementi invertibili di A forma un gruppo per l’ope- 
razione -. L'unico elemento x determinato dalla proprietà a - x = x-a = 1 si dice 
inverso dell’elemento a e si indica di solito con a7!. 

Denoteremo con A* l’insieme degli elementi non nulli di A. 

Quando non sarà necessario specificare le operazioni + e -, scriveremo A al posto 
di (A, +, -) e scriveremo ab al posto di a - b. 

Dati due elementi a, è € A si dice che a e b commutano (o sono permutabili) se 
ab= ba. 


Definizione 9.2. Un anello A si dice commutativo se per ogni a, b in A risulta 
ab= ba. 
Vediamo ora qualche esempio di anelio. 


empio 9.3. - Se Zè l’insieme dei numeri interi, la terna (Z, +, -) è un anello. 
Se Q è l’insieme dei numeri razionali, la terna (Q, +, -) è un anello. 

- SeRè l'insieme dei numeri reali, la terna (R, +, -) è un anello. 

- Se Cè l'insieme dei numeri complessi, la terna (C, +, -) è un anello. 

- Sem > 1è intero e Zm è l'insieme delle classi resto modulo m, allora la terna 
{Zm +, -) è un anello. 

- Se Mr(R)è l'insieme di tutte le matrici n x n a coefficienti reali e 0, è la matrice 
nulla, allora la terna (M, (R), +, +) è un anello. 


(Z, +, -), (Q, +, °), (R, +, °), (C, +, -), (Zm, +, +) sono anelli commutativi, men- 
tre M,(R) non è commutativo se n > 1, come abbiamo mostrato nell'esercizio 
44. 

Proviamo alcune semplici proprietà che valgono in tutti gli anelli. Ricordiamo 
che per il gruppo abeliano (A, +) si definiscono i multipli nz per x € Ae n € Z 
con le proprietà: 


(1) mz +nz=(m+n)z; 
(2) (n) = (-n)z; 

(3) n(ma)= m(nx) = nmz; 
(4) n(2 +y) = nz + ny. 


Lemma 9.4. Siano x, y elementi di un anello A e n, m € Z. Allora 


(a) 0x = z0 = Q; 

(b) (-2)y=x(-y)= cy; 

(c) (nz)y = x(ny) = n(cy); 

(d) (nz)(my) = (ma)(ny) = (mn)zy. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha Oz = (0 + 0)x = Ox + Or da cui, per la legge di 
cancellazione della somma, si ha 0x = 0. Analogamente per l’altra uguaglianza. 

(b) Dalla (a) risulta 0 = 0y = (2 + (—z))y = zy + (—x)y da cui risulta che 
—xy = (--x)y. Analogamente si dimostra l’altra uguaglianza. 
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(c) Supponiamo dapprima che r sia positivo e procediamo per induzione. Il caso 
n = 0 è stato dimostrato nel punto (a). Supponiamo vero l’asserto nel caso n — 1. 
Allora 


(na)y = ((n — 1)z + z)y = ((n ~ 1)z)y + zy = (n — 1)zy + zy = n(zy). 


Analogamente per laltra uguaglianza. Se invece n < 0, usando (b) e il caso n 
positivo si ottiene 


(ng)y = (-(-nz)jy = —((-n)z)y = -((-n)(xy)) = n(zy). 
(d) Segue da (c). O 


Per un anello (A, +, -) unitario e un elemento x € A poniamo x° = 14. Per 
n € N intero positivo definiamo le potenze z” come nel caso di un gruppo. Restano 
vere le formule xx" = xt" e (x) = x" per ogni x € A e ogni m,n € Z. 
Se x,y € A sono elementi permutabili, allora (xy)? = r°y” e x” e y™ sono 
permutabili per ogni n, m € Z. 


9.2 Le leggi di cancellazione in un anello 


Definizione 9.5, Un elemento non nullo a € A si dice divisore sinistro dello zero, se 
esiste b Æ 0 in A con ab = 0. Analogamente, si dice che a è divisore destro dello 
zero se esiste b Æ 0 in Á con ba = 0. 


Lemma 9.6. Se ab = ac in un anello A e a # 0 non è divisore sinistro dello zero, 
allora vale b = c. 


DIMOSTRAZIONE. Da ab = ac abbiamo a(b — c) = ab — ac = 0. Poiché a non è 
divisore sinistro dello zero possiamo concludere che b — c = 0 e quindi b =c. O 


Abbiamo dimostrato che se a non è divisore sinistro dello zero si può cancellare 
a a sinistra. D'altra parte, se si può sempre cancellare a a sinistra, allora a non è 
divisore sinistro dello zero. Infatti se ac = 0 per qualche c in A, allora da ac = a0 
concludiamo c = 0, quindi a non è divisore sinistro dello zero. In altre parole, si può 
cancellare a a sinistra se e solo se a non è divisore sinistro dello zero. Analogamente 
si dimostra che si può cancellare a a destra se e solo se a non è divisore destro dello 
zero. 


Definizione 9.7. Un elemento a € A si dice ni/potente se esiste un intero positivo n 
tale che a” = 0. 


Si osservi che se un elemento non nullo è nilpotente, allora è senz’altro un divisore 
dello 0, mentre il viceversa non è vero. Infatti in Ze l'elemento {3]e è un divisore 
dello 0, in quanto [2]e - [3]e = {[0]s, ma non è nilpotente perché ([3]6)" = [3]e # [0]e 
per ogni n. 

Ricordiamo altre definizioni, già date nel paragrafo 4.4, che utilizzeremo in 
questo capitolo: 
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- un anello unitario privo di divisori dello zero destri (o equivalentemente privo di 
divisori dello zero sinistri) si dice integro; 

- un anello commutativo integro unitario si dice dominio di integrità o più sempli- 
cemente dominio; 

- un anello in cui tutti gli elementi non nulli sono invertibili, cioè A* = U(A) si 
dice anello con divisione o corpo; 

- un corpo commutativo si dice campo. 


Lemma 9.8. Sia a un elemento invertibile di un anello A. Allora a non è un divisore 
dello zero. 


DIMOSTRAZIONE. Se ac = 0, allora abbiamo 
c= 1c = (a`ta)e = a~t (ac) = a7!0=0. 


Pertanto a non è divisore sinistro dello zero. Analogamente si vede che a non è 
divisore destro dello zero. O 


Dal lemma 9.8 si deduce che ogni campo è un dominio. L'anello Z dimostra che 
il viceversa non è vero in generale. In un caso particolare, cioè quando il dominio è 
finito, si ha invece l'equivalenza. 


Lemma 9.9. Sia A un anello commutativo finito privo di divisori dello 0, allora A è 
un campo. 


DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che esiste un elemento neutro per la mol- 
tiplicazione e che ogni elemento non nullo ha un inverso. Sia a # 0 un elemento di 
A. Consideriamo l'applicazione 4, : A — A definita da ua(b} = ba(= ab). Allora 
Ha è un’applicazione iniettiva. Infatti a(b) = 4a(c) se e solo se ba = ca, cioè se 
e solo se (b — e)a = 0 e poiché a # 0 per ipotesi e in A non ci sono divisori dello 
zero, si ottiene che b — c = 0, da cui b = c. Inoltre xa è anche suriettiva, perché A è 
finito. Esiste pertanto un elemento e € A tale che ea = a. Poiché A è commutativo, 
ea = ae. Verifichiamo che e è l’elemento identico di A. Sia c € A, allora esiste 
b € A tale che c = ba. Si ha ce = (ba)e = b(ae) = ba = c e quindi per la commuta- 
tività anche ec = ce = c per ogni c € A. Usando nuovamente la suriettività di ta, 
otteniamo che esiste un elemento b € A tale che ba = e, cioè b = a7! è l'inverso di 
a. O 


9.3 Il corpo dei quaternioni 


Questo paragrafo è dedicato al corpo dei quaternioni, che generalizzano i numeri 
complessi. I quaternioni furono inventati nel 1843 dal matematico irlandese William 
Rowan Hamilton (1805-1865). 

L'insieme H dei quaternioni coincide con il prodotto cartesiano 


RxRxRxR=R4. 
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Un quaternione q € H è una quadrupla (a,b, c,d) € R* di numeri reali. L'insieme 
H risulta un gruppo abeliano rispetto all’operazione + definita da 


(a,b,c,d) + (a',b',c',d')=(a+a',b+b,c+d,d+d'). (1) 
In altre parole il gruppo (H, +) coincide con il prodotto diretto 
(R, +) x (R, +).x (R, +) x (R, +), 


cioè il gruppo additivo dello spazio vettoriale Rf. Definiamo il prodotto in H in un 
modo più complicato, che richiede un’altra forma dei quaternioni che ricorda i nu- 
meri complessi. Denotiamo il quaternione (0, 1, 0, 0) con i, il quaternione (0, 0, 1,0) 
con j e infine usiamo k per denotare il quaternione (0, 0,0, 1). Scriviamo anche 1 
per il quaternione (1,0,0,0) e O per il quaternione (0,0,0,0). Chiamiamo #,j e 
k identità immaginarie. 1 vettori 1, î, j e k dello spazio vettoriale R* formano una 
base, pertanto ogni quaternione q = (a,b,c,d) di H può essere scritto come com- 
binazione lineare q = al + bi + cj + dk. Omettendo 1’ 1, scriveremo in seguito 
q= a+ bi + cj + dk. Con queste notazioni la somma (1) può essere scritta anche 
come g+g' = (a+a’)+(b+0)î+(c+)j+(d+d')k, doveg' = a'+b'itc'j+d'k. 
Il prodotto dei quaternioni è dato dalla formula 


(a+bi+cj+dk)(a'+bi+cj+d'k)= 
= (aa' — bb' — cc' — dd') + (ab' + ba’ + cd' — de')it 
H(ac' + ca' + db' — bd')j + (ad' + da' + be' — ch')K. 
Non è difficile vedere che valgono le seguenti regole di moltiplicazione delle unità 
immaginarie: 
i=j}? =k?=-1, ij=-ji=k, jk=-kj=ie ki=-ik=j. (2) 


Chiameremo i quaternioni della forma g’ = r € R, cioè g' = (r, 0,0,0) quaternioni 
reali. Per un quaternione reale r vale 


rg=ra+rbi +rcj+rdk perogni q =a + bi + cj + dk. 


In altre parole la moltiplicazione per r avviene allo stesso modo della moltiplicazione 
per uno scalare r nello spazio vettoriale R4. Lasciamo al lettore la verifica delle leggi 
associativa e distributiva, si veda anche l’esercizio 10.11. Poiché 


l:qg=a:1=9 


per ogni q € H, (H,+,-) risulta un anello unitario. Da (2) segue che H non è 
commutativo. 

Per un quaternione g = a + bi + cj + dk poniamo g = a — bi — cj — dk. Allora 
valgono le seguenti uguaglianze: 


= 9+&=91+7. MW=q1 e g= +++? (3) 


All 
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delle quali le prime due e l’ultima sono banali, per la terza uguaglianza si veda 
l’esercizio 9.6. 


Possiamo definire la norma |lgll = vga = Va? + b? + c? + d2. Nell'esercizio 
9.7 (si veda anche l’esercizio 10.11) si chiede di provare che 


lla -qll = llall - Ilax]] per ogni q, g, € H. 


Osserviamo che ||g]] > 0 e vale [lgll = 0 se e solo se q = 0. Se q # 0 l’ultima 
uguaglianza gg = ||g]|? in (3) si può interpretare anche nel modo seguente: 


a: (I? D = (Mall? a) a= 1. 
Questo significa che il quaternione 


P a b. eo. d 
= -7 = — —- — i — —]- — k 
a= lA a= Tae Tali a ae 


è l’inverso di g. Pertanto H è un corpo. 


9.4 Sottoanelli 


Definizione 9.10. Un sottoinsieme non vuoto B di un anello A si dice sottoanello 
se: 


(S1) B è un sottogruppo del gruppo (A, +); 
(S2) B è stabile, cioè ry € B per ogni coppia di elementi x, y € B. 


Nel caso in cui A sia un anello unitario, si chiede inoltre 
($3) La € B. 


Dalla (S1) è evidente che 0 € B per ogni sottoanello B di A. 


Esempio 9.11. Ci sono sempre i sottoanelli A e {0}, che chiameremo banali. Se A 
è unitario, allora A è l’unico sottoanello banale di A poiché per (S3) {d} non è 
un sottoanello di A. In certi casi non ci sono sottoanelli non banali: per esempio 
nell’anello (Zp, +, <), con p primo. 


Se B è un sottoanello di A e C è un sottoanello di B, allora C è anche un 
sottoanello di A. Questo resta vero anche quando A è unitario. 

Non è difficile verificare che se B e C sono sottoanelli di un anello A, allora 
BNC è un sottoanello di A. Dimostriamo questa proprietà nel caso generale. 


© Lemmi 9.12: L'intersezione’ di und famnigua qualsidst'ai sottoariéiuar un arièito' A 
è ancora un sottoanello di A. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia {B;};ey una famiglia di sottoanelli dell’anello A e sia 
B=(\B 
icl 


Allora B è un sottogruppo di (A, +) per il lemma 5.30. Per x,y € B si ha z,y € B; 
per ogni è € I. Quindi (S2) implica vy € B; per ogni î € I. Di conseguenza xy € B. 
Questo dimostra che B è un sottoanello di A. Se A è unitario, allora 14 € B; per 
ogni į € I e quindi 14 € B. O 


Definizione 9.13. Sia A un anello unitario. Il più piccolo sottoanello B non banale 
di A si dice sottoanello fondamentale di A. Non è difficile vedere che B consiste di 
tutti i multipli del tipo n - 14, con n € Z. Se la cardinalità m di B è finita, diciamo 
che A ha caratteristica m, altrimenti si dice che A ha caratteristica 0. 


Denotiamo con char A la caratteristica di A. In altre parole, la caratteristica di A 
è m>Q0seesolose 


la+...+1a=0 e la+t...+1a#0per1<n<m. 
— — 
m volte n volte 


Si osservi che char Zm = char Mn (Zm) = m, mentre 
char Z = char Q = char R = char C = char H = 0. 


Siano A un anello e X un sottoinsieme di A. Il sottoanello di A generato da X è 
il più piccolo sottoanello di A contenente X, cioè l’intersezione di tutti i sottoanelli 
di A che contengono X. Mostriamo un esempio di anello generato da un particolare 
tipo di insieme. 


Esempio 9.14. Sia B un anello commutativo unitario e siano A un sottoanello di 
B e b un elemento di B. Si dimostra facilmente che il sottoanello di B generato 
dall’elemento b e dal sottoanello A è l’insieme di tutte le somme della forma 


ao +a1b + asd’ +...+anb", dove a0,01,...,0, € A. 


In seguito denoteremo con Afb) il sottoanello descritto nell'esempio 9.14. 


9.5 Ideali 


Definizione 9.15. Un sottoinsieme / di un anello A che risulta un sottogruppo del 
gruppo (A, +) si dice 


(a) ideale sinistro se ab € I per ogni a € A, b € I. 
(b) ideale destro se ba € I per ogni a € A, b € I. 
(c) ideale bilatero se risulta ideale destro e ideale sinistro. 
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È chiaro che {0} e A sono ideali bilateri di A, chiamati ideali banali. Gli ideali 
di A diversi da A si chiamano ideali propri di A. 

Un sottoanello B di un anello A potrebbe non essere un ideale (sinistro, destro 
o bilatero) di A. Più precisamente, se A è unitario, un sottoanello B di A risulta un 
ideale sinistro o destro se e solo se B = A. In altre parole, l’unico ideale (destro 
o sinistro) di A che risulta essere anche un sottoanello di A è A stesso. Tuttavia un 
ideale destro o sinistro di un anello non unitario risulta un sottoanello. 

Come nel caso dei gruppi, in generale l’unione di due ideali J e J non è un ideale, 
anzi lo è solo quando un ideale è contenuto nell’altro. Si può estendere questo fatto 
ad una unione infinita di ideali, nel modo seguente. 


Lemma 9.16. Sia 
eri Eh 


una catena crescente di ideali (destri, sinistri o bilateri) di un anello A. Allora 


I=\J4 


jEN 
è un ideale (destro, sinistro o bilatero) di A. 


DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 5.37 T è un gruppo abeliano. 

Siano ora c € A e a € I. Allora a € x per qualche k € Ne pertanto ac € 
Ik C I, se Ix è ideale destro. Analogamente ca € Fp, se I è ideale sinistro, oppure 
valgono entrambe se 7; è un ideale bilatero. O 


Nel seguito applicheremo il lemma non solo per successioni (catene) crescenti di 
ideali (I )nen, ma anche per catene di ideali più generali (Ja)aex, dove l’indice a 
varia in un’insieme totalmente ordinato (X, <), cioè per a < £ in X si ha Ie G Ig. 


Ci occupiamo dell’intersezione di ideali. 


Lemma 9.17. L’intersezione di una famiglia qualsiasi di ideali destri, sinistri o 
bilateri di un anello A è un ideale rispettivamente destro, sinistro o bilatero di A. 


DIMOSTRAZIONE. Sia {J};ey una famiglia di ideali destri dell'anello A e sia 


J=]. 


i€I 


Allora J è un sottogruppo di (A, +) per il lemma 5.30. Per x € J,a € A si ha 
x € J; per ogni i € I. Quindi (b) della definizione 9.15 implica za € J; per ogni 
i € I. Di conseguenza ra € J. Questo dimostra che J è un ideale destro di A. Si 
ragiona analogamente per ideali sinistri o bilateri. O 


Definizione 9.18. Se X è un sottoinsieme di A, l'intersezione (X)g di tutti gli ideali 
destri di A contenenti X è un ideale destro di A che si dice ideale destro generato 
da X. Analogamente si definisce l'ideale sinistro (X)s generato da X e l'ideale 
bilatero (X) generato da X. 
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Chiaramente (X) è il più piccolo ideale bilatero di A contenente X. In particola- 
re se I = (X) diremo che X è un sistema di generatori di 7 oppure che T è generato 
da X. 


Lemma 9.19. Sia A un anello unitario e sia X = {zx}. Allora l'ideale sinistro 
generato da X coincide con l'insieme Ar = {ax : a € A}. 


DIMOSTRAZIONE. Poiché Ax è un sottogruppo, essendo ax — br = (a — d)x per 
ogni a,b € A, basta notare che baz € Ax per ogni b,a € A. Questo prova che 
{ax : a € A} è un ideale sinistro. Osserviamo infine che ogni ideale sinistro che 
contiene x contiene anche Ax. O 


Analogamente si può dimostrare che l'ideale destro generato da X = {x} coin- 
cide con l'insieme x A = {ra : a € A} e che l’ideale bilatero (x) generato da 
X = {x} coincide con l'insieme di tutte le somme del tipo X`; a;zd;, al variare 
ai bi in A,ji=1,2,...,nene N. 


Definizione 9.20. Un ideale bilatero / si dice principale se I = (x) è generato da un 
elemento x € A. Un dominio di integrità si dice dominio a ideali principali se ogni 
ideale 7 di A è principale. 


Lemma 9.21. Sia A anello con unità e sia I ideale sinistro, destro o bilatero di A. 
Se I contiene un elemento invertibile, allora I = A. 


DIMOSTRAZIONE. Sia u € I un elemento invertibile e supponiamo che I sia un 
ideale destro. Allora esiste u7! tale che uu! = 1 € T, poiché T è un ideale destro. 
Sia a € A, allora a = la € T, ancora grazie al fatto che 7 è un ideale destro. Pertanto 
ACI, da cui l'uguaglianza A = I. Analogamente se T è ideale sinistro o bilatero. 
O 


Dimostriamo ora un utile criterio per verificare se un anello è un campo. 


Lemma 9.22. Sia A un anello commutativo con unità. Allora A è un campo se e solo 
se A è privo di ideali non banali. 


DIMOSTRAZIONE. Sia A un campo e sia F un ideale non nullo di A. Allora esiste 
u € Icon 0 £ u. Poiché A è un campo, u è invertibile e 7 = A per il lemma 9.21. 

Supponiamo viceversa che A sia privo di ideali non banali. Dobbiamo dimostrare 
che ogni elemento non nullo a € A è invertibile. Sia dunque 0 # a € A; consideria- 
mo l’ideale (a) generato da a: per ipotesi (a) = A e quindi 1 € (a). Esiste pertanto 
b € A tale che 1 = ba € (a) per il lemma 9.19. Per l’unicità dell’inverso si ha 
b=e. O 


Questo criterio si estende al caso non commutativo. 


Lemma 9.23. Per un anello con unità A le seguenti condizioni sono equivalenti: 


(a) A è un corpo; 
(b) A è privo di ideali destri non banali; 
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(c) A è privo di ideali sinistri non banali. 


DIMOSTRAZIONE. Se A è un corpo, si dimostra come nel lemma 9.22 che ogni 
ideale destro o sinistro di A è banale, provando così (a) > (b) e (a) > (c). 

Supponiamo che A sia privo di ideali destri non banali. Sia 0 # a € A. Allora 
aA è un ideale destro non nullo, poiché contiene a # 0 e quindi a A = A. Pertanto 
esiste x € A con ax = 1. Analogamente, ragionando con x al posto di a si trova un 
elemento y € A tale che xy = 1. Ora a = al = a(xy) = (az)y = ly = y. Quindi, 
anche za = 1. Pertanto x è l’inverso di a. Questo dimostra l’implicazione (b) > (a). 
L’implicazione (c) > (a) si dimostra analogamente. D 


Osserviamo che M2(R) non è un corpo in quanto ha divisori dello zero, per 
l'esercizio 9.45. Pertanto dal lemma 9.23 deduciamo che M2(R} ha ideali sinistri e 
destri non banali, mentre per l’esercizio 9.17 non ha ideali bilateri non banali. 

Nell'esempio successivo descriviamo gli ideali sinistri e destri di M2(R). 


Esempio 9.24. Sia A = M2(R). 


(a) Per (a,b) € R? consideriamo l’ideale sinistro Ia b = A@a,6; dove 


_ fab 
ab = (00): 


Non è difficile dimostrare che ogni matrice non invertibile y € A si può trasfor- 
mare, con una sequenza di trasformazioni elementari sulle righe, in una matrice 
a,b con opportuni a, è € R, Ricordiamo che le trasformazioni elementari sulle 
righe corrispondono nell'anello A alle moltiplicazioni a sinistra tramite oppor- 
tune matrici di A. Poiché ogni ideale sinistro proprio contiene solo matrici non 
invertibili, concludiamo che ogni ideale sinistro proprio contiene un ideale sini- 
stro della forma Ia,b. Ora notiamo che, se c € Rec # 0, allora Ia = Iac,bc: 
Pertanto la somma Ia, + Za,v resta un ideale sinistro proprio se e solo se i vet- 
tori (a, b) e (a', b’) di R? sono linearmente dipendenti. In tal caso Tap = Ia 
Di conseguenza, ogni ideale sinistro proprio di A coincide o con /o,1 oppure con 
uno degli ideali sinistri J17, r € R. 
(b) Analogamente si dimostra che ogni ideale destro proprio ha la forma 


0 
Jap = Pap A, dove bap = (i 5) i 


Inoltre Jab = Face Se c € R e c # 0. Quindi ogni ideale destro proprio di A 
coincide o con Jo,ı Oppure con uno degli ideali destri Jir, r € R. 


Similmente si trovano gli ideali sinistri e destri dell’anello M2(K), dove K è un 
campo arbitrario. 


9.6 L’anello quoziente 


Se I è un ideale bilatero di un anello A, introduciamo in A una relazione binaria 
ponendo per x,y € A 
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Loy se z-y€I. 


Abbiamo dimostrato nel lemma 5.44 che ~ è una relazione di equivalenza le cui 
classi di equivalenza [x], sono le classi laterali x +/={x+i:i1€ I} 

Sia A un anello e sia 7 un ideale bilatero di A. Sappiamo dal teorema 6.1 che la 
relazione di equivalenza appena introdotta è compatibile con l’operazione del grup- 
po (A, +). Proviamo che ~ è compatibile anche con l'operazione moltiplicazione 
dell’anello A nel senso che 


se T ~ T1 €y ~y, allora zy ~ 2141. (4) 


Infatti per la definizione di ~ si ha z; = x +hey1 = y +h per opportuni h, k’ € I. 
Allora 

ziyi = (x + h)ly + h’) = zy + hy +h + hk. 
Si ha hy, zh’, hh' € I, perché I è ideale bilatero di A. Pertanto sy ~ z141. 
Teorema 9.25. Nel gruppo quoziente (A/I, +) si introduce un'operazione binaria - 
ponendo (x + I). (y +I) = zy + I. Con il prodotto così definito (A/I, +, -) risulta 


un anello, detto anello quoziente. Se A è unitario, allora anche A/I è unitario. Se A 
è commutativo, allora anche A/I è commutativo. 


DIMOSTRAZIONE. Si osservi che per (4), tale operazione è ben definita. Verifichiamo 
la legge associativa: 


((z +1): (y +7)) (z +1) = (xy + I) - (z + 1) = ((zy)z) +1 = 


= (z(y2)) +1 = (2+1) (yz +1) = (£ +1): (w +1): (2+2). 


Nel caso in cui A sia unitario, la classe dell'elemento 1 risulta essere l’unità di 
(A/I, >): 


(1+I)-(e+/)=(1-2)+/=x+/e (cr+7) (1+1)=(z-1)+I=z+I 


per ogni x € A. 
Analogamente, se A è commutativo 


(c+D(y+1=axy+I=yr+I=(y+D(c+1, 


per ogni ,y€ A. O 


Esempio 9.26. Sia m > 1 un intero. Allora mZ = (m) è un ideale di Z. La relazione 

di equivalenza associata all’ideale mZ è definita da x ~ y se e solo se y — x E MZ, 

ovvero T =m Y. In altre parole, in questo caso troviamo la congruenza modulo 

m introdotta nel paragrafo 3.5. Quindi le classi laterali z + mZ coincidono con le - 
classi [x]m dei resti modulo m. Perciò l’anello quoziente (Z/mZ,+,-) in questo 

caso coincide con l'anello (Zm, +, +) introdotto in precedenza. 
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9.7 Ideali primi e ideali massimali in anelli commutativi 


Definizione 9.27. Un ideale (sinistro, destro o bilatero) proprio I di un anello A si 
dice massimale se per ogni ideale (sinistro, destro o bilatero rispettivamente) tale che 
ICJCAsihaI=JoppureJ=A. 


Definizione 9.28. Un ideale proprio / di un anello commutativo A si dice primo se 
per ogni coppia di elementi z, y € A, xy € I implica x E€ Toy € I. 


Teorema 9.29. Sia A un anello commutativo unitario. Allora un ideale I di A è 
primo se e solo se il quoziente A/I è un dominio. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che 7 sia primo. Allora per 
T=x+I Y=y+I€ A/I siha 77=0 se qye I. 


In tal caso x € I o y € I, cioè 7 = 007 = 0. Quindi A/Z non ha divisori dello 
zero. 

Supponiamo ora che A/I non abbia divisori dello zero. Siano x,y € A con 
zy € I. Allora per Z = £ + I,Ẹ = y +I € A/Isihazy = 0 in A/I. Essendo A/I 
un dominio, concludiamo che Z = ĵ o Ẹ = 0, cioè r e Toye I O 


Analogamente, per verificare se un ideale 7 di un anello commutativo A è 
massimale è sufficiente controllare l’anello quoziente. 


Teorema 9.30. Sia A un anello commutativo unitario. Allora I è massimale se e solo 
se il quoziente A/I è un campo. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che 7 sia massimale. Allora per ogni elemento non 
nullo a+ € A/I l’ideale J = I + (a) di A contiene propriamente /, quindi J = A. 
Pertanto esistono x € Ae i € I con 1 = į + as. In altre parole, 1— az =i € I, 
quindi ax + I = 1 + I. Dunque (a + 7)(x +I) = 1 + I, pertanto a + I è invertibile 
in A/I. Questo dimostra che A/T è un campo. 

Supponiamo ora che A/I sia un campo. Sia J un ideale di A contenente I pro- 
priamente. Allora esiste a € J con a ¢ I. Allora a + I è un elemento non nullo 
del campo A/I. Quindi esiste z + I € A/I con (a + I)(x + I) = 1 + I. Dunque 
ax + I = 1 + I e di conseguenza 1 — az = è € I. Ora 1 = ag +i € J. Questo 
dimostra che J = A. O 


Corollario 9,31. Sia A un anello commutativo unitario, allora ogni ideale massima- 
le è un ideale primo. 


DIMOSTRAZIONE. Sia J un ideale massimale di A. Allora per il teorema 9.30, il 
quoziente A/T è un campo e di conseguenza anche un dominio, quindi per il teorema 
9.29 l’ideale / è primo. O 


Nell’esercizio 9.47 si dimostra che in Z esistono infiniti ideali massimali. Per un 
anello che ammette un unico ideale massimale, si introduce un nome specifico. 
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Definizione 9.32. Sia A un anello commutativo con identità 1 e sia 7 un ideale pro- 
prio di A tale che, per ogni ideale proprio J di A, si ha J C T. Allora A si dice un 
anello locale. 


Vari esempi di anelli locali e loro proprietà si possono trovare negli esercizi 9.48, 
9.49, 9.50 e 10.23. 

Dimostriamo ora un teorema, noto come teorema di Krull, che garantisce che 
ogni ideale proprio di un anello commutativo unitario è contenuto in un ideale 
massimale. 


Teorema 9.33. (Teorema di Krull) Sia A un anello commutativo unitario e sia I un 
ideale proprio di A. Allora esiste un ideale massimale M di A contenente I. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la famiglia 7 degli ideali propri di A che conten- 
gono T. Visto che I € Z, abbiamo Z # 0. Ordiniamo Z con l'inclusione C. Sia Z; un 
sottoinsieme totalmente ordinato di Z. Allora J = |J{L : L € 71} è un ideale di A 
contenente T per il lemma 9.16 e il successivo commento. Verifichiamo che J è un 
ideale proprio di A. Infatti 1 ¢ L per ogni L € 7., essendo L proprio. Quindi 1 ¢ J. 
Pertanto J € T e ovviamente L C J per ogni L € 71. Quindi J è un maggiorante 
di 71. Abbiamo così dimostrato che l’insieme ordinato Z è induttivo. Applicando il 
lemma di Zorn deduciamo che Z ha un elemento massimale M. Chiaramente M è 
un ideale massimale e M contiene 7. O 


Il teorema di Krull non vale in anelli commutativi senza unità, come dimostra il 
seguente esempio. 


Esempio 9.34. Sia (A, +) un gruppo abeliano. Possiamo renderlo un anello con la 
moltiplicazione triviale ab = 0 per ogni a,b € A. Allora gli ideali di A sono precisa- 
mente i sottogruppi di A. In particolare gli ideali massimali dell’anello A coincidono 
con i sottogruppi massimali del gruppo A. Quindi per trovare un esempio di anello 
commutativo senza ideali massimali basta prendere il gruppo abeliano Zpæ descritto 
nell’esempio 7.21. 


9.8 Esercizi su anelli e ideali 


Esercizio 9.1 Trovare i divisori dello zero e gli elementi nilpotenti di Z12, Z15 € 
Zis- 


Esercizio 9.2 Provare che un anello A è privo di divisori destri dello zero se e solo 
se è privo di divisori sinistri dello zero. 


Esercizio 9.3 Dimostrare che, se A è un anello, allora l'insieme Mn (A) delle ma- 
trici quadrate n x n a coefficienti in A, con l’usuale somma e prodotto righe per 
colonne, risulta essere un anello. 
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Esercizio 9.4 Sia A un anello e sia § un insieme non vuoto. Sia 
AS = {f : S > A, f funzione}. 
Si definiscano 


(F +92) = F2) +92). (f-g)(2) = f(2gle) YVres, fige A°. 


Si dimostri che (AS, +, -) è un anello, AS è commutativo se e solo se A è commuta- 
tivo e AS è unitario se e solo se A è unitario. 


Esercizio 9.5 Sia A un anello e siano a,b € A due elementi che commutano. 
Dimostrare che vale: 


(a) la formula del binomio per (a + b)”; 
(b) la formula a” — b” = (a — b) (a?! +a"-2b+...+b91); 
(c) la formula a” +b” = (a+b)(a"-1—a"-2b+...+(-1)"-15"-1) se n è dispari. 


Esercizio 9.6 Dimostrare che vale l'uguaglianza 71942 = 491 per ogni coppia 
0,92 € H. 


Esercizio 9.7 Dimostrare che vale l’uguaglianza |[9192|| = |lqallIla2]] per ogni 
coppia q1, 92 € H. 


Esercizio 9.8 Sia go € He B(go) = {q € H : ggo = goq}. Dimostrare che: 


(a) B(qo) è un sottoanello di H che risulta un corpo; 

(b) B(g0) è un sottospazio vettoriale di H contenente R; 

(c) B(qo) = H se e solo se qo € R, più precisamente B(g0) = R + Rgo see solo se 
t ER. 

(d) se q € B(qo), allora anche 7 € B(qo), 

(e) se q € B(q0), allora g € B(%0), ovvero B(qo) = B(qo). 


Esercizio 9.9 Per un quaternione q = a + bi + cj + dk € H denotiamo con Re(g) il 
numero reale a e la chiamiamo parte reale di q. Provare che se 0 # q? € Reg &R, 
allora Re(g) =0e g? <0. 


Esercizio 9.10 Dimostrare che per un elemento q del gruppo (H*,-) valgono le 
seguenti proprietà: 


(a) se Re(g) = 0, allora g? = —||gl{?; 
(b) se q è periodico, allora ||g|| = 1; 
(c) se g # +1, allora q ha periodo 4 se e solo se Re(g) = 0 e |jgl| = 1. 


Esercizio 9.11 Sia A il sottoanello di H generato da i e j. Trovare il numero delle 
soluzioni dell’equazioni q? + 9 = 0, 4° + 17 = 0,92 + 29 = 0 e g? + 41 = O in A. 


Esercizio 9.12 * Dimostrare che per 91,42 € H, non reali, le seguenti condizioni 
sono equivalenti: 


(a) liall = Ilg2]| e Re(g1) = Re(g2); 
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(b) esiste 0 Æ go € H tale che q2 = q 19190. 


Esercizio 9.13 Sia S l'insieme dei quaternioni di norma 1. Dimostrare che: 
(a) S è un sottogruppo di (H*, -); 

(b) Z(S) = {41}; 

(c) * il gruppo quoziente S/Z(5) è semplice. 

Esercizio 9.14 Sia A un anello. Descrivere: 


(a) il sottoanello di A generato da un dato elemento a € A; 
(b) il sottoanello di A generato da due elementi a,b € A che commutano. 


Si consideri il caso di un anello unitario A. 


Esercizio 9,15 Siano J e J> due ideali sinistri (rispettivamente destri) dell’anello A. 

Privraesbati bia puy ui ya} dum icdeola simisten/tisspttivoaente, 
destro) dell’anello A. Se Ñ e Iz sono ideali bilateri, allora anche Iı + Iz è un ideale 
bilatero. j 


Esercizio 9.16 Sia Z un ideale bilatero di un anello A e sia B un sottoanello di A. 
Provare che I + B = {x +y : x € I,y € B}è unsottoanello di A. 


Esercizio 9.17 Dimostrare che ogni ideale bilatero dell'anello M3(R) è banale. 


Esercizio 9.18 Sia n € N. Verificare che l’insieme nZ = {nz : 2 € Z} è un ideale 
di Z e provare che ogni ideale di Z ha questa forma. 


Esercizio 9.19 Sul gruppo abeliano A = (R, +) x (R, +) si consideri la moltiplica- 

zione definita da (z, y) - (x,y) = (£x' + yy' zy’ + z'y). 

(a) Dimostrare che in questo modo (A, +, -) risulta un anello unitario da cui R x {0} 
è un sottoanello. 

(b) Caratterizzare gli elementi invertibili ed i divisori dello zero di A. 

(c) Dire se esistono elementi che non sono né divisori dello zero né invertibili. 

(d) Trovare gli ideali massimali di A. 


Esercizio 9.20 * Sia R un anello commutativo unitario e sia G = {91, 92,- --, 9n} 
un gruppo finito. Sull’insieme R[G] di tutte le combinazioni lineari del tipo 


n 
Origo  neR, 


i=l 
si considerino le operazioni + e - definite come segue: 


(È n.) + (> ria) = Sri +ri)gi € 
i=1 


i=1 i=l 


n n n 
"4 
i=l i=l {=i GYjg9rk=Gi 


Si dimostri che R[G) munito con le operazioni + e - risulta un anello, detto anello 
gruppale. 
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(a) Provare che R[G] è anello unitario. 

(b) Provare che se G non è banale, R[G] ha divisori dello zero. 

(c) Sia G un gruppo con due elementi. Dimostrare che R[G] è isomorfo all’anello 
definito nell’esercizio 9.19. Sia g2 il generatore di G. Provare che I, = (g2 + 1) 
e Ia = (g2 — 1) sono gli unici ideali di R[G] e R[G]/4 S R[G]/L SR. 

(d) Sia (G, -) un gruppo ciclico di ordine quattro e generatore b. Si considerino i tre 
ideali Jo = (b? + 1), I, = (b + 1) e J2 = (b — 1) dell’anello R[G]. Dimostrare 
che R[G]/Zo 2 C e R[G]/I, = RÍG]/I2 S Re dedurre che Io, I, e Iz sono 
ideali massimali. 

(e) Sia A = R[Qs], con Qs il gruppo dei quaternioni definito nel lemma 5.81. Di- 
mostrare che per è € Qs l'elemento i? + 1 di A è divisore dello zero e commuta 
con ogni elemento di A. Sia 7 = (i? + 1) l'ideale principale generato da i? + 1, 
si dimostri che A/T ® H, il corpo dei quaternioni. 


Esercizio 9.21 Sia A un anello con identità 1. Si deduca dal lemma 9.12 che l’insie- 
me £(A) dei sottoanelli di A ordinato per inclusione è un reticolo limitato avente A 
come elemento massimo e il sottoanello fondamentale di A come minimo elemento. 


Esercizio 9.22 Studiare gli elementi nilpotenti dell'anello Z/nZ. 


(a)-Siano n = pi’... pff, p1,...,ps primi distinti e œ; > 1 perogni i < t. 
Dimostrare che a + nZ è nilpotente se e solo se pı . . . p; divide a. 

(b) Provare che l’anello Z/nZ è privo di elementi nilpotenti non nulli se e solo se 
n= pi... Pi, pi primi distinti. 

(c) Determinare gli elementi nilpotenti di ciascuno degli anelli Z10, Z18, Z20, Z21, 
Z4. 


Esercizio 9.23 Sia A un anello commutativo unitario e a un elemento di A. 


(a) Dimostrare che se a è nilpotente, allora a + 1 è invertibile. 

(a) Dimostrare che se a è nilpotente e u è invertibile, allora a + u è invertibile. 

(c) Dimostrare che l’insieme N(A) di tutti gli elementi nilpotenti di A è un ideale. 
(d) Calcolare N(Z36). Calcolare N (Zp» ), dove p è un primo e n € N. 


Esercizio 9.24 * Sia A un anello commutativo unitario. Dimostrare che l’ideale 
N(A) descritto nell’esercizio 9.23 coincide con l’intersezione di tutti gli ideali primi 
di A. 

Esercizio 9.25 Sia A un anello commutativo unitario finito. Si dimostri che: 

(a) ogni ideale primo di A è massimale; 

(b) esiste un k € N tale che af = 0 per tutti gli elementi nilpotenti di A. 

Esercizio 9.26 Siano A un anello commutativo e a, b € A. Supponiamo che esistano 
interi positivi m, n coprimi tali che a” = b™ e o” = b”. Quando si può concludere 
che a = b? 

Esercizio 9.27 Sia A un anello commutativo unitario e X = {x,y}. Si provi che 


l'ideale sinistro generato da X coincide con l’insieme delle somme {ax + by : a € 
A, b € A}, cioè Ax + Ay. 
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Esercizio 9.28 Sia A un anello unitario. Si dimostri che l’ideale bilatero (a) coincide 
con l’insieme di tutte le somme del tipo r10Y1 +... + ©n0Yn, dove T1, Y1,- - -s Ens 
Yn E A. 


Esercizio 9.29 Sia A un anello commutativo e H, K ideali di A. Si definisce 
l’insieme: 


HK = {hik1+---+Ankn:neN, hi € H, k; € K,i=1,... n}. 


(a) Provare che H K è un ideale contenuto nell’ideale H N K. 

(b) Provare che se A = Z, H = 42, K = 6Z, allora HK # H N K. 

(c) Provare che se A è un anello unitario e H + K = A, alora HK = HNK. 
(d) Provare che l'affermazione in (c) non è vera se A non è un anello unitario. 


Esercizio 9.30 Sia A un anello commutativo unitario e H, K ideali di A. Sia HK 
l’insieme definito nell’esercizio 9.29. 


(a) Per n € N4 definire K” per induzione: K! = K, K? = KK, K” = K°-1K, 
se n > 1. Dimostrare che se K è un ideale massimale, allora l’unico ideale 
massimale che contiene K” per n e N4 è K. 

(b) Dimostrare che se K è un ideale massimale, allora il quoziente A/K” è un anello 
locale per ogni n € N4. 

(c) Se H + K = A, provare che anche H” + K” = A per ogni n € N4. 

(d) Se J è un ideale di A tale che H + J = K + J = A, provare che anche 
(HNK)+J=A. 

(e) Siano Io, 11,-..,In (n > 2) ideali di A tali che Jo + Ip = Aperk=1,2,...,n. 
Provare che anche Jo + g=: Ik = A. 

(f) Siano /,,...,In (n = 2) ideali di A tali che Zj + Iy = Aper1<j<k<n. 
Provare che g; Is = z. In. 


Esercizio 9.31 Sia A un anello commutativo unitario finito e siano Mi, M2,..., Ma 
tutti i suoi ideali massimali. Allora esiste k € N tale che 


MEnMEN...0 ME =(MMa...M;)F = {0}. 
Esercizio 9.32 * Determinare tutti i sottoanelli B di Q. 


Esercizio 9.33 (a) Se Bi e B2 sono sottoanelli di Q allora anche B, + B2 è un 
sottoanello di Q. 

(b) Trovare due sottoanelli B, e B2 di R tali che Bı + Bz non è un sottoanello 
di R. 
Esercizio 9.34 Siano A un anello commutativo e H, K ideali di A. Provare che: 


(a) (H : K) = {a € A:ake H per tutti i k € K}è idealedi A; 
0) H c (H: K); 

(c) (H : K)K CH; 

(d) (H: H+K)=(H: K); 

(e) se m,n € N, d = (m,n) e q = m/d, allora (mZ : nZ) = qZ. 
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Esercizio 9.35 Sia A un anello privo di divisori dello zero. Dimostrare che, se per 
qualche elemento a € A vale ax = x e ya = y per opportuni elementi non nulli 
x,y € A, allora a è l’unità dell’anello A. 


Esercizio 9.36 Sia A un anello commutativo unitario e siano 7 e J ideali di A. 
Provare che: 


(a) se Z e J sono due ideali massimali distinti, allora ZJ = I N J; 

(b) se 7 = (a) e J = (b) sono principali, allora ZJ = (ab); 

(c) mostrare con un esempio che in generale IJ Æ IN J; 

(d) se T e J sono finitamente generati, allora anche /J è finitamente generato; 
(e) confrontare IJ e IN J in A = Ze B = RS, dove S è un insieme non vuoto. 


a-{(57) sa bela). 


Provare che A è sottocampo di M2(Z3). Provare inoltre che il gruppo (A*,-) è 
ciclico, determinare l'ordine di A e un suo generatore. 


Esercizio 9.38 Sia 
A= (65) aber}. 


Provare che A è un sottocampo di M2(R) isomorfo a C. 


Esercizio 9.39 Sia A un anello, T ideale di A, 


Esercizio 9.37 Sia 


U = {z € U(A) : z =; 1}. 
Provare che U; è sottogruppo normale di U(A). 
Esercizio 9.40 Sia A = {Z € Q : n dispari } G Q. 


(a) Provare che A è sottoanello di Q. 

(b) Determinare gli elementi invertibili di A. 

(c) Dimostrare che l'insieme / degli elementi non invertibili di A è l'ideale 7 = (2). 
(d) Mostrare che se J è ideale proprio di A, allora J € I. 

(e) Determinare tutti gli ideali non banali di A. 


Esercizio 9.41 Sia A = { (6 A ‘ade R}. 

(a) Provare che A è un anello commutativo, ma non è un dominio; 

(b) determinare l’insieme N(A) degli elementi nilpotenti di A; 

(c) mostrare che ogni ideale proprio di A è contenuto in M(A); 

(e) determinare tutti gli ideali di A. 

Esercizio 9.42 Nell’anello M2(Zs), sia A = { (o A :a,bE Ze). 


(a) Verificare che A è sottoanello di M3(Zs), dire se A è ideale; 
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(b) provare che A è anello commutativo unitario; 
(c) dire se A è dominio di integrità. 


Esercizio 9.43 Fissato un numero intero m, si consideri l'insieme 
a b 
Rm > o ;abeQ). 
Provare che: 


(a) Rm è sottoanello di M2(Q); 

(b) Rm è anello commutativo unitario; 

(c) se m non è quadrato di un numero razionale, allora Rm è un campo. Se m è 
quadrato di un numero razionale, allora in Rm ci sono divisori dello zero. 


Esercizio 9.44 Sia Rm = { G A -a,b € Zm ì 


(a) Provare che Rm è sottoanello di M2(Zm). 
(b) Siam = 7. Verificare che I = { i i) kE z} è ideale. R7 è campo? 
(c) Dire se Rs è un campo. 


Esercizio 9.45 Trovare divisori destri e sinistri dello zero nell’anello M2(R). 


Esercizio 9.46 Sia A un anello locale con un unico ideale massimale 7. Dimostrare 
che le seguenti condizioni sono equivalenti: 


(a) c € I; 
(b) x non è invertibile, cioè non esiste y € A con xy = 1; 
(c) per ogni y € A, 1 + xy è invertibile. 


Esercizio 9.47 Si dimostri che gli ideali massimali di Z sono gli ideali mZ, con m 
primo. 


Esercizio 9.48 Per quali valori di m l’anello Zm risulta locale? 
Esercizio 9.49 Sia p un primo e Zp) = {E} € Q : p non divide n}. 


(a) Provare che Zp) è sottoanello di Q. 

(b) Determinare gli elementi invertibili di Z(,). 

(c) Determinare gli ideali di Z(y). 

(d) Determinare gli ideali primi e gli ideali massimali di Z(y). 
(e) Provare che Z(y) è un anello locale. 


Esercizio 9.50 Dimostrare che: 


(a) ogni campo è un anello locale senza elementi nilpotenti non nulli; 
(b) se Panello Zm risulta locale e non ha elementi nilpotenti non nulli, allora Zm è 
un campo; 
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(c) dare un esempio di un anello locale senza elementi nilpotenti non nulli che non 
sia un campo. 


Esercizio 9.51 Un anello commutativo A si dice regolare se per ogni elemento x di 
A esiste un altro elemento y € A con x = yx?. Dimostrare che: 


(a) ogni campo è un anello regolare e se A è un dominio regolare, allora A è un 
campo; 

(b) Panello quoziente di un anello regolare è regolare; 

(c) in un anello regolare ogni ideale primo di A è massimale; 

(d) in un anello regolare ogni ideale principale è generato da un idempotente; 

(e) per ogni insieme non vuoto S gli anelli Q e RS sono regolari; più in generale, 
KS è regolare per ogni campo K. 
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Omomorfismi e prodotti diretti di anelli 


Questo capitolo è dedicato al concetto di omomorfismo di anello ed altri ad esso 
associati: prodotto diretto di anelli e anello dei quozienti. Nei primi due paragrafi in- 
troduciamo l’omomorfismo di anelli e proviamo i tre teoremi di omomorfismo per gli 
anelli, in analogia con il caso dei gruppi. Nel terzo paragrafo si considera l’immersio- 
ne di un anello in un altro anello con proprietà migliori: per esempio l’immersione in 
anelli unitari, oppure l’immersione di un dominio nel suo campo dei quozienti. Nel 
quarto paragrafo studiamo i prodotti diretti di anelli, mentre il quinto è dedicato ad 
altre strutture algebriche che sono associate o simili agli anelli, quali i reticoli e le 
algebra di Boole. Esso può essere tralasciato durante una prima lettura. 


10.1 Omomorfismi e nuclei 


Un omomorfismo tra due anelli A e B è un’applicazione da A in B che risulta un 
omomorfismo tra i gruppi abeliani (A,+) e (B, +) e rispetta la struttura di anello. 
Più precisamente: 


Definizione 10.1. Se A e B sono anelli, un omomorfismo di anelli di A in B è 
un’applicazione y: A — B tale che per ogni a,b € A risulti 


P(a+b)=p(a)+ (6) e (ab) = g(a)p(0). 


Se ọ è anche biettiva, y si dice un isomorfismo. Se A e B sono anelli unitari, p 
si dice un omomorfismo di anelli unitari se (14) = 15. 

Un omomorfismo di anelli di A in sé stesso si dice un endomorfismo di anelli, e 
un isomorfismo si dice un automorfismo di anelli. 


Nel seguito ometteremo spesso la specifica di anelli quando è abbastanza chiaro 
dal contesto che si tratta di un omomorfismo di anelli. 
Si verifica facilmente che la comnosizione di nmomorfismi è ancora un omomor- 
fismo, si veda l’esercizio 10.2. 
Sia p: A — B un omomorfismo di anelli. L'insieme {a € A|g(a) = 0g} si 
dice nucleo di e si indica con ker gp. 
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Proposizione 10.2. Sia p: A — B un omomorfismo di anelli. Allora 


(a) p(04) = 0B; 
(b) ker y è un ideale bilatero di A. 


DIMOSTRAZIONE. Dalla proposizione 6.8 risulta che ker f è un sottogruppo. Verifi- 
chiamo che ker f è un ideale bilatero. Siano x,y € Ae a € ker f. Allora 


p(zay) = p(z)pla)ply) = (207) = 0, 
quindi ray € ker f. O 


Ogni ideale bilatero risulta essere il nucleo di qualche omomorfismo. Siano A un 
anello e J un ideale bilatero di A. Si consideri l’applicazione canonica 


t:A- A/I definita da r(x) = x + I. 


È facile vedere che m è un omomorfismo. Inoltre m è suriettivo e kerm = I. 
Chiameremo 7 : A + A/I omomorfismo canonico. 


Lemma 10.3. Sia f : A — A1 un omomorfismo. Allora: 


(a) f(x) = f(y) per x,y € A se e solo se y € x + ker f; 
(b) f73(f(x)) = x + ker f per ogni x € A; 
(c) p è iniettivo se e solo se ker y = {0}. 


DIMOSTRAZIONE. È noto dal caso dei gruppi. O 


10.2 Teoremi di omomorfismo per anelli 


Lo scopo del seguente teorema è di presentare un omomorfismo arbitrario f tra due 
anelli A, A) come composizione di due omomorfismi più semplici, dei quali il primo 
è l’omomorfismo canonico r : A — A/I, mentre il secondo è iniettivo. 


Teorema 10.4. (Primo teorema di omomorfismo per anelli) Sia f : A —> A un 
omomorfismo. Allora: 


(a) esiste un omomorfismo iniettivo $ : A/ker f > Aı tale che fon=f; 
{b) f è un isomorfismo se e solo se f è suriettivo. 


DIMOSTRAZIONE. Dal teorema di omomorfismo 6.12 per i gruppi sappiamo che 
esiste un’applicazione f definita da 


fa + ker f) = f(0) 


per ogni x € A, tale che î or = f. Inoltre f è un omomorfismo iniettivo di gruppi. 
Per vedere che f è anche un omomorfismo di anelli notiamo che 


Î(+kerf)-(y+kerf))= F(zy + ker f) = f(cy) = 


Omomorfismi e prodotti diretti di anelli 233 


= f(2)f(u) = f(x + ker f) - f(y + ker f}. 


Questo conclude la dimostrazione del punto (a). Il punto (b) segue immediatamente 
dalle proprietà di f garantite dal teorema di omomorfismo per i gruppi. O 


Corollario 10.5. Sia f : A — A, un omomorfismo, Allora 


Af ker f 2 f(A). 


Teorema 10.6. (Teorema di corrispondenza) Siano A1, Az anelli e f : A1 > Az 
un omomorfismo. 


(a) Se H è sottoanello di A; e C è sottoanello di Az, allora f(H) è sottoanello di 

Az e F_1(C) è sottoanello di A. Questo vale anche quando A; e Az sono anelli 
unitari e f è un omomorfismo di anelli unitari. 

(b) se I è ideale (destro, sinistro, bilatero) di A2, allora fT} (I) è ideale (rispettiva 
mente destro, sinistro, bilatero) di A, e contiene il nucleo di f; 

(c) se J è ideale (destro, sinistro, bilatero) di Ai, allora f(J) è ideale (rispettiva- 
mente destro, sinistro, bilatero) di f(A1). 

(d) f7*(f(B)) = ker f + B per ogni sottoanello o ideale (sinistro, destro, bilatero) 
B di Ax e f(f71(C)) = CN f(A) per ogni sottoanello o ideale (sinistro, 
destro, bilatero) C di Az. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Dal teorema 6.16 segue che f(H) è un sottogruppo di 
(A2, +). Se a,b € H, allora f(a)f(b) = f(ab) € f(H), quindi f(H) è sottoa- 
nello di A. Se A; e Ax sono anelli unitari e f è un omomorfismo di anelli unitari 
si ha f(14) = 1p. Pertanto 14 € H implica 1g = f(14) € f(4). Per f-1(C)si 
ragiona analogamente. 

(b) Sia I un ideale sinistro di Ag. Dal teorema 6.16 segue che f-1(I) è un sotto- 
gruppo di (A1, +). Siaa € f71(I) cioè f(a) € I. Sex € A, allora y = f(x) € Aa. 
Quindi f(ca) = yf(a) € T. Questo significa ra € f-1(7). Dunque f-1(I) è un 
ideale sinistro di A4. Si ragiona analogamente quando / è un ideale destro o bilatero 
di Ao. 

(c) Sia J un ideale sinistro di Ax. Il fatto che f(J) è un sottogruppo di (A2,+) 
è stato già notato sopra. Sia f(3) € f(7), con j € J. Sia y € f(A1), allora esiste 
z € Ax con f(x) = y. Ora zj € J implica yf(j) = f(2)f(3) = Flej) € #9). 
Quindi f(J) è un ideale sinistro di f(A1). Si ragiona analogamente quando J è un 
ideale destro o bilatero di A1. 

(d) Queste uguaglianze sono note dal caso degli omomorfismi di gruppo perché 
valgono per insiemi arbitrari B e C di A; e Az rispettivamente. O 


Corollario 10.7. (Secondo teorema di omomorfismo per anelli) Siano B un sot- 
toanello e J un ideale bilatero di un anello A. Allora BN J è un ideale bilatero di 
Be 

B/BNJZB+J/J. 
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la restrizione f = x|g : B + f(B) dell’omo- 
morfismo r : A + A/J. Poiché B + J è un sottoanello di A per l’esercizio 9.16 e 
7(B) = f(B + J), il sottoanello f(B) coincide con il quoziente B + J/J. D'altra 
parte, ker f = {x € B : f(x)=0} = BN kerr = BN J. Per il primo teorema di 
omomorfismo 10.4 risulta B/B N J S B+ J/J. O 


Dimostriamo infine l’analogo del terzo teorema di omomorfismo 6.20 per i grup- 
pi, in altre parole, per un ideale bilatero I di Az si ha A1/f7!(7) = A2/1 qualora f 
sia suriettivo. 


Teorema 10.8. Siano Ai, Az anelli e f : A) —> Az un omomorfismo. Sia I un ideale 
bilatero di Az tale che I C f(A;). Allora 


Ax/f7*(1) = f(Ax)/I. 
In particolare A/f-1(1) = Ao/I quando f è suriettivo. 


DIMOSTRAZIONE. Siano m : f(A1) > f(A1)/I la proiezione canonica relativa ad 
Ieg=7rof:A1+ f(A;)/I. Allora g è suriettiva e ker g = f7!(I), da cui per 
il primo teorema di omomorfismo per gli anelli 10.4 risulta A4 / fI) © f(A1)/I. 
In particolare A1/f71(1) = A3/I quando f è suriettivo. O 


Corollario 10.9. (Terzo teorema di omomorfismo per anelli) Siano J,I ideali 
bilateri di un anello A e I C J. Allora J/I è un ideale bilatero di A/I e 


A/J 2 (A/1)/(/D. 


DIMOSTRAZIONE. Sia x : A + A/I la proiezione canonica relativa ad T. Per il 
punto (c) del teorema di corrispondenza 10.6 7(.J) = J/I è un ideale bilatero di 
AjI en7!(J/I) = J. Allora per il teorema 10.8 si ha A/J2(A/1)/(J/D. U 


Teorema 10.10. Siano A1, Az anelli commutativi unitari ed f : Ax + Ag un 
omomorfismo. Sia I un ideale di Ao tale che I G f(A1). 


(a) Se I è primo, allora f7!(I) è primo e contiene il nucleo di f. 
(b) Se f è suriettivo e f-1(I) è primo (massimale), allora I è un ideale primo 
(rispettivamente massimale) di f(A1). 


DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che per il teorema 10.8, si ha A1/f71(I) 2 f(A1)/I. 

(a) Se I è primo, allora A2/I è un dominio per il teorema 9.29. Quindi anche 
f(A;)/I risulta un dominio in quanto sottoanello di un dominio. Per l’isomorfismo 
notato sopra e nuovamente per il teorema 9.29 concludiamo che l'ideale f-1(1) è 
primo. 

(b) Supponiamo ora che f-!(/) sia primo. Il teorema 9.29 garantisce che 
A1/f71(1) = A2/1I risulta un dominio. Dunque I è primo. Se f-1(I) è massi- 
male, allora il teorema 9.30 implica che A1/f7!(I)  Ag/I è un campo, quindi 
l’ideale 7 di 42 è massimale. O 


Concludiamo con la seguente osservazione che sarà utile nel seguito. 


Osservazione 10.11. Se f : K — Á è un omomorfismo di anelli unitari e K è un 
campo, allora f è iniettivo. Infatti basta notare che ker f è un ideale proprio di K. 
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10.3 Anelli unitari e campo dei quozienti di un dominio 


In questa sezione mostriamo come ogni anello si possa immergere in un anello uni- 
tario e come ogni anello commutativo senza divisori dello zero, in particolare ogni 
dominio, si possa immergere in un campo. 


Teorema 10.12. Sia A un anello, allora esiste un anello unitario B tale che A è 
isomorfo ad un ideale di B. Inoltre B è commutativo se e solo se A è commutativo. 


DIMOSTRAZIONE. Sia B = A x Z il prodotto diretto dei gruppi abeliani (A,+) e 
(Z, +) munito del prodotto 


(a n): (b,m) = (ab +ma+nb,nm), dovea,b E€ A, m,n € Z. 


Si verifica facilmente che l’operazione - gode della proprietà associativa e delle due 
proprietà distributive rispetto alla somma. Vediamone una: 


((a,m) + (a',n'))-(b,m)=(a+a',n+n')-(b,m)= 
= ((a + a')b+ m(a +a) + (n + n')b, (n +n')m) = 
= ((ab + ma + nb) + (a'b + ma +n'b),nm+n'm)= 
= (ab+ma+nb,nm}+(a'b+ma' +n'b, n'm) = (a,n): (bm) + (a, n’) (b, m). 


L'elemento (0, 1) risulta essere l'elemento identico di B; infatti 
(a, n) 5 (0, 1) = (a, n) =i (0,1) N (an), 


per ogni (a,n) € B. L'applicazione f : A — B definita da f(a) = (a,0) è un 
omomorfismo iniettivo di anelli di A in B. È sufficiente verificare che f “conserva” 
il prodotto, in quanto è già noto dalla teoria dei gruppi che f è un omomorfismo 
iniettivo di gruppi abeliani. Infatti 


f(ab) = (ab, 0) = (a, 0) - (b,0) = F(a) - f(b). 


Possiamo pertanto identificare A con un sottoanello di B. Verifichiamo che in realtà 
A è un ideale bilatero di B. Siano (a, 0) € Ae (b, m) € B, si ha 


(a,0) - (b m) = (ab+ma,0) E A e (b,m)-(a,0) = (ba +ma,0) € A. 
o 


Non è difficile vedere che l’anello B costruito in questo modo può avere dei 
divisori dello zero anche quando A non ne ha. Per un esempio facile si consideri il 
caso A = Z. Più in generale, per ogni dominio A l'estensione B ha divisori dello 
zero: per esempio l’elemento (14,0) di B risulta un divisore dello zero. Inoltre B 
può avere divisori dello zero anche quando A non è unitario e non ha divisori dello 
zero, si veda l’esercizio 10.1. 

Ora vedremo che quando l’anello di partenza A è commutativo e senza divisori 
dello zero, allora A si può immergere in un campo. 
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Definizione 10.13. Sia A un anello commutativo integro. Un campo K si dice campo 
dei quozienti di A se esiste un omomorfismo iniettivo f : A — K di anelli tale che 
per ogni x € K esiste un elemento non nullo b € A con f(b)x € f(A). 


In altre parole, ogni elemento x di K si può scrivere come una frazione o 
quoziente f(a)f(6)7!, cioè K è il più piccolo campo che contiene A come suo 
sottoanello. Questo spiega il termine campo dei quozienti. 


Teorema 10.14. Sia A un anello commutativo privo di divisori di zero. Allora esiste 
un campo dei quozienti f : A — Q(A) di A. 


DIMOSTRAZIONE. Nell'insieme A x A* introduciamo la relazione (a, 6) ~ (a, b") 
se ab’ = a'b. Si verifica facilmente che questa è un relazione di equivalenza. Denotia- 
mo con Q(A) l'insieme delle classi di equivalenza. In particolare per (a, b) € Ax A* 
denotiamo con $ la classe di equivalenza di (a,b). Introduciamo in Q(A) due 
operazioni + e - che lo renderanno un campo. Definiamo 

c a c ac 

a a ° baa 

Si verifica facilmente che queste operazioni sono definite correttamente. Innanzitut- 
to, poiché b 4 0 # d e A è privo di divisori di zero, si ha bd # 0. Verifichiamo ad 
esempio che l'operazione + è ben definita. Supponiamo che 


t 


i a allora ab = d'b, cd' = de, (1) 


led 

ga: 

per come è stata definita la relazione di equivalenza. Dobbiamo verificare che 
ac _adthe d d d+ 


RI tale: a EE a 


cioè che (ad + bc)b'd' = (a'd’ + b'e')bd. Allora, usando (1) 
(ad + be)b'd' = adb'd' + beb'd' = (ab')(dd') + (cd')(bb') = 
= (a'b)(dd') + (d) (0b") = (a'd') (bd) + (He) (bd) = (a'd + b'e')bd. 


In modo analogo si dimostra che anche l’operazione - è ben definita. Si verifica 
inoltre che l’elemento 2 è l'elemento neutro per la somma, che =% è l'opposto di $ e 
che la somma gode delle proprietà associativa e commutativa. Pertanto (Q(A),+) è 
un gruppo abeliano. Inoltre la moltiplicazione - rende Q(A) un campo. Verifichiamo 
l’esistenza del identità e dell’inverso. Sia c € A*; allora l'elemento £ di Q(A) (che 
ovviamente non dipende da c) è l’identità. Infatti 


a c ac 


dea 
bc be b 


poiché (ac)b = a(cb) = a(bc). Sia ora $ # 0g(4). cioè a # 0. Allora DA la classe di 
equivalenza di (b, a) € A x A*, è ben definita ed è l'inverso di #, Infatti 
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che abbiamo dimostrato essere ata 

Osserviamo ora che &£ = % per ogni x,y € A*, in quanto (ax)y = (ay)z. 
Denotiamo pertanto con F (a) la classe © per ogni a € Aez € A* e troviamo 
l’omomorfismo desiderato. infatti, per qualche x € A* si ha 


fatio = 4 e A ADE L fatt) 


Infine f è iniettivo, in quanto f(a) = f(b) implica (ar)r = (br)x per qualche 
x € A*, da cui si conclude a = b per il fatto che A è un dominio. O 


Osserviamo che se identifichiamo A con la sua immagine f(A) in Q, allora 
z =a-b7! inQ(4), 


per ogni a,b € A, b #0. 

Se A è un dominio, la dimostrazione sì semplifica, come illustriamo nell’ osser- 
vazione 10.15. Tuttavia è preferibile avere il teorema nel caso generale, perché per 
un anello commutativo non unitario A senza divisori dello zero non si può sperare 
di applicare prima il teorema 10.12 trovando un dominio B al quale applicare poi il 
teorema 10.14. 


Osservazione 10.15. La dimostrazione del teorema 10.14 si può semplificare nel ca- 
so di un dominio A. In tal caso l'immersione f di A in Q(A) si può definire sem- 
plicemente con f(a) = $ per a € A e l’inverso di a (più precisamente di f(a)) in 
Q(A) sarà 1 (più precisamente, 7) Infine l'identità 104) coincide con f(14). 


Dimostriamo che il campo dei quozienti di un dominio è unico a meno di 
isomorfismo. 


Teorema 10.16. Sia A un dominio e sia f : A — Q(A) un suo campo dei quozienti. 
Se K è un campo e g : A — K è un omomorfismo iniettivo di anelli unitari, allora 
esiste un unico omomorfismo di anelli unitari h : Q(A) > K, tale che ho f = g. 


DIMOSTRAZIONE. Ponendo 
- | = 3 =I 
h ($) g(a) g(b) 


si ottiene l’omomorfismo di anelli h : Q(A) — K desiderato. Infatti questa de- 
finizione è corretta in quanto l’iniettività di g implica g(b) # 0 e quindi esiste 
g(6)7! € K. Inoltre, essa non dipende della scelta di a,b € A in quanto Ẹ = 2 
in Q(A) implica abı = ab in Ae quindi g(a)g(01) = g(aı)g(b) in K. Pertanto 
g(a) - g(6)7® = g(a1) - 9(b1)7? in K. Questo dimostra anche l’unicità di h. O 


Notiamo che l’omomorfismo A nel teorema è iniettivo per l'osservazione 10.11. 
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Corollario 10.17. Sia A un dominio e siano fı : A > Qu(A)e f2 : A> Q2(A) 
due suoi campi dei quozienti. Allora esiste un isomorfismo di anelli unitari 


i: Qı(A) > Qa(A), tale cheio fı = f2. 


DIMOSTRAZIONE. Applichiamo al campo dei quozienti fı : A —> Qı (A) e all’o- 

momorfismo fa il teorema 10.16. Si ottiene un omomorfismo iniettivo hı da Q1 (A) 

` 0/2 (4) cori ny dJi ="}2: Arlalogamente, applicniamo' 11 teorema 10.10%al cam- 
po di quozienti fo : A — Q2(A) e all’omomorfismo fi: si ottiene ora un omo- 
morfismo iniettivo hz : Q2(A) + Qi(A) con h2 o f2 = fi. Ora l'unicità dal 
teorema 10.16, applicata al campo di quozienti fa : A + Qz(A) e agli omomor- 
fismi hı o ho : Q2(A) > Qa(A) e idga(a) : Q2(A) — Q2(A) che soddisfano 
hı o h2 0 f2 = f2 = idox(A) © fa permette di concludere che h, o ha = idox(A)- 
Analogamente hz o hı = idg, (A). Quindi hı e hg sono isomorfismi. O 


In altre parole, il corollario dice che se identifichiamo il dominio A con la sua 
immagine f (A) in Q.(A), per v = 1,2, allora esiste un isomorfismo di anelli 
i: Qi(A) > Q2(A) che non muove gli elementi di A, ovvero i(a) = a per ogni 
ac A. 


10.4 Prodotto diretto di anelli 


Dati due anelli A e B, possiamo definire il prodotto diretto A x B dei gruppi abeliani 
(A, +,04) e (B,+,0g) e su questo definire un prodotto nel modo seguente: 


(a,b) - (a',b'} = (aa',bb'), dove a, a' € A,b,b' € B. 


Abbiamo dimostrato nel teorema 4.19 che (A x B, +, -,(04,0g)) risulta un anello, 
che scriveremo brevemente A x B e chiameremo prodotto diretto di A e B. 


Teorema 10.18. Siano A e B anelli. Alora (Ax B, +,-, (04, 0pg)) risulta un anello. 
Se A e B sono anelli unitari, allora (14,1p) è l’unità di A x B. 


DIMOSTRAZIONE. Dal teorema 4.19 (c) segue che {A x B, +, (04,05)) risulta un 
anello. Verifichiamo che (14,18) è l’unità di A x B nel caso in cui A e B siano 
anelli unitari. Per ogni coppia (a, b} € A x B risulta 


(la, 1g)(a, b) 3 (14a, 1gb) ma (a,b) = (ala, ble) = (a, b(1a, lg). 


O 


Siano pı : A x B — Aep: Ax B — B le due proiezioni definite da 
Pi((a,5)) = a e pa((a, b)) = b. Allora pi e po sono omomorfismi di anello. Infatti, 
per a, a, € Aeb, bı € Bsiha 


pı((a, b)(a1,b1)) = pı((aa1,bb1)) = aa, = pı ((a, b))p1((a1, b1)). 
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Analogamente si dimostra che pz è un omomorfismo. Ora i nuclei Bj = ker pı e 
Ai = ker pz sono ideali bilateri di A x B. Questo si vede facilmente anche dalla 
forma esplicita 


B, = {(04,b) :b € B}={04} x B e A1={(a,0g):ac A} = Ax {0B}. 


Inoltre è : Bı > Bej : Ai — A definiti da ¿(0,b) = b e j(a,0) = a sono 
isomorfismi che permettono di identificare gli anelli A e B con gli ideali bilateri A; 
e B}, rispettivamente, del prodotto diretto R = A x B. 

Notiamo infine che sono verificate anche le condizioni: 


(1) 4; N Bı = {0}, e 
2) R= A + Bı. 


Infatti (1) è ovvia. Per (2) basta notare che se (a, b) € A x B, allora 
(a,b) = (a,0B) + (04,0). 


Possiamo scrivere anche (a,b) = (04, b) + (a, 0g), poiché (A x B, +) è prodotto 
diretto dei gruppi abeliani (A, +) e (B, +). 


Definizione 10.19, Un elemento ż di un anello A si dice idempotente se i = i?. Se 
inoltre è commuta con tutti gli elementi di A si dice idempotente centrale. 
Se A è unitario, due idempotenti î, j si dicono ortogonali se 


i+j=14 e ij=ji=0. 


In una coppia di idempotenti centrali ortogonali î, j ognuno determina l’altro 
tramite uguaglianza ¿ + j = 1. In altre parole, ogni idempotente i dà luogo alla 
coppia i, 1 — i di idempotenti ortogonali. Inoltre 1 — i è centrale se e solo se i è 
centrale. 

È facile vedere che se il prodotto diretto R = A x B è un anello unitario, allora 
ognuno degli anelli A e B è unitario e gli elementi į¿ = (14,05) e j = (04,15) 
sono idempotenti centrali ortogonali. 


Teorema 10.20. Sia R un anello e siano A e B due ideali bilateri di R tali che 
AN B = {0} e R = A +B. Allora R è isomorfo al prodotto diretto A x B. Inoltre 
(a) se R è unitario, allora A e B sono generati da elementi idempotenti centrali 
ortogonali; 
(b) se A e B sono generati da elementi idempotenti centrali i e j rispettivamente, 
allora R è unitario con unità i + j, cioè i e j sono ortogonali. 


DIMOSTRAZIONE. Da AN B = {0} e R = A+ B concludiamo che R = A x B 
come gruppo abeliano. Inoltre, da AN B = {0} si ha 


(a+b)(a1 + b1) = aa, + abı + ba; + bb, = aar + bb 


pera, a, € Aé 0,0, È B. Uúiñäi risomornsmo = AX e anche un isorfiornsmo 


di anelli. 
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(a) Supponiamo che R sia unitario. Allora 1 = i + j, con î € Ae j € B. Da 
12 = 1 ricaviamo 1 = į? + j? = i + j. Pertanto AN B = {0} implica i? = i 
e j? = j. Ora perr € Rsiahar-1= 1-r, quindi ri + rj = ir + jr. Dunque 
rì — îr = jr -— rj € AN B = {0}. Quindi ri = ir e jr = rj. Questo dimostra 
che i e j sono idempotenti centrali ortogonali. Si ha (i) G A e (j) C B. Essendo 
(i) + (3) un ideale bilatero contenente 1, si ha R = (i) + (4). Questo implica A = (i) 
e B = (j). 

(b) Supponiamo che gli ideali A e B siano generati da elementi idempotenti 
centrali è e j rispettivamente. Consideriamo l'elemento r = è + j di R. Per ogni 
cr=a+be Rsihaa {= ai eb = bj poiché A = (i) e B = (j). Infatti a € A = (1) 
implica che esiste c € R tale che a = ci, da cui ai = ci? = ci = a e così per b. 
Quindi zr = ai + bj = x. Analogamente si vede che rx = x. Dunque r è l’unità di 
R. O 


Il prodotto diretto di tre o più anelli si definisce in modo analogo. I dettagli si 
possono vedere negli esercizi, in particolare l'esercizio 10.42 (o) illustra anche un 
esempio di anello B isomorfo a B x B. 

Calcoliamo ora la caratteristica del prodotto diretto di due anelli unitari. 


Teorema 10.21. Siano A e B due anelli unitari. Allora per il prodotto diretto 
R=AxB 
si ha 


(a) char R = 0 se char A = 0 0 char B = 0; 
(b) se char A # 0 # char B, allora char R coincide con il minimo comune multiplo 
di char A e char B. 


DIMOSTRAZIONE. (a) Se charA = 0, allora per l’unità 1 = (14,15) di R si ha 
m-1= (m-1a,m-1p):#0,inquantom-14 # 0 per ogni m > 0. Questo dimostra 
char R = 0. In modo analogo si ragiona quando charB = 0. 

(b) Supponiamo charA = m > 0 e charB = n > 0. Allora l’elemento 14 del 
gruppo abeliano (A, +) ha periodo m, mentre l’elemento 1g del gruppo abeliano 
(B, +) ha periodo n. Quindi il periodo dell'elemento 1 = (14, 1g) del gruppo abe- 
naad Bel ha D A E potmriderani Lrnimimarconima AAA U Ae 

per la proposizione 6.40. O 


10.5 Reticoli e algebre di Boole 


In questo paragrafo studieremo altre strutture algebriche con due operazioni binarie. 
Ricordiamo che un reticolo è un insieme ordinato (L, <} tale che per ogni coppia 
a,b € L l'insieme {a,b} ammette estremo superiore, denotato con a V b, e estremo 
inferiore, denotato con a A b. Questo permette di considerare A e V come due ope- 
razioni binarie sull’insieme supporto L che permettono poi di recuperare facilmente 
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l’ordine originale di L, perché a < b se e solo se a = a A b se e solo se b = a V b. Nel 
seguito denoteremo con (L, A, V) un reticolo per mettere in evidenza le operazioni A 
e V. È facile verificare che in ogni reticolo valgono la legge commutativa e la legge 
associativa per entrambe le operazioni, cioè 


rAy=yAz, (rc AyAz=zA(yAz), 


aVy=yVax, (cVyVa=aeV(yVe) 


per ogni x,y,z € L. Inoltre, se L è limitato, allora 0 è l'elemento neutro per 
l’operazione V, mentre 1 è l’elemento neutro per l’operazione A. Denoteremo con 
(L, A,V,0,1) un reticolo limitato. Un sottoinsieme M di un reticolo (L, A, V) si 
dice un sottoreticolo se a Ab € M e a Vb E M perogni a,b € M. 


Definizione 10.22. Siano (L1, A, V) e (L2, A, V} due reticoli. Allora un’applicazio- 
ne f : Lı > La si dice un omomorfismo di reticoli, se 


fla nb) = f(a) A f(b) e f(avb)= f(a) v f(b) 


per tutti gli a,b € L1. Se f è biettiva, f si dice un isomorfismo di reticoli. Se Lı ed 
Lo sono reticoli limitati con 0; e 1; il minimo e il massimo di L;, î = 1,2, allora f 
si dice un omomorfismo di reticoli limitati se f (11) = 12 e f(0,) = 02. 


Lasciamo per esercizio la dimostrazione della seguente proprietà. 


Proposizione 10.23. Siano (L, A, V, 0, 1) un reticolo limitato e x,y,z € L. Allora 
le seguenti affermazioni sono equivalenti: 


(a) cr A(yVz)=(x Ay)V(2 Az), 
(b)eV(yAz)=(ceVy)A(cVz). 


Un reticolo che soddisfi una delle condizioni equivalenti della precedente propo- 
sizione 10.23 si dice un reticolo distributivo. 


Definizione 10.24. Sia (L, A, V, 0, 1) un reticolo limitato: 


-  unelemento a € X si dice complemento di un elemento b se aVb = 1 e a^b = Ù; 

- un reticolo limitato si dice complementato se ogni suo elemento ammette com- 
plemento; 

- un reticolo distributivo e complementato si dice reticolo di Boole o reticolo 
Booleano. 


Si verifica facilmente che se un elemento di un reticolo limitato distributivo am- 
mette complemento, tale complemento è unico, si veda l’esercizio 10.34. D'ora in 
avanti denoteremo con © l’unico complemento di x. Non è difficile verificare che in 
un reticolo di Boole valgono le leggi di De Morgan: 


EVy=TAY e TAY=TVY. 
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Esempio 10.25. (a) L'insieme ordinato B = {0,1}, con 0 < 1, ammette un’unica 
struttura di reticolo che lo rende un reticolo Booleano. Ogni reticolo Booleano 
contiene una copia di B. 

(b) Per ogni insieme non vuoto X l’insieme parzialmente ordinato (P(X), C) risul- 
ta un reticolo Booleano, con 1 = X,0=, AV B = AUB, AAB= ANB per 
A,B € P(X). Di conseguenza ogni sottoreticolo di P(X) risulta distributivo. 
Vedremo nel teorema 10.33 che ogni reticolo distributivo limitato ha questa for- 
ma, cioè è isomorfo a qualche sottoreticolo di P(X) per un opportuno insieme 
X. 


Lemma 10.26. Un insieme totalmente ordinato è un reticolo di Boole se e solo se 
coincide con B. 


DIMOSTRAZIONE. Se un insieme totalmente ordinato ha due elementi x e y, allora 
x < yez sarà il minimo e y il massimo. 

Supponiamo ora che un insieme totalmente ordinato sia un reticolo di Boole con 
minimo 0 e massimo 1. Sia z un elemento di X; allora esiste un complemento y di 
x, cioè esiste y tale che x A y = 0e x V y = 1. Poiché X è totalmente ordinato, 
si avrà x < y oppure y < z. Nel primo caso 0 = x A y = x, nel secondo caso 
1 =z V y = x. Pertanto X = {0,1}. O 


Ricordiamo il lemma di Zorn. 


Lemma di Zorn. Ogni insieme parzialmente ordinato e induttivo ammette elementi 
massimali. 


Il lemma di Zorn è stato essenziale nella dimostrazione del teorema di Krull 9.33. 
Nel seguente teorema 10.32 e negli esercizi 10.36, 10.39 vedremo altre applicazioni 
tipiche del lemma di Zorn. 


Definizione 10.27. Sia (L, ^, V,0,1} un reticolo limitato. Un ideale di L è un 
sottoinsieme non vuoto I di L con le proprietà: 


@)1 gI; 
(b) sea € I eb < a allora anche b € I; 
(c) se a, d E Z, allora anche a V b € T. 


Per a € L poniamo Ja := {x € L: x < a}; allora Ja è il più piccolo ideale di L 
contenente a. Lo chiameremo ideale principale generato da a. 


Lemma 10.28. Ogni ideale di un reticolo finito L è principale. 


DIMOSTRAZIONE. Sia m un elemento dell’ideale 7 che sia massimale per /: un tale 
elemento esiste poiché L è finito. Dimostriamo che 7 =|m: infatti se a € I, allora 
aVm Elem < aV m, quindi per la scelta di m si ha m = a V m e di conseguenza 
acsm. D 
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Esempio 10.29. Per ogni insieme infinito X il reticolo Booleano P(X) ha ideali non 
principali. Per esempio la famiglia Joo di tutti i sottoinsiemi finiti di X è un ideale 
non principale di P(X). Infatti se fosse IL =JY per qualche Y C X, si avrebbe 
Io = {Z € P(X): Z CY} = P(Y). In particolare Y € F.o da cui segue che Y 
sarebbe finito e quindi anche Teo sarebbe finito. Se X è infinito, allora l'insieme dei 
singoletti {x} è infinito e contenuto in Z, contraddicendo l’ultima affermazione 


Definizione 10.30. Sia (L, A, V, 0,1) un reticolo distributivo limitato. Denotiamo 
con J (L) l insieme degli ideali di L. 


Osserviamo che J (L) è un sottoinsieme di P(L), Finsieme parti di L, ed è 
quindi ordinato con l’ordine indotto da P(L), cioè diremo che 7 < J per due ideali 
sel CJ. 


Definizione 10.31. Un ideale / di L è primo se a Ad € I implica a € I oppure b € I. 


Lemma 10.32. Siano L un reticolo distributivo, x,y € L con y £ x. Allora esiste 
un ideale primo di L che contiene x ma non contiene y. 


DIMOSTRAZIONE. Sia Z l’insieme degli ideali di L che contengono z e non conten- 
gono y. L'insieme Z non è vuoto perché contiene |x e l’insieme ordinato (Z, <) è 
induttivo. Per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale M di T. Per vedere che 
M è primo supponiamo che esistano a,b € L cona Ab E M, maagMebgM. 
Sia Ma l’insieme degli elementi u di L tale che esiste m € M con u < aV m. Siano 
u,v E€ Ma et € L cont < u, allora t € Ma. Inoltre seu <aV mev < aV n con 
n,m € M, allora u V v < a V (n V m) conn V m € M, in quanto M è un ideale. 
Infine se per assurdo 1 € Ma, si avrebbe 1 = a V m, per qualche m € M. Allora 


mV(anb)=(mVa)A(mvb)=1A(mvb)=mvb 


è un elemento di M e quindi anche b:< m V dè un elemento di M, in quanto M è 
un ideale, ma questo contraddice l’ipotesi b ¢ M. Pertanto 1 £ Ma e Ma è un ideale 
che contiene M. Osserviamo che a < a V (a A b), da cui segue a € Ma. Allora Ma 
“è un `rdeåle di čne contene propiamente Wi, e quinti Wa #7, Cide y € Ma, € 
di conseguenza y < a V mi per qualche elemento mi € M. Analogamente risulta 
y < b A ma per qualche elemento mz € M. Dunque 


y =y^y < (aVmi)A(bVm2)=(aAb)V(aAma)V(mi Ab) V (mi Ama) € M, 
assurdo. O 
Ora possiamo dare il teorema di rappresentazione dei reticoli distributivi limitati. 


Teorema 10.33. Ogni reticolo distributivo limitato L è isomorfo ad un sottoreticolo 
di un reticolo del tipo P(X). 


DIMOSTRAZIONE. Sia X l’insieme degli ideali primi di L. All’elemento x € L si 
mette in corrispondenza l’insieme P} degli ideali primi di L che non contengono x. 
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Consideriamo l’applicazione p : L — P(X) definita da (x) := Pz. Si deduce 
facilmente dalla definizione di y, che £(0) = 0, (1) = X. Vale 


plz V y) = Prvy = Ps U Py 


in quanto se I € Ps, siha I € Prvy e analogamente se I € Py. Viceversa se 
I € Pevy allora z V y ¢# T ese z € I, allora y & I, altrimenti ci starebbe anche 
z V y. Da questo segue che I € P; U P}. Inoltre 


plz Ay) = Peny = Pa O Py- 


Infatti se I € Peay, allora I € Ps e T € Py. Viceversa se I € P.NP, sihache g € I 
e y € I, ma allora poiché I è un ideale primo x Ay & I, da cui Z € Pray. Pertanto p 
è un omomorfismo di reticoli tra L e (L), quindi (L) è un sottoreticolo di P(X). 
Segue dal lemma 10.32 che y : L — P(X) è iniettiva. Dunque L è isomorfo al 
sottoreticolo 9(L) di P(X). D 


Se L è un reticolo Booleano allora l’isomorfismo y : L + P(X) costruito nella 
dimostrazione del teorema 10.33 soddisfa 0(7) = X \ y(x). In altre parole, oltre 
alle due operazioni reticolari y è compatibile anche con il complemento. Il reticolo 
Booleano P(X) ammette una struttura di anello unitario (si veda l'esercizio 10.10) 
che induce anche su L una struttura di anello unitario, oltre a quella di reticolo. Per 
questo motivo, quando visto sotto questo aspetto, un reticolo Booleano, munito della 
struttura di anello unitario si dice spesso anche anello Booleano, o algebra di Boole, 
si veda anche l’esercizio 10.33. 

Per motivi storici X si chiama spettro del reticolo L e si denota con Spec L. La 
rappresentazione di L tramite sottoinsiemi di Spec Z è nota come dualità di Stone. 


10.6 Esercizi su omomorfismi e prodotti diretti di anelli 


Esercizio 10.1 Dimostrare con un esempio che l’anello B definito nel teorema 10.12 
può avere divisori dello zero anche se A non ha divisori dello zero. 


Esercizio 10.2 Verificare che la composizione di omomorfismi è un omomorfismo. 
Esercizio 10.3 Sia A un anello e sia a € U(A). Si dimostri che 


(a) l'applicazione a : A — A definita da pa(7) = a"!za è un omomorfismo di 
anelli; 

(b) per a,b € U(A) si ha pa 0 Pb = Pha; 

(c) Ya è un isomorfismo per ogni a. 


Esercizio 10.4 Usando il teorema di corrispondenza 10.6, dare una nuova dimostra- 
zione del teorema 9.30. 


Esercizio 10.5 Siano G gruppo abeliano ed A = End(G) l’insieme degli endomor- 
fismi di G. Siano f,g € Ae si definisca la somma (f + g(x) = f(x) + g(2), 
per x € G. Sia o l’usuale composizione di funzioni, cioè (f o g)(x) = f(g(x)) per 
z € G. Si dimostri che (A, +,0,îd4) è un anello unitario. 
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Esercizio 10.6 * Sia A un anello unitario. Dimostrare che A si può identificare con 
un sottoanello dell'anello End(G) per qualche gruppo abeliano G, con End(G) 
anello degli endomorfismi di G, definito nell'esercizio 10.5. 


Esercizio 10.7 Siano G un gruppo abeliano ed End(G) il suo anello degli endo- 
morfismi, definito nell’esercizio 10.5. Dimostrare che 


(a) End(Z?) è isomorfo all’anello M2(Z); 


(b) End(Z2,) è isomorfo all’anello M2(Zm) per ogni m > 1; 
(c) End(Q?) è isomorfo all’anello M2(Q). 


Esercizio 10.8 Sia G un gruppo abeliano, A = End(G) e sia f € A un endomorfi- 
smo. Dimostrare che: 


(a) se f è suriettivo, allora f non è divisore dello zero destro; 
(b) se f è iniettivo, allora f non è divisore dello zero sinistro. 


Esercizio 10.9 È vero che un divisore dello zero destro risulta sempre anche un 
divisore dello zero sinistro in ogni anello? 


Esercizio 10.10 Sia S un insieme. Nell'insieme P(S) si definisce l'operazione A 
(differenza simmetrica): 


XAY = (XUY)\(XnY) 


per ogni coppia (X, Y) di sottoinsiemi di S. 


(a) Provare che la struttura algebrica A = (P(S), A, N} è un anello commutativo 
unitario e che ogni sottoinsieme proprio di § è divisore dello zero di A. 

(b) Sia Y € P(S); provare che l'applicazione y : P(S) > P(S), definita da 
(X) = X \Y è un omomorfismo di anelli e determinare ker £ e Img. 

(c) Sia Y € P(S}; determinare l’ideale (Y). 

(d) Se S è finito, provare che ogni ideale di P(S) è principale. 

(e) Determinare la caratteristica di P(,5). 


8={({pe):n0ec} 


sottoinsieme dell’anello M2(C). 


Esercizio 10.11 Sia 


(a) Provare che B è un sottoanello di M2(C). 
(b) Sia g = a + bi + cj + dk un elemento del corpo dei quaternioni H. Si dimostri 
che l’applicazione 4 : H — B definita da 


= (58) con a=a+bi, B=c+dieC 


è un isomorfismo di anelli e pertanto di corpi. 
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(c) Si verifichi che 
det(4(9)) = llall? = a? +8 +? +e. 
Si deduca che 
la -all = llall - gx] per ogni g, g1 € H. 
(d) Si verifichi che l’insieme dei quaternioni di norma 1 è un sottogruppo del gruppo 
moltiplicativo (H \ {0}, -). 
Esercizio 10.12 Determinare tutti gli endomorfismi di anello: 
(a) p: Z >Z; 
(b) y : Q > Q; 
(c) p: R > R; 
(d) p : Zli] > Zli]; 
© o : ZV] > Ziva]. 


Esercizio 10.13 Siano Ax, Ag anelli unitari e f : A1 — Ag un omomorfismo 
suriettivo di anelli unitari. 


(a) Provare che f(U(A1)) C U(A2). 
(b) Considerando l’omomorfismo f : Z > Zn, f(z) = z + nZ, mostrare che in (a) 
non vale l'uguaglianza se n > 6. 


Esercizio 10.14 Nell’anello M2(Z) si consideri l'insieme 


a=-{(32) ac 20 es2}. 
a 


(a) Verificare che A è sottoanello di M2(Z). 
(b) Provare che l’applicazione f : A — Zo, definita da ( 


omomorfismo di anelli. 
(c) Determinare il nucleo / di f. Dire se / è un ideale principale di A. 


ab 


b ) H+ a+ 9Z èun 
a 


Esercizio 10.15 Siano A e B due campi. È vero che A x B è un campo? 


Esercizio 10.16 Sia A l'anello Z3 x Z4 x Zs. 


(a) Trovare la caratteristica di A. 

(b) Descrivere gli ideali di A. In particolare determinare gli ideali primi e quelli 
massimali. Determinare se esistono ideali non principali. 

(c) Determinare a quale degli anelli Z4 x Zi5, Ze X Zio © Zeo è isomorfo l’anello 


{d) Descrivere quali sono gli elementi invertibili e gli elementi nilpotenti di A. 
Esercizio 10.17 Sia A; x Ag il prodotto diretto di due anelli A, e A2. Si provi che 


(a) (A1 x Ag, +, -) è anello commutativo se e solo se Ai e Az sono commutativi. 
(b) U(Ai x A2) = U(A.1) Xx U(Aə2). 
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(c) Calcolare U(Za x Zs), U(Z3 x Zs x Z7), U(Za x Ze). 


Esercizio 10.18 Siano A, B anelli commutativi unitari ed 7 un ideale di C = Ax B. 
Identifichiamo A con l'ideale A x {0} di C e B con l’ideale {0} x B di C. Provare 
che: 


(a) T = h x Ia, dove J è un ideale di Ae Iz è un ideale di B; 

(b) C/I = A/h x B/h; 

(c) se T è primo, allora o Ñ, = A e Iz è un ideale primo di B, o I2 = B e K è un 
ideale primo di A; 

(d) se J; è un ideale primo di A, allora I = I, x Bè un ideale primo di C; 

(e) se Z è massimale, allora o J} = A e I è un ideale massimale di B, o Iz = Be 
I è un ideale massimale di A; 

(Ð se J è un ideale massimale di A, allora 7 = J, x B è un ideale massimale di C; 

(g) se Ae B sono anelli a ideali principali, allora anche C' è anello a ideali principali. 


Esercizio 10.19 Determinare gli ideali di Z2 x Z5 x Ze. 


Esercizio 10.20 Sia K un campo e A = K x K x --- x K (n fattori). Quali sono 
gli ideali primi di A? Quali sono gli ideali massimali di A? 


Esercizio 10.21 Siano A un anello commutativo unitario, n € N, n > 2 e siano J4, 
In,...,In ideali di A con J; + Iy = A per 1 < j < k < n. Dimostrare che 


n 
A/ (I S A/h x A/I x... x A/In. 
k=1 


Esercizio 10.22 Siano A un anello commutativo unitario, n € N, n > 2e M), 
Mo,..., Mn ideali massimali a due a due distinti di A. Allora per ogni n-upla 
(k1,k2,...,kn) di numeri interi positivi si ha 


n 
A/ () ME = A/M x AJM} x... x A/M}>. 


i=1 


Esercizio 10.23 * Dimostrare che ogni anello commutativo unitario finito è prodotto 
diretto di anelli locali. 


Esercizio 10.24 Siano G un gruppo finito con elemento neutro e, R un anello e 
e R[G] l'anello gruppale definito nell’esercizio 9.20. Dati due monoidi M ed N, 
un’applicazione f : M — N si dice un omomorfismo di monoidi se f (Lm) = 1n e 
f(ab) = f(a)f(b) per ogni a,b € M. 

{a) Dimostrare che l’applicazione ¿p : R — R{G] definita da 


ir(r)=re, re R 


è un omomorfismo iniettivo di anelli. Se R è unitario, ¿g è un omomorfismo di anelli 
unitari. 
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(b) Nel seguito supponiamo che R sia unitario. Dimostrare che l’applicazione 
ta : G — RIG] definita da 


te(9) = lag, gEG 


è un omomorfismo iniettivo di monoidi. Identifichiamo G con ia sua immagine 
te(G) in R[G]. Dimostrare che G è contenuto nel gruppo moltiplicativo U(R{G]) 
degli elementi invertibili di R(G]. 

(c) Siano f : R — A un omomorfismo di anelli unitari e h : G — (A,-) 
un omomorfismo di monoidi. Allora esiste un unico omomorfismo di anelli unitari 
p: RIG] > A tale che po ir = f e poig =h. 

(d) Se H è un sottogruppo di G, allora esiste un unico omomorfismo di anelli 
unitari iniettivo p : R[H] — R[G] tale che p Į r= idp e p fx è l'inclusione di H in 
G. 

(e) Dimostrare che l’anello gruppale R[G] è determinato unicamente dalle pro- 
prietà (a), (b) e (c). In altre parole, se B è un anello commutativo unitario tale che 
esistono ja : R — B omomorfismo iniettivo di anelli unitari e jg : G + (B,-)un 
omomorfismo iniettivo di monoidi tali che per ogni anello commutativo unitario A e 
per ogni f : R —> A omomorfismo di anelli unitari e h : G + (A,-) un omomorfi- 
smo di monoidi, esiste un unico omomorfismo di anelli unitari o : B — A tale che 
go jr = f eco jga = h, allora esiste un isomorfismo di anelli unitari da B a R[G]. 


Esercizio 10.25 Sia R un anello commutativo unitario e siano G1 e Ga due gruppi 
finiti. Allora RG; x G2] è isomorfo a (R[G1])[G2]. 


Esercizio 10.26 Sia G un gruppo con due elementi. Dimostrare che l'anello grup- 
pale R[G] definito nell’esercizio 9.20 è isomorfo a R x R. 


Esercizio 10.27 Sia G un gruppo con tre elementi. Dimostrare che l’anello gruppale 
R[G] definito nell’esercizio 9.20 è isomorfo a R x C. 


Esercizio 10.28 Dato A un anello commutativo unitario, sia e € A diverso da 0,1 
tale che e? = e. Allora gli ideali principali A, = (e) e Az = (1 — e), considerati 
come anelli, sono unitari e inoltre A S A; x Ap. 


Esercizio 10.29 Siano R un anello commutativo unitario in cui 2 è invertibile e 
(G,-) un gruppo ciclico di ordine 2. Dimostrare che l'anello gruppale R[G] è 
isomorfo a R x R. 


Esercizio 10.30 Siano A;, A2 anelli commutativi unitari. Dimostrare che in B = 
Ai x A esiste un idempotente j non banale, cioè 0g Æ j # 1B. 


Esercizio 10.31 Sia R un dominio tale che R[G] 2 R; x Rg dove (G, -) è un gruppo 
ciclico di ordine 2 e R; e Rz sono anelli unitari. Dimostrare che 2 è invertibile in R. 


Esercizio 10.32 Sia G il gruppo ciclico di ordine 2. Per un dominio A le seguente 
condizioni sono equivalenti: 


(a) RÍG] S Rx R; 
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(b) 2 è invertibile in R. 


Esercizio 10.33 Un anello commutativo unitario si dice Booleano se b? = b vale per 
ogni b € B. 


(a) Provare che la caratteristica di B è uguale a 2. 

(b) Provare che B ha divisori dello zero qualora |B| > 2. 

(c) Ogni ideale primo di B è massimale. 

(d) Ogni ideale finitamente generato di B è principale. 

(e) * Verificare che se B è finito, allora B è ismorfo all’anello Z3} per un opportuno 
neN. 


Esercizio 10.34 Dimostrare che se un elemento di un reticolo distributivo limitato 
ammette complemento, tale complemento è unico. 


Esercizio 10.35 Sia X un insieme non vuoto. Allora l’insieme parzialmente ordina- 
to P(X) di tutte le parti di X è un reticolo di Boole. 


Esercizio 10.36 Dimostrare che l'insieme degli ideali (7(L), <) di un reticolo di- 
stributivo limitato L, come dalla definizione 10.30, contiene elementi massimali. 


Esercizio 10.37 Sia f : L — Lı un omomorfismo di reticoli limitati. Dimostrare 
che l'insieme 7 = {zx € L: f(x) = 0} è un ideale di L. 


Esercizio 10.38 Individuare gli ideali primi del reticolo di tutti i divisori di 36 
ordinato per divisibilità. 


Esercizio 10.39 Un filtro su un insieme X è una famiglia F di sottoinsiemi di X 
con le seguenti proprietà: 


(a) 04 7; 
(b) se A € Fe AC BC X, allora anche BE F; 
(c) se AE Fe B € F, allora anche ANB E F. 


Poiché F C P(X), l’insieme F(X) dei filtri su X è un sottoinsieme di P(P(X}) 
ed è quindi ordinato con l’ordine indotto da P(P(X)), cioè diremo che F < G per 
due filtri se F C G. Dimostrare che F'(X) ha elementi massimali! . 


Esercizio 10.40 Sia X un insieme infinito. 


(a) Verificare che la famiglia Fx di tutti i sottoinsiemi cofiniti di X, cioè con com- 
plemento finito è un filtro secondo la definizione data nell’esercizio 10.39, noto 
come il filtro di Fréchet su X. 

(b) (Esercizio di analisi I) Verificare che una successione {x,,} di numeri reali con- 
verge a x € R se e solo se per ogni e > 0 l’insieme {n € N: |z — cn| < €} 
appartiene a SN. 


11 filtri massimali si chiamano anche ultrafiltri. 1 filtri sono un mezzo fondamentale 
dell’analisi e della topologia. 
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Esercizio 10.41 Sia L un reticolo distributivo limitato. Un sottoinsieme F di L si 
dice un filtro se 0 € F, a Ab € F per ogni a,b € Fesea € Fea < rz per qualche 
x € L implica x € F. Dimostrare che: 


(a) per ogni a € L l'insieme fa = {z € L: x > a} èun filtro; 

(b) se L è finito, allora tutti i filtri di L sono della forma Î a; 

(c) se L è unreticolo di Boole, allora un sottoinsieme F di L è un filtro se e solo se 
l'insieme I = {7 : x € F} è un ideale di L, dove 7 è l’unico complemento di x 
in L. 


Esercizio 10.42 Siano X un insieme, K un campo e A l'insieme K* delle funzioni 
X — K. Allora A è un anello commutativo unitario, con le operazioni definite 
nell’esercizio 9.4. Ponendo 


Z(f) = {z € X : f(£) = 0} 
per f € A, provare che: 


(a) f € A è invertibile se e solo se Z(f) = 9, quindi l'insieme U (A) degli elementi 
invertibili di A coincide con l'insieme (K \ {0})* delle funzioni X + K \ {0}, 
cioè delle funzioni X + K che non assumono il valore 0; 

(b) se |X| > 1, allora ogni elemento non invertibile di A è divisore dello 0; 

(©) per f, g € A risulta Z(fg) = Z(f) U Z(g) e Z(f+9) 2 Z(f)N Z(g); 

(d) per f,g € A, f divide g in A see solo se Z(f) C Z(g), in particolare f e g 
generano lo stesso ideale principale se e solo se Z( f} = Z(9); 

(e) f € A è idempotente, cioè f = f? se e solo se f(x) = 1 per ogni x € X\Z(f), 
quindi ogni idempotente f € A è univocamente determinato dall’insieme Z(f); 

(Ê) ogni ideale principale è generato da un idempotente; 

(g) ogni ideale finitamente generato di A è principale, in particolare se X è finito 
allora ogni ideale di A è principale; 

(h) ogni ideale primo di A è massimale; 

(i) per x € X l'insieme Mz = {f € A: f(x) = 0} è un ideale principale di A; 

(j) per ogni x € X l’ideale Mz di A è massimale; 

(k) ogni ideale massimale finitamente generato di A è di questo tipo, in particolare, 
se X è finito, allora ogni ideale massimale di A è di questo tipo; 

(1*) mostrare con un esempio che, se X è infinito, esistono ideali massimali di A che 
non sono finitamente generati; 

(m)se X e Y sono equipotenti, allora K* = KY; 

(n) se X è unione disgiunta di due suoi sottoinsiemi X, e X32, allora 


RS Ko K*? 


come anelli; 
(0) esiste un anello B tale che B = B x B; 
(p*) se X è infinito esiste una biezione tra gli ideali propri di A ed i filtri F di X. 


Esercizio 10.43 Sia {K;};c, una famiglia di campi. Riformulare e provare le pro- 
prietà (a)-(1) dell’esercizio 10.42 per Panello A = I]; Ki. 
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Esercizio 10.44 Nell’anello A = Z[v/7] si considerino gli ideali / = (2), J = (3). 
Dire se gli anelli quozienti A/I e A/J sono campi. 


Esercizio 10.45 Nell’anello A = Z|v5], sia 7 = (5). Studiare Panello quoziente 
A/I: 


(a) provare che se a = 0 mod 5, allora l'elemento a + bv5+Iè nilpotente; 
(b) provare che se a Æ 0 mod 5, allora l’elemento a + bV5 + I è invertibile; 
(c) quali sono gli ideali di A/I? 


Esercizio 10.46 Sia A = Z[v5]. Pera = z + V5y € A definiamo la norma di a 
con N(a) = x? — 5y?. Sia M = {a € A : M(a) pari}. Dire se M è ideale di Ae, 
in caso affermativo, dire se M è massimale. 


Esercizio 10.47 * Dimostrare che un anello commutativo unitario A è isomorfo ad 
un sottoanello di un anello regolare se e solo se A non ha elementi nilpotenti non 
nulli. 


11 


Anelli di polinomi 


Lo scopo principale di questo capitolo è di introdurre l'anello di polinomi A[x] sopra 
un anello unitario A e viene fatto nel primo paragrafo. Questa costruzione specifica 
per gli anelli è di grande importanza per le sue proprietà universali e anche per la teo- 
ria dei campi. Nel secondo paragrafo si studiano i domini fattoriali che soddisfano il 
teorema fondamentale dell’aritmetica, cioè i domini in cui ogni elemento non inver- 
tibile si fattorizza in modo unico in prodotto di elementi primi. Nel terzo paragrafo si 
dimostra che i domini principali, cioè i domini in cui ogni ideale è principale, hanno 
questa proprietà. Nel quarto paragrafo si studiano i domini euclidei, in cui vale una 
legge di divisione con resto, come in Z. I domini euclidei risultano principali. Viene 
inoltre data la dimostrazione che l’anello degli interi di Gauss è un dominio euclideo. 
Nei paragrafi 1, 6 e 7 queste proprietà vengono studiate in un caso particolare molto 
rilevante, gli anelli di polinomi. Nel quinto paragrafo si studia la connessione tra di- 
visibilità nell’anello dei polinomi e le radici di un polinomio, si dimostra il teorema 
di Ruffini. 


11.1 L’anello dei polinomi A[x] 


I polinomi sono conosciuti a tutti gli studenti fin dalle scuole superiori. Vedremo ora 
i polinomi sopra un anello di base A come elementi di un certo anello che risulterà 
avere proprietà molto buone, qualora l’anello A sia un campo. 

Abbiamo già visto che per un anello commutativo unitario B, un elemento b € B 
e un sottoanello A di B, il sottoanello A[b] di B generato da A e da b coincide con 
l’insieme di tutte le somme del tipo ago+a1b+a2b? +. . .+anb”, dove ap, ...,Gn € A 
en € N, come dimostrato nell’esercizio 9.14. 

Nel seguito denoteremo con Afb] il sottoanello descritto sopra e diremo che A[b] 
è una estensione semplice di A. 

Per esempio C = R[i] è un'estensione semplice di R. Come è noto vale i? = — 1. 
In altre parole, due espressioni 


ao Fari +tazi+...ani” e bo+bii+ azi? +...+ bmi” 


254 Aritmetica e algebra 


possono coincidere anche se non coincidono i rispettivi coefficienti 40,01)... € 
bo, b1, .... Raccogliendo tutti i termini a sinistra possiamo anche dire che esiste una 
espressione 


Co t+ ait... +c =0 


nella quale non tutti i coefficienti co, c1, . - - Cs sono nulli: ad esempio 1 + i =0. 
In generale diremo che un’estensione semplice A[x] è anello di polinomi di x 
sopra A se non esistono elementi ao, 01, . ..,@, di A, non tutti nulli, tali che 


ao + aix +... + anz” =0. 
In altre parole, se due espressioni 
ao +t +... +n” e bo+biz +t... + bme” 


coincidono, allora 
n=m e ag=bo,...,Gn= bn- 


Una tale espressione f(x) = ag + a1x +... + ant” si dice polinomio in x a 
coefficienti in A . 

L'estensione semplice A[x] è stata definita nell’ambito di un anello B che con- 
tiene x e A come sottoanello. Dimostriamo ora esplicitamente che esiste l'anello dei 
polinomi A[x] su un anello commutativo unitario A senza far ricorso ad un simile 
anello B, cioè costruiremo A[w] a partire solo da A e x. 


Lemma 11.1. Sia A un anello commutativo unitario. Allora esiste l’anello dei 
polinomi A[x] sopra A. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo insieme $ di tutte’le successioni ‘infinite 
(ao, Ql; .) 
di elementi di A tali che esiste no € N con an = 0 per ogni n > no. Sè un 


sottoinsieme del prodotto cartesiano AN. Vogliamo ora definire due operazioni in S. 
Definiamo la somma di due successioni di questo tipo componente per componente 


(ao, G1,..-) + (bo bis.) = {ao + do; ai + bi, .. J. 


Il prodotto è definito da 


(ao, a1,- ..} > (bo, b1,- --) = (co, c1,- .-), dove c; = Je ajbk- 
jtk=i 


Non è difficile vedere che se a, = 0 per tutti gli n > no e se bm = O per tutti gli 
m > Mo, allora c; = 0 per tutti gli i > no + mo, pertanto la successione (co, c1, - . .} 
appartiene a S. È una facile verifica mostrare che l’insieme S con queste due opera- 
zioni risulta essere un anello commutativo unitario, con unità 1g = (1,0,0,0,...). 
Inoltre gli elementi del tipo (a, 0,0,0,...), a € A, formano un sottoanello A, di S 
isomorfo all’anello A. L'elemento x = (0, 1,0,0,0,...) di S soddisfa 
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x" =(0,...,0,1,0,0,0,...), 
Sn 
n volte 


quindi ogni elemento (ao, 41, . -.) di S con an = Opertutti gli n > no si può scrivere 
come somma 
aols+a,r +... + angs” (1) 


Questo dimostra che S = A[x], identificando A con A1. Per vedere che questo è un 
anello di polinomi basta notare che un’espressione del tipo (1) risulta essere 0 se e 
solo se tutti gli a; sono nulli. O 


Per dimostrare l’unicità dell'anello dei polinomi, a meno di isomorfismi, dimo- 
striamo dapprima un teorema che vale per ogni estensione semplice di un anello 
commutativo unitario. Il teorema 11.2 garantisce che l’anello dei polinomi su un 
anello commutativo unitario A è in un certo senso l'estensione semplice “universa- 
le”, cioè ogni estensione semplice di A è isomorfa ad un quoziente dell’anello dei 
polinomi A[x]. 


Teorema 11.2. Sia B = Afb) un'estensione semplice di A, anello commutativo 
unitario e sia A[x] un anello di polinomi di x su A. Allora: 


(a) esiste un unico omomorfismo di anelli unitari f : Ax] — B tale che f(a) = a 
per ognia € Ae f(x) =b; 
(b) B è isomorfo ad un quoziente dell’anello A[x]. 


DIMOSTRAZIONE. (a) La posizione f(a) = a per ogni a € Ae f(x) = b determina 
anche il valore di f su un polinomio arbitrario di A[x]. Si verifica immediatamente 
che f è un omomorfismo di anelli unitari. 

(b) Basta notare che l’omomorfismo del punto (a) è suriettivo e applicare il primo 
teorema di omomorfismo 10.4. O 


Dal teorema 11.2 segue che l’anello di polinomi A[x] sopra A è unico a meno di 
isomorfismi che fissano gli elementi di A. 


Corollario 11.3. L’anello di polinomi A[x] sopra A è unico, a meno di isomorfismi 
che fissano gli elementi di A. 


DIMOSTRAZIONE. Sia Afy] un anello di polinomi di su A; allora per il teorema 11.2 
esiste un omomorfismo di anelli unitari f : A[x] — A[y] tale che f(a) = a per 
ogni a € Ae f(x) = y. Analogamente esiste un omomorfismo di anelli unitari 
g : Aly] — Ale] tale che g(a) = a per ogni a € Ae g(y) = x. La composizione 
90 f : A[x] + Alx] è l’omomorfismo identico e lo stesso vale per la composizione 
Fog : Aly] — A[y]. Di conseguenza f e g sono isomorfismi. D 


Sia A un anello commutativo unitario. Nel seguito denoteremo con A[x] l'anello 
dei polinomi di x sopra A. Abbiamo appena visto che tale anello è unico a meno di 
isomorfismi che lasciano fissi gli elementi di A. 

Diamo ora alcune definizioni. 


256 Aritmetica e algebra 


Definizione 11.4. I! polinomio che corrisponde alla successione costante 0, cioè 
an = 0 per tutti gli n € N si dice polinomio nullo. 


Nel seguito scriveremo un polinomio non nullo dato da (1) come 
f(£)=ao + at +... +anz”, con an #0. 


Definizione 11.5. Se f(x) = ao + aiz + ... + anz” 7 0ean £ 0, l'intero n si 
chiama il grado di f(x) e si denota con deg f. Il coefficiente a, si dice coefficiente 
direttivo. Infine il polinomio f(x) si dice monico sea, = 1. 


AI polinomio nullo non si attribuisce un grado. Un polinomio non nullo si dice 
una costante se il suo grado è 0. Proviamo alcuni lemmi che riguardano il grado del 
prodotto di due polinomi e che saranno utili in seguito. 


Lemma 11.6. Sia A un dominio. Se f(x) e g(x) sono due elementi non nulli di A[a], 
allora 


deg fg = deg f + degg. 


DIMOSTRAZIONE. Siano 
f(a)=ag+a,r+...+ane" e g(e)=bo+br+...+bma", 


con an # 0 Æ bm. Allora deg f = n e degg = m. Dalla definizione di prodotto 
otteniamo 


Fa)g(2) = co + cT +... + Cnm”, 
OVE Cn4m = Anm # 0, perché A è un dominio. Pertanto deg fg =n+m. D 


Osserviamo che nel lemma 11.6 l’ipotesi che A sia un dominio si è rivela- 
ta essenziale: nell’anello Za[x] il polinomio f(x) = 2x + 1 ha grado 1, mentre 
f(x) - f(x) = 1 ha grado 0. Vediamo due corollari. 


Corollario 11.7. Se A è un dominio e f(x), g(x) sono due polinomi non nulli di 
A[r]), allora deg f < deg fg. 


Corollario 11.8. Se A è un dominio, allora anche A[x] è un dominio. 
DIMOSTRAZIONE. Se f(x) e g(x) sono due elementi non nulli di A[z] e 
h(x) = f(2)g(2), 


allora degh = deg f + deg g per il lemma 11.6 e pertanto f(x) non può essere il 
polinomio nullo. O 


Segue una proprietà molto importante dell’anello dei polinomi. 


Lemma 11.9. (Algoritmo della divisione) Siano f(x) e g(x} due polinomi di A[x], 

ove A è un anello commutativo unitario e il coefficiente direttivo di g(x) sia inver- 

tibile. Allora esistono due polinomi q(x) ed r(x) tali che f(x) = q(a)g(a) +r(2), 
con r(x) = 0 oppure degr < deg g. 
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DIMOSTRAZIONE. Se f = 0 poniamo q = r = 0. Altrimenti possiamo scrivere 
f(a)=ao+a,x+...+ an" e g(s) = byt biz +... +bmt", 


con an #0 # bm € bm invertibile, da cui n = deg f e m = degg. Sen < m, basta 
prendere g(x) = 0 e r(x) = f(x). Dimostriamo il lemma per induzione su n. Se 
n = 0 abbiamo due casi. Il caso m > n = 0, l'abbiamo già considerato. Se m = 0, 
si ha f(x) = ap e g(x) = bo # 0, do invertibile. Allora poniamo g(x) = aobj ! e 
r(x) = 0. Supponiamo ora n > 1, n > me che l’asserto sia vero per tutti i numeri 
naturali k < n. Sia 

f(z) = f(z) — andra" "g(e), 


allora deg fı < n— 1. Applichiamo l’ipotesi induttiva ad fi e troviamo due polinomi 
q1(x) ed r(x), tali che 


filz) = a1(2)g(x) +r(x) con r(x)=0 oppure degr < degg. 
Allora 
F(z) = fi(0) + andre” ™ gl£) = q1(2)9(2) + r(2) + andre" "g(2) = 


= (q(T) + anbm e" ")g(2) + r(2), 
da cui la conclusione, ponendo g(x) = q1 (2) + anb7]e"-". O 


Il campo dei quozienti dell’anello dei polinomi K[x] sopra un campo K si di- 
ce anche campo delle funzioni razionali sopra K e si denota con K(x). Un tipi- 
co elemento di K(x) è una frazione LE) dove f (x) e g(x) sono polinomi di x e 


g(2) #0. a 


11.2 Domini fattoriali 


Sia A un dominio di integrità. Per a € A* e d € A diremo che a divide b, scrivendo 
alb, se esiste c € A tale che b = ac. In tal caso diremo che a è divisore di b. Si ha 
a|0 per ogni a € A*. Questo definisce una relazione binaria alb, “a divide b”, in A*. 


Definizione 11.10. Se a|b e bla diremo che a è associato a b e lo denoteremo con 
an bd. 


È facile vedere che ~ è una relazione di equivalenza in A*. L'insieme U (A) degli 
elementi invertibili di A coincide con la classe di equivalenza di 1. Più in generale la 
classe di equivalenza di a € A* coincide con l’insieme aU (A) = {ac : c € U(A)}, 
cioè b ~ a se e solo se b = ac con c € U(A). Chiaramente ogni b € A* ha come 
divisori tutti gli elementi invertibili ed anche tutti gli a tali che a ~ b. Questi sono i 
divisori impropri di b. Un divisore non improprio di b si dice divisore proprio di b. 

Dimostriamo un semplicissimo lemma che collega la divisibilità con l’ordine per 
inclusione tra gli ideali principali. 
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Lemma 11.11. Siano a,b elementi non nulli di un anello commutativo unitario A. 
Allora a divide b se e solo se (b) C (a). Inoltre (a) = (b) se e solo se a e b sono 
associati. 


DIMOSTRAZIONE. Per definizione a divide b se e solo se b = ac per qualche c E A. 
Questo accade se e solo se b € (a), ciò è equivalente a dire che (b) C (a). Il secondo 
enunciato segue dal primo e dalla definizione di elementi associati. D 


Definizione 11.12. Un elemento b € A* si dice irriducibile se non è invertibile e non 
ha divisori propri. 

Un elemento c € A* si dice primo se c non è invertibile e se c|ba per qualche 
a,b € A implica cla oppure c|b. 


Lemma 11.13. Jn un dominio A ogni elemento primo è irriducibile. 


DIMOSTRAZIONE. Sia p un elemento primo del dominio A. Se p non fosse irridu- 
cibile, esisterebbero dei divisori propri a e b di p con p = ab. In tal caso p non 
diyiderehhe né anéh man gh, incantraddizione conta definizione di primo. O 


Introduciamo una classe di domini dove gli elementi irriducibili servono da “ato- 
mi” con i quali si possono ottenere, in modo unico, tutti gli altri elementi di A tra- 
mite moltiplicazioni. Qui l'unicità si intende nel modo seguente. Se a = p1 . . . Pn = 
qı . - . qs sono due fattorizzazioni di a in prodotto di elementi irriducibili, allora n = s 
e dopo opportuna permutazione dei fattori, si ha 


q1 ~ Pis- .30s ~ Pn- 


Definizione 11.14. Il dominio A si dice dominio fattoriale se tutti gli elementi non 
invertibili di A* hanno una fattorizzazione unica in prodotto di elementi irriducibili. 


Proviamo ora che nel caso dei domini fattoriali vale anche il viceversa dell’enun- 
ciato del lemma 11.13. 


Lemma 11,15. /n un dominio fattoriale A ogni elemento irriducibile è primo. 


DIMOSTRAZIONE. Sia c un elemento irriducibile di A; allora c non è invertibile. Sup- 
poniamo che c divida ab. Se a è invertibile, c divide atab = b e possiamo conclude- 
re. Analogamente se b è invertibile. Possiamo supporre che né a né b siano invertibili. 
Allora a e b hanno una fattorizzazione unica come prodotto di elementi irriducibi- 
li, cioè esistono elementi irriducibili p1, ... , Pr, q1; -- -qs tali che a = pı... pr e 
b = qı ... qs. Dal fatto che c divide ab = pı .. . Prqı - - -qs e che c è irriducibile, 
otteniamo per l'unicità della decomposizione che c ~ p; per qualche ¿į = 1,...,7 
oppure c ~ g; per qualche j = 1,...,s. Di conseguenza c|a oppure clb. O 


Quindi nei domini fattoriali un elemento è primo se e solo se è irriducibile. Ve- 
diamo il ruolo di questa proprietà per quanto riguarda l’unicità della fattorizzazione. 


Lemma 11.16. Sia A un dominio in cui ogni elemento irriducibile sia primo. Se 
ogni elemento non invertibile di A* si fattorizza in prodotto di irriducibili, allora 
tale fattorizzazione è unica. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia a € A e supponiamo che a = pı - . -Pn = q1 - . - Qs siano due 
fattorizzazioni di a in prodotto di elementi irriducibili e quindi primi. Ragioniamo 
per induzione su n. Se n = 1, avremo pı = qi -. . qs, che implica s = 1 poiché 
pı è irriducibile. Supponiamo adesso n > 1. Allora pi divide il prodotto q1 ...gs € 
poiché pı è primo, divide uno dei fattori, diciamo gi. Poiché q) è irriducibile, con- 
cludiamo che qı ~ pı. Dopo la cancellazione, abbiamo p3 . . . Pn ~ 92... qs- Poiché 
Pelemento a’ = p2... Pn è prodotto di un numero minore di n elementi primi, per 
l'ipotesi induttiva la sua fattorizzazione deve essere unica a meno di permutazione 
dei fattori, cioè si può supporre s = n € g2 ~ p2, -- -s “Pn O 


La proprietà successiva dei domini fattoriali riguarda le catene crescenti di ideali 
principali. 


Lemma 11.17. Sia A un dominio fattoriale. Allora ogni catena crescente di ideali 
principali di A 
(a1) E (a2) C... C (an) C... (2) 


si stabilizza, cioè esiste no € N tale che (an} = (an) per tutti gli n > no. 


DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 11.11 ogni an è un divisore proprio di an-1. Se 


Q1 = P1 Pm, 


chiaramente ogni catena di divisori propri di a; del tipo 
azla:, azlaz, .-., GnalGn-1: +». 


non può avere lunghezza maggiore di m. Infatti, se a» è divisore proprio di 01, allora 
si deduce facilmente dall’unicità della fattorizzazione che ogni fattorizzazione di ag 
in prodotto di elementi irriducibili deve avere meno di m fattori. Pertanto (an) = 
(amı) perognin>m+1. O 


Osservazione 11.18. Nel seguito avremo bisogno di una proprietà equivalente a quel- 

Ifaara enma prardanta. Naz vuneditta a omiman gawd. aim 
un anello commutativo A ogni catena crescente di ideali principali si stabilizza, al- 
lora ogni famiglia non vuota Z di ideali principali di A ha un elemento massimale 
rispetto all’inclusione. Infatti si può dimostrare la seguente proprietà più forte: ogni 
elemento (a) di T è contenuto in un elemento massimale (m) di Z. Supponiamo per 
assurdo che questo non sia vero per un certo (a) € T. Allora esisterebbe una catena 
propriamente crescente (2) di elementi di Z con (a1) = (a), assurdo. 


Ora siamo in grado di dimostrare il teorema principale sui domini fattoriali. 
Abbiamo verificato nei lemmi 11.15 e 11.17 che negli anelli fattoriali gli elementi 
irriducibili sono primi e ogni catena crescente di ideale principali di A si stabilizza. 

Ora dimostriamo che queste due proprietà caratterizzano i domini fattoriali. 


Teorema 11.19. Un dominio A è fattoriale se e solo se gli elementi irriducibili di A 
sono primi e ogni catena crescente di ideale principali di A si stabilizza. 
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo già verificato la necessità di queste due condizioni nei 
lemmi 11.15 e 11.17. 

Supponiamo che gli elementi irriducibili di A siano primi e ogni catena crescente 
di ideale principali di A si stabilizzi. Per dimostrare che A è un dominio fattoriale 
dobbiamo verificare in primo luogo che ogni elemento non invertibile di A è prodot- 
to di elementi irriducibili di A. A questo scopo consideriamo l’insieme $ di tutti gli 
elementi non nulli e non invertibili di A che non si possono presentare come pro- 
dotto di elementi irriducibili di A. Supponiamo per assurdo che S non sia vuoto e 
consideriamo la famiglia non vuota T = {(a) : a € S} di ideali di A. Per l’ipote- 
si e l'osservazione 11.18 l'insieme ordinato (Z, C) ha un elemento massimale (m). 
Poiché m € S, m # 0 non è irriducibile, quindi esistono elementi non invertibili 
a,b € A tali che m = ab. Pertanto sia (a) che (b) contengono propriamente (m) 
per il lemma 11.11. Allora (a) ¢ Z e (b) ¢ T. Di conseguenza a ¢ Seb ¢ S 
sono prodotto di elementi irriducibili, dunque lo è anche m, contraddicendo il fat- 
to che m € S. Questa contraddizione conclude la dimostrazione del fatto che ogni 
elemento non invertibile di A è prodotto di irriducibili di A. 

Dall’ipotesi che ogni irriducibile è primo, segue l’unicità della fattorizzazione, 
applicando il lemma 11.16. D 


Sia A un dominio fattoriale. Per ogni elemento irriducibile p € A scegliamo 
un elemento della classe [p]~ di tutti gli elementi associati a p e fissiamo in questo 
modo un insieme di rappresentanti P(A) per tutte le classi [p]... Per esempio, come 
P{Z) possiamo prendere sia l'insieme dei numeri primi positivi, sia l'insieme dei 
numeri primi negativi. Mentre per un campo arbitrario K, come P(K[z}) possiamo 
prendere l'insieme dei polinomi irriducibili monici, si veda il paragarafo 11.6. 

Dopo aver fissato P(.A) come sopra, ogni elemento non nullo e non invertibile 
a di A si può scrivere in modo unico come prodotto a = up?’ ...p?*, dove u è un 
elemento invertibile, n1, n2, .-., ns E N4 € p1, P2, .--, Ps € P(A) sono a due a due 
distinti. Infatti una tale fattorizzazione si può ricavare immediatamente dall esistenza 
della fattorizzazione in A e dalla scelta di P(A). Supponiamo ora che 


Tt n Im um 
upi’ ee Pa” =uq ads i 


con mi, mo, ...,M E N4 € q1, q2.. -Q4 € P(A) a due a due distinti. Allora per 

‘runica ‘defa’ rartornzżazione possiamb deaurrè crie t = s è aopo un opportuna 
permutazione degli indici si può supporre q; = p; per î = 1,2,...,s. Sempre per 
l’unicità della fattorizzazione si ha anche m; = n; peri = 1,2,...,5. Questo 
implica anche u’ = u dopo le cancellazioni. 


Osservazione 11.20. La presentazione a = up? ...p?° ottenuta sopra permet- 
te di decidere facilmente se a|b, se uno conosce anche la fattorizzazione b = 
ql .. -0° di b. Infatti a|b se e solo se s < t e dopo un’opportuna permutazione 
degli indici si ha q; = p; e ni < m; per i = 1,2,...,s. Nel seguito supporremo 
ni, mi > 0 (cioè possono assumere anche il valore 0) allo scopo di poter scrivere 
semana heamendatti. 


S n leer m 
a=uq ...g5 e b=wqT"...95" 
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con u, u’ € U(A) e gli stessi q1,92,-. «19: € P(A). Per esempio, se un certo q; non 
divide a, scriveremo n; = 0 nella formula a = ugi’ AS: Aaa 


Diamo ora un’altra nozione nota nell’anello degli interi, ma che può essere estesa 
in generale a qualsiasi dominio. 


Definizione 11.21. Siano a, b elementi non nulli di un dominio A. Allora un elemen- 
to d E A si dice massimo comun divisore (MCD) di a e b se: 


(1) dļa e d|b; 
(2) se c|a e c|b, allora c|d. 


Useremo la notazione d = (a, b) per indicare che d è un massimo comun divisore 
di a e b. Osserviamo che se d e d’ sono due massimi comuni divisori di a e b, allora 
per definizione d|d’ e d'|d, da cui segue che d e d’ sono associati. È chiaro quindi che 
(a, b) è determinato a meno di un multiplo invertibile. 


Definizione 11.22. Siano a, b elementi non nulli di un anello A. Allora a e b si dicono 
coprimi se (a,b) = 1. 


Il lemma 11.11 permette di dare la seguente caratterizzazione del massimo co- 
mun divisore d di due elementi a, b di un dominio A: l'ideale principale (d) contiene 
l'ideale (a) + (b) ed è il più piccolo ideale principale con questa proprietà. Vedremo 
nel lemma 11.24 come questa proprietà possa aiutare a descrivere meglio il massimo 
comun divisore. 


Lemma 11.23. In un dominio fattoriale ogni coppia di elementi non nulli ha massi- 
mo comun divisore. 


DIMOSTRAZIONE. Sia A un dominio fattoriale e siano a e b due elementi non nulli di 
A. Se ao bè invertibile, allora (a, b} = 1. Supponiamo pertanto a e b non invertibili 
e scriviamo le fattorizzazioni a = pT°'...pr* e db = pi ...pi' di a e b come 


nell’osservazione 11.20, con p; € P(A), e dove mi, n1,..., ms, ns possono essere 
eventualmente nulli. Allora segue dall’osservazione 11.20 che un comune divisore 
diaebèd= pì ... pl? , dove l; = min{mu;, ni} per i = 1,...,s. Per vedere che d 
è un massimo comure divisore di a e b consideriamo un altro comune divisore 

d = vpt! pë 


di a e b, dove v € U(A). Allora d'|a e d'|b implicano k; < min{m;,n;} per i = 
1,...,t. Quindi d’|d. Questo dimostra che d = (a,b). D 


11.3 Domini principali 


Ricordiamo che un dominio di integrità A si dice principale se tutti gli ideali di A 
sono principali, come dalla definizione 9.20. Usando il teorema 11.19 dimostreremo 
che ogni dominio principale è fattoriale. A questo scopo avremo bisogno dei seguenti 
lemmi. 
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Lemma 11.24. Siano A un dominio principale e a,b € A*. Allora esiste un massimo 
comun divisore d di a e b. Inoltre d è combinazione lineare di a e b. 


DIMOSTRAZIONE. Sia d il generatore dell’ideale principale (a) + (b). Allora 
(a) C (d) e (b) C(d) > djiae djb. 


Poiché d € (a) + (b), d è combinazione lineare di a e b, cioè esistono l,m € A tali 
che d = la + mb. Quindi se c divide a e b, c divide anche la + mb = d; ciò prova 
che d è un massimo comun divisore di ae dò. O 


Questa proprietà dei domini principali è più forte di quella vista nel lemma 11.23, 
per il fatto che d è combinazione lineare di a e b. Infatti, se si considera ad esempio 
l’anello dei polinomi A = B{y], ove B è Panello dei polinomi B = R[z], allora A 
è un dominio fattoriale per il teorema 11.56 e il massimo comun divisore di x ed y è 
1, ma 1 non si può scrivere come combinazione lineare di x ed y. 


Corollario 11.25. Siano A un dominio principale e p un elemento irriducibile di A. 
Se p non divide un elemento a € A, allora p ed a sono coprimi. 


DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 11.24 esiste un massimo comun divisore d = (p, a). 
Poiché d|p e p è irriducibile, avremo che d è invertibile e quindi d ~ 1, da cui segue 


(p,a)=1. D 


Lemma 11.26. Siano A un dominio principale e a, b,c € A*. Se c ed a sono coprimi 
e c|ab, allora c|b. 
DIMOSTRAZIONE. Essendo 1 = (a, c), per il lemma 11.24 possiamo scrivere 


1=ua+ve 


con opportuni u,v € A. Moltiplicando per b si trova b = uab + veb. Poiché clab e 
cle, concludiamo che c divide b. O 


Abbiamo visto che in un dominio fattoriale i concetti “irriducibile” e “primo” 
coincidono. Ciò avviene anche in un dominio principale. 
Lemma 11.27. Sia A un dominio principale. Allora ogni elemento irriducibile di A 


è primo. 


DIMOSTRAZIONE. Sia p un elemento irriducibile di A e supponiamo che p divida 
ab. Se p non divide a, allora p ed a sono coprimi per il corollario 11.25. Quindi, per 
il lemma 11.26, p|ab implica p[b. Questo dimostra che p è primo. O 


Teorema 11.28. Ogni dominio principale è fattoriale. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia A un dominio principale. Dimostriamo prima che ogni catena 
crescente di ideale principali di A si stabilizza. Supponiamo di avere una catena 
crescente di ideali principali 


IO 


L'unione / della catena è un ideale di A. Poiché A è un dominio principale, esiste un 
elemento a € / tale che I = (a). Esiste no tale che a € (an;). Allora I = (an); 
essendo (ano) C I e (an) G (a) = I. Pertanto (an) = (anu) per tutti gli n > no. 

Per dimostrare che A è fattoriale basta applicare il teorema 11.19 in virtù del 
lemma 11.27. O 


Vediamo ora un’altra importante proprietà degli ideali di anelli principali. Avre- 
mo bisogno del seguente lemma più generale. 


Lemma 11.29. L'ideale (a) di un dominio A è un ideale primo se e solo se a è un 
elemento primo di A. 


DIMOSTRAZIONE. Vediamo che a non è primo se e solo se (a) non è primo. Infatti, 
a non è primo se e solo se esistono b,c € A tali che abc, ma a non divide b e a non 
divide c. Questo è equivalente a dire che esistono b, c tali che b ¢ (a) e c ¢ (a), ma 
be € (a), cioè l’ideale principale (a) non è primo. O 


Proposizione 11.30. L’ideale (a) è un ideale massimale del dominio principale A 
se e solo se a è un elemento primo di A. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a non sia primo. Allora per il lemma 11.29 
l’ideale (a) non è primo e quindi non è nemmeno massimale. 

Supponiamo viceversa che a sia primo e che (a) C I C A, dove J è un ideale di 
A con (a) # I. Per ipotesi esiste é € A tale che 7 = (i) e quindi a = ig per qualche 
x € A. Allora a non divide î essendo (a) # I. Poiché a è irriducibile, essendo primo, 
concludiamo che î è invertibile e dunque 7 = A per il lemma 9.21. O 


Abbiamo visto che ci sono infiniti numeri primi. Dimostriamo ora che questa 
proprietà si estende a tutti domini principali (necessariamente infiniti) che non sono 
campi. Nel seguente teorema proviamo che se il numero degli elementi invertibili è 
finito, allora esistono infiniti elementi irriducibili. 


Teorema 11.31. Sia A un dominio principale infinito. Se U(A) finito, allora A ha 
infiniti elementi irriducibili a due a due non associati. 


DIMOSTRAZIONE. Notiamo che A non è un campo essendo U (A) finito. 

Per la proposizione 11.30 un elemento p di A è irriducibile se e solo se l'ideale 
(p) è massimale. Poiché p ~ p' se e solo se (p) = (p'), basta dimostrare che esi- 
stono infiniti ideali massimali distinti di A. Ragionando per assurdo supponiamo 
che {(p1), (p2), -..;(pn)} siano gli unici ideali massimali non nulli di A. Poiché 
A non è un campo, questo insieme non è vuoto. L'elemento a = p1p2...Pn è non 
nullo in quanto A è un dominio. Quindi l'ideale principale 7 = (a) è infinito, poiché 
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|I = |A]. Si ha M 2 I per ogni ideale massimale M di A. Quindi per ogni elemento 
x € 1+I abbiamo x ¢ M in quanto x € Mex—-1 € I C M implicano 
1 € M, assurdo. Non essendo contenuto in alcun ideale massimale, l’elemento x 
risulta invertibile. Questo dimostra che 1 + 7 C U(A), pertanto U(A) è infinito, 
assurdo. O 


È molto più facile vedere che un dominio principale A con U(A) infinito ha 
ugualmente infiniti elementi irriducibili distinti, se A non è un campo. Infatti poiché 
A non è un campo, esiste almeno un elemento irriducibile p di A. Ora gli elementi 
up, u € U(A), sono irriducibili e distinti. Tuttavia gli elementi irriducibili trovati in 
questo modo sono a due a due associati. Esistono domini principali A (necessaria- 
mente con U (A) infinito) con un elemento irriducibile p, tale che ogni altro elemento 
irriducibile di A è associato a p, per esempio il dominio considerato nell'esercizio 
9.49, 


Esempio 11.32. Sia K un campo. Vediamo che l’anello dei polinomi A = K [|z] ha 
sempre infiniti polinomi irriducibili a due a due non associati. Quando K è infinito 
basta prendere infiniti elementi a due a due distinti an, n € N, di K e considerare i 
polinomi x — an. 

Consideriamo ora un altro argomento, che funziona anche nel caso di campo 
finito K. Supponiamo per assurdo che p1(x),p2(2),...,pn(r) € A siano tutti i 
polinomi irriducibili a due a due non associati di A. Allora consideriamo il polinomio 
f(x) = pi(2)p2(2)...pa(x) + 1. Avendo grado maggiore dei gradi di ciascuno 
dei polinomi p;(x) non può essere associato a nessuno di essi. Quindi f(x) non è 
irriducibile. Non essendo nemmeno invertibile, esiste un polinomio irriducibile q(x) 
che divide f(x). Allora g(x) non può dividere nessuno dei polinomi p;(x), pertanto 
q(x) non è associato a nessuno dei polinomi p;(x), assurdo. 


11.4 Domini euclidei 


Vedremo che una condizione sufficiente per avere a disposizione la fattorizzazione 
unica in prodotto di elementi irriducibili è la presenza di una funzione che “misura” 
la divisibilità e permette di eseguire “divisioni con resto” nel modo seguente. 


Definizione 11.33. Il dominio A si dice dominio euclideo se ammette una funzione 
ô : A* — N, detta norma, con le seguenti proprietà: 


(1) 6(ab) > é(a) per tutti gli elementi non nulli a, b di A; 
(2) se a e b Æ 0 sono elementi di A, possiamo trovare q,r € A tali che a = gb+re 
r = O oppure d(r) < d(b). 


La presenza di una norma che definisce i domini euclidei è abbastanza naturale, 
come mostrano i seguente esempi. 


Esempio 11.34. (a) Il dominio Z con la norma ô : Z — N definita con ô(a) = |a] 
risulta un dominio euclideo, si veda il teorema 3.6. 
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(b) Sia A un campo. Allora per a, b € A* vale sempre sia a|b sia ba. Allora A risulta 
un dominio euclideo con é una qualsiasi funzione costante A* — N. 

(c) I domini con la proprietà del punto (b) sono esattamente i campi. In altre parole, 
se A è un dominio euclideo con é costante, allora A è un campo. Infatti, nella par- 
te (2) della definizione 11.33 si può avere solo il caso r = 0 perché ô è costante. 
Ma questo significa che ogni elemento b # 0 divide 1, cioè b è invertibile. 

Si veda anche il teorema 11.48 per un altro esempio importante di dominio 
euclideo. 


Osservazione 11.35. Sia A un dominio euclideo con norma ô. Dai valori di ô si pos- 
sono ricavare diverse informazioni. Poniamo m = 6é(1), allora dalla parte (1) della 
definizione 11.33 che 

(a) é(x) > m per ogni a € A*. 

(b) (a) = m per ogni elemento invertibile a di A. 

D'altra parte, se a,b € A*, bja e 5(a) = (b) allora a ~ b per l'esercizio 11.8. 
Questo implica facilmente che 

(c) (x) > m per ogni elemento non invertibile x di A. 

In altre parole, i valori di é sono “concentrati” in m, per gli elementi invertibili, 
oppure sono maggiori di m, per gli elementi non invertibili. Per semplificare possia- 
mo definire un nuova norma é* ponendo ô* (a) = (a) — m per ogni a € A*. Con 
questa norma A risulta un dominio euclideo e inoltre 6*(1) = 0. 

Osserviamo infine che se A è un dominio euclideo tale che d(.A*) è finito, allora 
A è un campo. Supponiamo per assurdo che esista b Æ 0 non invertibile, allora 
b” Æ 1 per ogni n € N. Da questo segue facilmente che 6(6"+!) > 5(b”) per ogni 
n € N. Pertanto l’insieme d(.A*) è infinito. 


Teorema 11.36. Ogni dominio euclideo è principale. 


DIMOSTRAZIONE. Sia A un dominio euclideo con norma é. L'ideale nullo è princi- 
pale, pertanto sia 7 un ideale non banale. Tra gli elementi non nulli a € 7 scegliamo 
l’elemento ao con il minimo valore di 6(a0). Dimostreremo che I = (ao). Si ha 
(ao) C I. Sia a € I, allora esistono q,r € A, tali che a = gag +r er = 0 oppu- 
rer Æ 0ed(r) < é(a). Poiché d(av) è stato scelto come minimo valore e poiché 
r = a — qao € I, la seconda possibilità non può essere verificata. Resta dunque 
r=0e quindi a = gay € (ao). D 


Il seguente teorema 11.37 si ottiene facilmente come corollario dei teoremi 11.28 
e 11.36. Diamo comunque una dimostrazione diretta. 


Teorema 11.37. Ogni dominio euclideo è fattoriale. 


DIMOSTRAZIONE. Sia A un dominio euclideo relativo alla norma ô : A* > N. 
Non è restrittivo supporre che é(1) = 0. Per un elemento non invertibile a € A 
dimostriamo che a ha una fattorizzazione unica in prodotto di elementi irriducibili. 
Ragioniamo per induzione su (a). Il caso é(a) = 0 è banale perché 


lla e é(a)=0= 6(1) 


Li mitmeid 


implicano che a è invertibile per l’esercizio 11.8. Supponiamo ô(a) > 0. Se a è ir- 
riducibile abbiamo finito. Altrimenti a = bc con de c non invertibili, cioè a £ b, 
a  c. Allora ô(b) < ô(a) e 6(c) < S(a) per l’esercizio 11.8. Per l’ipotesi indut- 
tiva, entrambi b e c, non essendo invertibili, sono prodotti di elementi irriducibili e 
pertanto anche a è prodotto di elementi irriducibili. 

Per dimostrare l’unicità ricordiamo che in un dominio principale ogni elemento 
irriducibile è anche primo. Si conclude per il lemma 11.16. O 


Si noti come nella definizione di dominio euclideo e nelle precedenti dimostra- 
zioni ci siano diverse analogie con l’anelio degli interi. Vediamo ora un altro esempio 
di anello euclideo. 


Definizione 11.38. L'anello Z[i] dei numeri di Gauss è il sottoinsieme dei numeri 
complessi del tipo a+ib, ove a,b E Ze i? = —1, che si verifica essere un sottoanello 
di C. 


Teorema 11.39. L'anello Zi] è un dominio euclideo con la norma ô definita da 
ô(z) = a? +62, per z = a + ib € Z[i]. 


DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto Z[i] è un dominio, in quanto è un sottoanello di C. 
Si verifica facilmente che 6(z) € Ne 5(2w) = 6(2)6(w) per ogni z, w € Z[i]. Infatti 
6(2) = |z|? e d(21w) = 6(2)5(w) in quanto il modulo dei numeri complessi preserva 
la moltiplicazione. Per verificare che Z[i] è un dominio euclideo, osserviamo che se 
w Æ 0, allora w~! = 6(w)-!7, ove W è il coniugato di w. Quindi esistono a, B € Q 
tali che zw7! = a + if. Possiamo ora trovare degli interi u, v tali che 


ju- a| < 1/2 e |w — 8| < 1/2. 
Allora 
z=w(a+i9)=w((a-u+u)+i(0-0v+v)= 
= w(u + iv) + w ((a — u) + i(8 — 0). 


Se poniamo q = u + iv e r = w[(a — u) + i(8 — v)], allora z = qw +r, q € Zli] e 
r € Z[i] perché differenza di elementi in Z[i]. Resta da provare la condizione su r: 


alr) = lulle = w)? + (4-0) < lo (F +F) = 3500) < stu). 


Concludiamo che Z[i] è un dominio euclideo. O 


Utilizzando il fatto che i numeri di Gauss sono un dominio euclideo, diamo una 
nuova dimostrazione di una proprietà notevole dei numeri primi del tipo p = 4k + 1, 
che era già stata provata nella proposizione 3.52. 


Teorema 11.40. / numeri primi del tipo p = 4k + 1 si possono presentare come 
somma di due quadrati. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia p un numero primo del tipo p = 4k + 1. Per il teorema di 
Wilson 3.49 si ha 
(p— 1)! = 1 


Osserviamo che per ogni j tra 1 e a = 23, si ha j(p — j) =p —j°. Pertanto, se 
consideriamo b = a! si ottiene: 
-1 = (p-1)!=1-2-....j-...00-(p_-a)-...-(p-3)-...-(p-1)=p 
=p (a!) : (—1)7F . (a!) =p b°. 

Consideriamo ora il dominio euclideo Z{i]. Dal fatto che p divide b? + 1, segue 
che p|(b+)(b—#) in Zii], mentre ovviamente p non divide b-+ i e p non divide b— i. 
Quindi p non è primo. Poiché Z[i] è un dominio a ideali principali p non è nemmeno 
irriducibile. Esistono quindi a, 8 € Z[i], entrambi non invertibili, cioè |a] > 1 e 
I| > 1, tali che p = a£. Da p = af ricaviamo p? = [a|?|B|}. Sea = x + iy 
eB=u+ivconz,y,u,v e Z, si ha p? = (z? + y?)(u? + 02). Da a] > 1e 
|B| > 1 ricaviamo z? + y? > 1 eu? +v? > 1. Pertanto p = x? + y?, come si voleva 
dimostrare. D 


Vediamo infine un esempio di domini principali che sono sempre euclidei. 


Esempio 11.41. Sia A un dominio principale e P(A) l'insieme dei rappresentanti 
degli elementi irriducibili di A, a meno di associati. Supponiamo P(A} = {p}, 
si veda per esempio il dominio considerato nell’esercizio 9.49. Ogni elemento non 
nullo di A si può scrivere come a = up", dove u € U(A) e n € N. Definiamo 
6 : A* — N con ô(a) = n. Poiché a ~ p”, è chiaro che b = vp” con v € U(A) 
e m € N divide a se e solo se m < n. Quindi la relazione | è un preordine totale, 
cioè per a,b € A*si ha a|b oppure bla. Inoltre, per a,b € A* valgono le seguenti 
proprietà: 

(1) (ab) = ô(a) + ôfb); 

(2) 6(a + b) > min{S(a), 6(6)}, per b # ~a. 

Pertanto A risulta un dominio euclideo. I domini euclidei con le proprietà (1) e (2) si 
chiamano domini di valutazione discreta. 


11.5 Divisibilità nell’anello dei polinomi, radici di un polinomio 


Siano A un anello commutativo unitario ed f(x) un polinomio a coefficienti in A, 
con 


n 
f= f(x) = IDEA = a0 +012 + -+ + ang” e Ala]. 
i=0 
Sia a € B, ove B è un anello che contiene A. Denotiamo con f(a) l'elemento di B 
così definito: 


n 
fla) =Y aua = an + ara + --- + ana" € B. 


i=0 
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Definizione 11.42. Siano B ed A anelli, con B D Aea € B. Allora a si dice radice 
di f(x) o anche zero di f(x) se f(a)=0. 


Diamo ora un utile criterio di divisibilità per polinomi di primo grado. 


Teorema 11.43. (Teorema di Ruffini) Siano A un dominio, a € A, f(x) € A[x]. Il 
polinomio x — a divide f(x) se e solo se f(a) = 0. 


DIMOSTRAZIONE. Per il lemma 11.9 esistono polinomi g(x), r(x) € A[z] tali che 
f(2) = (x — a)g(2) + r(x) (3) 


e degr < 1 = deg (x — a) nel caso in cui r(x) # 0. In altre parole, in entrambi 
i casi, r(x) è un elemento di A, essendo r(x) = 0 oppure un polinomio di grado 
0. Per determinare il valore preciso di questo elemento di A calcoliamo il valore di 
f(a) usando l'uguaglianza (3). Troviamo f(a) = r(a). Poiché z — a divide f(x) se 
e solo se r(x) = 0, concludiamo che v — a divide f(x) se e solo se f(a)=0. O 


Nel seguito A sarà sempre un dominio o un campo. I polinomi di grado 1 in 
A[x] sono utili al fine di descrivere la divisibilità nel dominio A. Infatti per due 
elementi a,b € A* consideriamo il polinomio f(x) = az — b. È facile vedere 
che f(x) ha radici in A se e solo se a divide b. Per quanto riguarda la divisibilità 
in A[x], chiaramente ogni polinomio di grado 1 è irriducibile. Vedremo nel seguito 
che questi possono essere tutti e soli i polinomi irriducibili in A[x], quando A è un 
campo con particolari proprietà. Dal teorema di Ruffini segue immediatamente che 
un polinomio irriducibile di grado > 1 non può avere radici, tuttavia un polinomio 
f(x) senza radici potrebbe anche non essere irriducibile. Se deg f < 3, allora f(z) 
è irriducibile se e solo se f(x) non ha radici in A. 

Determiniamo un limite superiore per il numero delle radici distinte di un 
polinomio. 


Teorema 11.44. Sia A un dominio e sia f(x) un polinomio su A di grado n > 0. 
Allora f(x) può avere al più n radici distinte. 


DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione sul grado n. Sen=1lea 
è una radice di f(x), per il teorema di Ruffini x — a divide f(x) e pertanto f(x) = 
e(x — a), con c € A*, da cui segue che a è l’unica radice di f(x). Supponiamo 
n > 1. Siano a1,...,@m le radici distinte di f. Per il teorema di Ruffini x — ai 
divide f(x) e quindi f(x) = (x — a1)g(), dove g(x) € Afs]. Poiché a; # a, 
abbiamo a; — aı # 0 per ogni i = 2,...m. Allora ricaviamo 


0 = f(ai) = (a; — a1)g(a;). 


Driká Aè ourdanininp puisans contida ctas Ray APL m a.o re 
Ora per ipotesi induttiva, poiché il grado di g(x) è n — 1, segue che g(x) ha la più 
n— 1 radici distinte. Pertanto, poiché ogni radice di f(x) diversa da a; è anche radice 
di g(x), segue che f(x) ha al più n radici. O 
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La commutatività del dominio A è essenziale nel teorema 11.44. Infatti, come si 
deduce facilmente dall’esercizio 9.10 il polinomio x? + 1 di grado due ha infinite 
radici nel corpo dei quaternioni H che riempiono l’intera sfera unitaria in R?, si veda 
anche l’esercizio 9.11. 

Vedremo nel seguente corollario del teorema 11.44 che se i valori di due polinomi 
di grado al più n coincidono per più di n elementi distinti del dominio, allora i 
polinomi coincidono. Questa proprietà importante si chiama principio di identità dei 
polinomi. 


Corollario 11.45. Sia A un dominio e siano f(x), g(x) due polinomi non costanti a 
coefficienti in A di grado al più n > 0. Se 00,01, ...,@n sono elementi distinti di A, 
con f(a;) = g(a;) per ogni i = 0,1,...,n, allora f(x) = g(x). 


DIMOSTRAZIONE. Poniamo h(x) = f(x) — g(x). Allora k(x) è un polinomio di 
grado al più n. Se il grado di h è 0, allora h(x) è costante, e questa costante è 
proprio 0 perché h(a) = 0 peri = 0,1,...,m. Questo dimostra che f(x) = g(x). 
Supponiamo ora, per assurdo, che il grado di h sia positivo. D'altra parte h(x) ha 
n + 1 radici ao, 21, .--;@n, che contraddice il teorema 11.44. O 


Un'altra utile applicazione del teorema 11.44 si ottiene per i campi finiti. 


Corollario 11.46. Sia F un campo finito. Allora il gruppo moltiplicativo (F*,-) è 
ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con n l’ordine del gruppo abeliano G = (£*, -). Ra- 
gionando per assurdo supponiamo che G non sia ciclico. Allora esiste un divisore 
proprio d di n tale che ogni elemento x di G soddisfa z? = 1 per l’esercizio 7.30. 
Pertanto il polinomio f(x) = zt — 1 ha n > d radici in F, assurdo per il teorema 
11.44. O 


Un'altra applicazione del teorema di Ruffini permette di dare una seconda 
dimostrazione del teorema di Wilson. 


Corollario 11.47. Sia p un numero primo. Allora 
(a) il polinomio x? — x € Fp [x] si scompone in 


z? — x = r(x — l)(x — 2)... (z — p + 1). 
(b) p divide (p— 1)! +1. 


DIMOSTRAZIONE. (a) La fattorizzazione z? — z = x(x — 1)(z — 2)... (z — p+ 1) 
si ricava ragionando come nella dimostrazione del teorema 11.44. 

(b) Dalla fattorizzazione del punto (a) e dal corollario 11.45 concludiamo che 
i coefficienti di x in entrambi polinomi coincidono. Pertanto si ha la congruenza 
-1=p(p-1)!. D 


Quando A è un campo, l’anello A[x] ha ottime proprietà per quanto riguarda 
la divisibilità. Infatti un esempio molto importante di dominio euclideo è I’ anello 
dei polinomi definiti su un campo X. Sia dunque K un campo. La funzione grado 
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definita sugli elementi non zero di K [x], fornisce la funzione ô necessaria affinchè 
K [x] sia un anello euclideo. Siamo ora nelle condizioni di poter provare che l'anello 
K[|z] risulta essere un dominio euclideo, nel caso in cui K è un campo. 


Teorema 11.48. Sia K un campo. Allora K{[x] è un dominio euclideo. 


DIMOSTRAZIONE. Per il corollario 11.8 K(x] è un dominio di integrità e per il 
lemma 11.9 K[x] è un dominio euclideo. O 


Pertanto tutti i risultati ottenuti nel caso generale di un dominio euclideo si 
applicano all’anello dei polinomi a coefficienti in un campo. 


11.6 Fattorizzazione negli anelli di polinomi 


Abbiamo visto che gli anelli di polinomi sopra un campo sono domini euclidei. In 
questo paragrafo consideriamo la fattorizzazione negli anelli di polinomi sopra un 
dominio che non sia necessariamente un campo. Studieremo infatti anelli di polinomi 
Ala] fattoriali. È facile vedere che se A[x] è fattoriale, lo è anche A. Pertanto nel 
seguito A denoterà sempre un dominio fattoriale. 

Si prova facilmente che U(A[x]) = U(A). Da questo segue che, per a,b € A*, 
si ha a ~ b se e solo sea e b sono associati, considerati come due polinomi di grado 
O in A[x]. Per questo motivo la notazione ~ sarà adottata anche per il dominio A[x]. 


Definizione 11.49. Il massimo comun divisore di ag, 41, . - . , an si chiama contenuto 
di f(x) e si denota con cont(f). 


Si noti che cont (f), essendo un massimo comun divisore, è determinato a meno di 
un fattore invertibile in A. Ogni polinomio monico ha contenuto 1. Più in generale 
un polinomio f(x) # 0 si dice primitivo se cont (f) = 1. 


Se scriviamo f(x) = cont(f)fi(x), il polinomio f(x) € A[x] determinato 
dalla divisione per cont (f) dei coefficienti di f(x) è primitivo. Si noti che se A è un 
campo, allora tutti i polinomi non nulli sono primitivi. Supponiamo ora che A non 
sia un campo. Allora un polinomio f(x) € A[r] è non primitivo se esiste un primo 
p € A tale che p divide f(x). Dire che p è primo equivale a dire che l’ideale (p) di 
A è primo, cioè che A/(p) è un dominio. Così tale è anche (A/(p))[x] ed ha quindi 
senso considerare la naturale p-proiezione di A[x] in (A/(p))[2] 


f(z) =a +T +... + anz” € Ale] F(z) = m + ir +... + ane”, (5) 


dove con un simbolo del tipo @ si intende la classe di equivalenza di a modulo (p), 
cioè a + (p). La p-proiezione (5) risulta essere un omomorfismo suriettivo di anelli 
il cui nucleo è costituito dai polinomi che ammettono p come divisore. Allora un 
polinomio è primitivo se e solo se non si annulla in alcuna p-proiezione. 

Dimostriamo come la conoscenza dei polinomi irriducibili sul quoziente A/{p) 
permette talvolta di trovare polinomi irriducibili su A. 
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Lemma 11.50. Sia A un dominio fattoriale, p € A un elemento primo e 
f(x) = ao + az +... + anr” 

un polinomio primitivo su A con (p, an) = 1. Sia 
Ff(a) =m +m +... + Tne” 


la p-proiezione di f in (A/(p)){x] come definita in (5). Se f(x) è irriducibile in 
(A/(p))[x], allora anche f(x) è irriducibile in Ax]. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) = 9(x)h(x) una fattorizzazione di f(x) in A[x] con 
g(x) =bo+b1r+...+begf e h(x) = co + as +... + CmT™”, 


k = degg > 0e m = degh > 0. Si ha k + m = n e bkCm = an #0, da cui segue . 
che p non divide b+ e p non divide cm, in quanto A è un dominio e per ipotesi p non 
divide an. “Proiettando” la fattorizzazione f(x) = g(x)h(x) tramite l’omomorfismo 
canonico A[x] — B[x] otteniamo una fattorizzazione f(x) = g(2)h(x) in B[x] con 


B(x)= bo +bhir +... +b" e Ma) =d0+%0+...+Gn0", 


con by #0 Æ Tm. Poiché k = degg > 0em = deg h > 0, questo contraddice 
Pirriducibilità di f. O 


Non è ora difficile dimostrare il “lemma di Gauss”, cui premettiamo un facile 
lemma sul confronto di polinomi primitivi. 


Lemma 11.51. Se f(x), g(x) € A[x] sono polinomi primitivi, a,b € A* e af(x) = 
bg(x) o, più in generale, af(x) ~ bg(x), alloraa ~ be f(x) ~ g(x). 


DIMOSTRAZIONE. Poiché f(x) è primitivo, b divide a. Poiché anche g(x} è primiti- 
vo, risulta che anche a divide b. Quindi a ~ be f(x) ~ g(x). O 


Lemma 11.52. (Lemma di Gauss) Sia A un dominio fattoriale e A[x] il suo anel- 
lo dei polinomi. Allora il prodotto di polinomi primitivi di Ale] è un polinomio 
primitivo. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f(x), g(x) € A[z] siano polinomi primitivi e 
che, per assurdo, il loro prodotto k(x) = f(x)g() non sia primitivo. Allora una sua 
p-proiezione h(x) = f(2)g(x) = 0 € A/(p)[x] è nulla. Poiché l'anello quoziente 
A/(p) è un dominio, in quanto (p) è un ideale primo di A, anche l'anello A/(p)[x] è 
un.dominia, Quindimma dei dendinami. Eie) fed Ana ia fara na 
è primitivo, assurdo. O 


Siano A un dominio fattoriale e K il suo campo dei quozienti. Dato un polinomio 
f(x) =ro+ric+...+rne" e Kfz] esistono a;,b; € A tali che r; = $ per ogni 
i = 0, ..., n, come dimostrato nel paragrafo 10.3. Ricordiamo che fi = a;b; 1, Sia 
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b = bo...bn, allora g(x) = bf (x) € Ale]e f(x) = }-g9(x). Se poniamo a = cont (9), 
possiamo scrivere 


H)=7-/@), (6) 
dove f (x) € A|] è un polinomio primitivo con deg f = deg f. 


Lemma 11.53. Sia A un dominio fattoriale e sia K il suo campo dei quozienti. Se 
f(x) € Ajz) è primitivo e divide il polinomio g(x) € A|z] in K[x], allora f(x) lo 
divide anche in A[x]. 


DIMOSTRAZIONE. Sia g(x) = f(x) - h(x) con h(x) € K[r]. Allora esiste a € A 
con hi(x) = a: h(x) € Ar]. Quindi a - g(x) = f(x) - h1(x). Dimostriamo che 
h(x) € Ale]. Perl’esercizio 11.19, a-cont (g(x)} ~ 1-cont (hı (x)}. Di conseguenza 
a divide cont (h1(x)). Pertanto il polinomio a! - hı (x) = h(x) appartiene ad Afz] 
e f(x) divide g(x) in A[z]. D 


11.7 Polinomi irriducibili su un dominio fattoriale 


II seguente teorema descrive i polinomi irriducibili sopra un dominio fattoriale 
tramite i polinomi irriducibili sopra il suo campo dei quozienti. 


Teorema 11.54. Siano A un dominio fattoriale e K il suo campo dei quozienti. Un 
polinomio f(x) € A[x] di grado > 0 è irriducibile in A[r) se e solo se f(x) è 
primitivo e irriducibile in K [x]. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) € A[x] irriducibile in A[x]. Allora f(x) è primitivo. 
Supponiamo che f(x) = g(x) - h(x) sia una fattorizzazione in K [z]. Siano 


a. ad + 
g(2)= 7-1) e ha) =F- Me) 
le presentazioni come in (6). Allora si ha 
bb' - f(x) = aa' - G(x)-h(2). 


Per il lemma 11.52 il polinomio g() - A(x) è primitivo, quindi f(x) ~ g(2) ha) 
per il lemma 11.51. Questo implica una fattorizzazione di f(x) in A[x]. Per ipote- 
si f(x) è irriducibile in A[x], quindi uno dei due polinomi ĝ(z), h(x) è di grado 
zero. Di conseguenza lo stesso vale anche per g(x) e h(x). Questo dimostra che 
f(x) è irriducibile in K [x]. Supponiamo adesso che f(x) € A[g] sia irriducibile in 
K{z]. Allora una fattorizzazione f(x) = g(x) - h(x) in A[x] può avvenire solo se 
deg g(x) = 0, cioè g(x) = a € A. Se inoltre sappiamo che f(x) è primitivo, possia- 
mo concludere che a € A è invertibile in A. Questo dimostra che f(x) è irriducibile 
in Ae]. O 


Consideriamo ora il caso di grado 0 che non è stato trattato dal teorema 11.54. 
I polinomi di grado 0 in A[x] sono gli elementi a € A. Poiché una fattorizzazione 


/ 
e 
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a = g(x) - h(x) può avvenire soltanto con polinomi di grado 0, cioè elementi di A, 
concludiamo che a è irriducibile in A[x] se e solo se a è irriducibile in A. In questo 
modo abbiamo descritto tutti i polinomi irriducibili di A[x]. 

Abbiamo già visto nel teorema 11.48 che l’anello dei polinomi sopra un campo è 
un anello euclideo e pertanto un dominio principale per il teorema 11.36. In generale, 
se A è un dominio, non è detto che A[x] sia un dominio euclideo, come mostra il 
seguente esempio. 


Esempio 11.55. Sia F un campo. Allora l’anello dei polinomi A = F[x] su F è un 
dominio di integrità. Possiamo definire anche il suo anello dei polinomi 


Aly] = Fio]y] = Flo; y). 


Se A[y] fosse un dominio euclideo, in particolare sarebbe un dominio a ideali 
principali, mentre l’ideale 7 = (x, y) di A[y] non è principale. 


Ha senso pertanto chiedersi quali proprietà dell’anello A vengono conservate nell’a- 
nello A[x]. 


Teorema 11.56. L'anello di polinomi sopra un dominio fattoriale è un dominio 
fattoriale. 


DIMOSTRAZIONE. Sia A un dominio fattoriale e K il suo campo dei quozienti. Sia 
f(x) € A{r]. Dimostriamo che f(x) si fattorizza, in modo unico, in prodotto di po- 
linomi irriducibili in A[x]. Procediamo per induzione sul grado d = deg f. Se d = 0, 
allora l’esistenza della fattorizzazione segue dall esistenza della fattorizzazione in A. 
Analogamente, per l’unicità: tutti i polinomi in una fattorizzazione di f(x) in questo 
caso sono elementi di A e allora l’unicità segue dall’unicità della fattorizzazione in 
A. Sia d > 0. Scriviamo f(x) = cont(f)f1(x}) e fattorizziamo cont ( f) = pi... Pn 
in prodotto di elementi irriducibili di A e quindi irriducibili in A[x]. Se anche fı (x) 
è irriducibile in A[x], abbiamo finito. Altrimenti esistono g(x}, h(s) € A[r] con 


fi(e)=g(2) Aa) e f(s) 92), f(z) 4 h(z). 


Poiché fı (x) è primitivo, questo implica deg g(x) < de deg h(x) < d. Applichiamo 
l'ipotesi induttiva a g(x) ed h(x) per trovare così una fattorizzazione anche di f(x). 

Sia f(x) = g1(x)...gn(x) una fattorizzazione in prodotto di polinomi irridu- 
cibili in A[x]. Dimostriamo che essa è unica. Per l’ipotesi d > 0 almeno uno dei 
fattori, diciamo gı (z), ha grado > 0. Supponiamo ora che f(x) = hi(x)...hAm(2) 
sia un’altra fattorizzazione in prodotto di polinomi irriducibili di f in A[x]. Poiché 
91(x) è un polinomio irriducibile di K [x] per il teorema 11.54 e in K[x] gli elementi 
irriducibili sono anche primi, possiamo concludere che g1(x) divide, in K{[x], uno 
dei fattori nella seconda fattorizzazione, diciamo h (x). Per il lemma 11.53 conclu- 
diamo che 91 (x) divide h; (x) anche in A[z]). Sia g(x) il risultato di questa divisione. 
Poiché hı (x) è irriducibile per ipotesi, sappiamo pure che g(x) € U(A[x]). Allora 
avremo 


g2(2) tace In() = qlz) s ha(x) Leu hm (2) ~ ha (2) eta hm(£). 
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Poiché il grado del polinomio g2(x) - --- ‘ 9r(x) è minore di d, concludiamo che 
m = n e, a meno di permutazione, 9;(x) ~ hi(£) perl<i<n. O 


Essendo Z un dominio euclideo, e quindi fattoriale per il teorema 11.28, i risultati 
del paragrafo precedente si applicano anche al caso A = Z e K = Q. 


Teorema 11.57. L'anello di polinomi Z{x] è fattoriale. Un polinomio f(x) € Z{x] è 
irriducibile in Z{x} se e solo se f(x) è primitivo ed è irriducibile in Q(x]. 


L'anello Z{x] non è euclideo in virtù del fatto di avere ideali non principali, per 
esempio l'ideale (2, x). Ci si potrebbe domandare allora come si giustifica il passag- 
gio dall’anello Q[x], dominio euclideo, all’anello Z[x}. Il vantaggio di lavorare in 
Ze] è la possibilità di proiettare le fattorizzazioni in Z[x] in fattorizzazioni in F, [x], 
tramite l'omomorfismo canonico Z[x] + Fp{x], ottenuto facendo il quoziente del- 
l’anello Z{x] tramite l'ideale principale (p), generato dal primo p. Allora utilizzando 
il lemma 11.50, la conoscenza dei polinomi irriducibili sul campo finito F, permette 
talvolta di trovare polinomi irriducibili su Z e quindi su Q. 

Mostriamo ora un’utile condizione sufficiente per l’irriducibilità di alcuni po- 
linomi, nota come criterio di Eisenstein. Si tratta di polinomi il cui grado viene 
mantenuto in una p-proiezione. 


Lemma 11.58. (Criterio di Eisenstein) Sia A un dominio principale, sia 
f(z) = ao + ait +... + ans” 


un polinomio primitivo su A e sia p € A un elemento primo tale che: 


(a) p divide a9,G1,-..,Gn-15 
(b) p non divide an; 
(c) p? non divide ao. 


Allora il polinomio f(x) è irriducibile in A[x]. 


DIMOSTRAZIONE. L'ideale (p), essendo primo e non nullo, è massimale. Quindi il 
quoziente B = A/(p) è un campo. Allora il quoziente A[x]/pA[z], essendo isomor- 
fo a B[x], è un dominio euclideo. Sia f(x) = g(x)h(x) una fattorizzazione di f(x) 
in Alx] con 


glz) =bo +biz +... +bpz® e ha) =c0+c210+...+ ma", 


k = degg > 0em = degh > 0. Siha k +m = n e bkCm = an #0, quindi 
(b) implica che p non divide by e p non divide cm. “Proiettando” la fattorizzazione 
f(x) = 9()h(x) tramite l’omomorfismo canonico A[x] + B[z] otteniamo una 
fattorizzazione nz” = F(x)A(x) in B[x] con 


He) = bo + biz +... +b e ha)=0+G0+...+ Gm". 
Osserviamo che entrambi i polinomi g(x), A(x) dividono il polinomio z” in B[z] 


e bk # 0, m # 0. Poiché la fattorizzazione in irriducibili in B{z] è unica e l’unico 


n 


Es 
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irriducibile che divide z” è il polinomio x, possiamo concludere che p(z) = bz" 
e h(x) = mz” in B[x]. Allora i polinomi g(x) e h(x) si possono scrivere in A[x] 
nella forma 


g(x)= bka" + pga(a), hc) = ma" + phe(2), 


dove g2(x), h2(x) € Ala] e deg g2 < ke deg hz < m. In tal caso il termine noto del 
prodotto 9g(x)h(x) = f(x) è divisibile per p? contrariamente all’ipotesi di partenza. 
Questo dimostra che f(x) è irriducibile in A[z]. D 


Esempio 11.59. Applicheremo il criterio di Eisenstein 11.58 per provare che per ogni 
primo p il polinomio 
aP_1 


h(x)=1 covata — 
(x) +£L+...+© = 


è irriducibile in Z[x]. Un’applicazione immediata del criterio non è possibile e per 
questo cercheremo di modificare opportunamente A(x). Consideriamo l’applicazio- 
ne «x : Zæ) — Zz] che manda ogni polinomio f(x) € Z[x] nel polinomio f(s + 1). 
Ponendo A[g(x)] = g(x — 1) per g(x) € Z[r], vediamo che s è un automorfismo 
di anelli di Z[x] con inverso A. Poiché ogni automorfismo preserva la proprietà di 
essere irriducibile, osserviamo che se h(x) è riducibile, allora g(x) = h(x +1) è 
riducibile. Quindi è sufficiente dimostrare che g(x) è irriducibile. Poiché 


g(e)=he+1)= EHL (> (e) a - ) Z 2 e) gh, 


il polinomio g(x} risulta irriducibile per il criterio di Eisenstein, pertanto h(x) è 
irriducibile in Z{g]. 


Nel paragrafo 12.10 sono riassunti alcuni criteri utili per discutere la riducibilità 
dei polinomi. 


11.8 Esercizi su anelli di polinomi 


Esercizio 11.1 Sia A un anello commutativo unitario. Dimostrare che 
char A[x] = char A. 


Se A è un campo, allora anche char A(x) = char A. 


Esercizio 11.2 Sia A un anello commutativo unitario. Dimostrare che f(x) € A[z] 
è nilpotente se e solo se tutti i coefficienti di f sono nilpotenti. 


Esercizio 11.3 Sia A un anello commutativo unitario e sia f(x) € A[x] con 
coefficiente direttivo invertibile e di grado n > 0. 
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(a) Dimostrare che, dato l’ideale principale 7 = (f (x)), esiste una biezione tra l’a- 
nello quoziente A[x]/I e le classi laterali r(x) + T, dove r(x) è un polinomio di 
grado < n oppure r(x) = 0. 

(b) Calcolare la cardinalità degli anelli quoziente Z2[x]/(x*+x+1), Z3[x]/(x?-1), 
Zs[z]/(2f ~ z? + z — 1). 


Esercizio 11.4 Sia A un dominio. Dimostrare che U(A[x]) = U(A). Resta vera 
questa uguaglianza se A non è un dominio? 


Esercizio 11.5 Sia A un anello commutativo unitario e sia 7 un ideale di A. Sia J 
l’insieme di tutti polinomi che hanno tutti i coefficienti in T. Dimostrare che J è un 
ideale di A[x] e A[x]/J  (A/D[e]. 


Esercizio 11.6 Sia A il sottoanello Z|V—3] di C generato da Z e V—3. Trovare gli 
elementi invertibili di A e dimostrare che A non è fattoriale. 


Esercizio 11.7 Siano A un dominio e B un anello unitario isomorfo ad A quale 
anello unitario. Si dimostri che 


(a) B è un dominio; 

(b) se A è fattoriale, allora anche B è fattoriale; 
(c) se A è principale, allora anche B è principale; 
(d) se A è euclideo, allora anche B è euclideo. 


Esercizio 11.8 Sia A un dominio euclideo e a,b € A*. Se bla e ô(a) = ô(b) allora 
ar b. 


Esercizio 11.9 Sia A un dominio euclideo tale che per ogni n € N ci sia un numero 
finito di elementi a € A* con d(a) < n. Dimostrare che ogni ideale non nullo di A 
ha indice finito. 


Esercizio 11.10 Sia K un campo finito. Dimostrare che ogni ideale non nullo di 
K{x] ha indice finito. 


Esercizio 11.11 Si dimostri che i numeri interi n > 1 per i quali esistono a,b € Z 
tali che n = a? + b? non sono irriducibili nell’anello Z[i] dei numeri di Gauss. 


Esercizio 11.12 (a) Si dimostri che i numeri primi p > 2, per i quali esistono a, b € 
Z tali che p = a? + b?, sono precisamente quelli del tipo p = 4k + 1. 

(b) Si dimostri che i numeri primi p € Z che sono irriducibili anche nell’anello 
Zi] dei numeri di Gauss sono precisamente quelli del tipo p = 4k + 3. 


Esercizio 11.13 Sia z = a + ib € Zi] un intero di Gauss e 6(2) = a? + b?. Se 6(2) 
è primo, allora 2 è irriducibile. 


Esercizio 11.14 Scomporre i seguenti interi di Gauss in prodotto di primi di Gauss 
2,5,17,1+ 2i, 6i — 3. 


Esercizio 11.15 Determinare i numeri primi p per i quali il polinomio x? + 1 risulta 
irriducibile su F}. 
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Esercizio 11.16 (Lemma di Gauss, seconda forma) Se A è un dominio fattoriale e p 
è primo in A, allora p è primo anche in A[x]. 


Esercizio 11.17 Sia A un dominio a ideali principali e sia / un ideale di A non 
banale. Dimostrare che ogni elemento non invertibile del quoziente B = A/I è 
divisore dello zero. 


Esercizio 11.18 Sia A un dominio a ideali principali. Un ideale / di A è detto prima- 
rio se, per ogni a,b € A, con ab € I e a ¢ I, uno fra b, b?, b’, .. . è in I. Dimostrare 
che I è primario se I = (0), oppure I = (p”), per qualche primo p € A e qualche 
n>1. 


Esercizio 11.19 Dimostrare che per f(x), g(x) € A[x] si ha 
cont (f(x) - g(x)) ~ cont(f(x))  cont(g(z)). 


Esercizio 11.20 Sia A un dominio principale e sia a € A un elemento che ha un 
divisore primo p € A tale che p? non divide a. Allora il polinomio f(x) = x" +a è 
irriducibile in A[x] per ogni n > 0. 


Esercizio 11.21 Si dimostri che i polinomi z — 6x + 3 e z” — 60 sono irriducibili 
in Z[e]. 


Esercizio 11.22 Siano Z[z] l'anello dei polinomi a coefficienti interi e 7 l’insieme 
dei polinomi di Z[x] il cui termine di grado zero è pari. Verificare che I è ideale di 
Z[x] e che I non è principale. 


Esercizio 11.23 Sia p un numero primo. Dimostrare che non esiste alcun omomor- 
fismo di anelli unitari Q[r] — Fp[z}. 


Esercizio 11.24 Dimostrare che il polinomio z + x? + 1 € Z[z] è irriducibile. 


Esercizio 11.25 Dimostrare che l’ideale (2,*+?+1) in Z{x] non è primo, mentre 
l'ideale (2,2% + x3 + 1) è primo. Quale dei due ideali è massimale? 


Esercizio 11.26 Dimostrare che un ideale massimale di Z[x] non può essere princi- 
pale. 


Esercizio 11.27* Dimostrare che ogni ideale massimale dell'anello Z[x] ha indice 
finito, mentre ogni ideale massimale dell’anello Q[x] ha indice infinito. 


Esercizio 11.28* Descrivere gli ideali massimali dell’anello Z|]. 


Esercizio 11.29 Nell’anello Z[x], siano f(x) = x5 — z? + 1 e g(£) = z? + 1 due 
polinomi. Calcolare il quoziente e il resto della divisione euclidea di f(z) per g(x) e 
determinare un MCD tra f e g. 


Esercizio 11.30 Nell’anello Z7[x], siano 
f(£) = 3x4 + 21? +2x+5e g(x) = 2z? +5z-—1 


due polinomi. Calcolare il quoziente e il resto della divisione euclidea di f(x) per 
g(x) e determinare un MCD tra f e g. 
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Esercizio 11.31 Sia f(x) = z? +r+1€ Zefa]. 


(a) Provare che f(x) è irriducibile in Zş[z]. 
(b) Costruire un campo con 125 elementi. 
(c) Costruire un campo con 25 elementi. 


Esercizio 11.32 Siano f(x) = (x? — 2)? € Qfz] , I = (f) e A = Q[a]/I. 


(a) A è un campo? 

(b) Provare che (x + 1) + I è invertibile in A e calcolarne l’inverso. 

(c) Sia M l’insieme degli elementi di A non invertibili. Provare che M è ideale di 
A. 

(d) Dire se M è un ideale massimale di A. 


Esercizio 11.33 Fattorizzare f(x) = 4(x° — x) in prodotto di irriducibili in Q[x], 
Ziz], Zs[2]. 


Esercizio 11.34 Sia p un primo. Fattorizzare in prodotto di irriducibili in Z[g] il 
polinomio f(x) = z? — 1. 
Esercizio 11.35 Siano K = Z7, f(x)=x4+3 € K[z] , I = (f), A = K[e]/I. 


(a) Provare che x? + 1 + I è invertibile. 
(b) Provare che x? — 4x + 3 + I è divisore dello zero. 
(c) Elencare gli ideali di A che contengono x? — 4x +3 + I. 


Esercizio 11.36 Dire se i polinomi f(x) = st + 83073 + 1002x? + 213x + 71 e 
g(£) = xf +x? + 2z? + x + 4 sono riducibili in Q[z]. 


Esercizio 11.37 Sia K = Z3, f(x) = zt +3 + x? — 1. Studiare l’anello quoziente 
A = Klr)/(f): 


(a) provare che A non è un dominio; 
(b) trovare gli elementi nilpotenti di A; 
(c) provare che x? + 1 è invertibile; 
(d) elencare tutti gli ideali di A. 


Esercizio 11.38 Si considerino in Z[z] i polinomi 
f(a)=x*+x+1 e g(a)=x4+22+1 
e gli ideali 7 = (2, f(2))e J = (2, 9(2)). 


(a) Determinare quale degli ideali / e J è primo. 

(b) Determinare quale degli ideali 7 e J è massimale. 

(c) Decomporre xt + x? + 1 nel prodotto di fattori irriducibili in Z[x]. 

Esercizio 11.39 * Si provi che il polinomio f(x) = z? — y? € Qlr, y] è irriducibile. 


Esercizio 11.40 * Si dimostri che il polinomio f(x, y) = x? + y? — 1 è irriducibile 


in Q[x, y]. 
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Esercizio 11.41 Sia A l’anello R[x, y]. Dimostrare che l'ideale 7 = (z? + x + 
1,4? + y + 1) di A non è massimale e trovare due ideali massimali M, e Mz con 
I= M N M2. 


Esercizio 11.42 Sia œ € C radice di un polinomio 
ant" + an-12"71+...+ a1r + a € Za]. 
Dimostrare che esiste un intero m > 1 tale che mo è radice di un polinomio monico 
e +bn-12"7! +... + biz + bo € Zf]. 


Esercizio 11.43 Sia A un dominio a ideali principali e sia Y un ideale proprio non 
banale di A. Provare che: 

(a) P #1; 

(b) A/I è isomorfo ad un prodotto finito di anelli locali. 


Esercizio 11.44 Sia R un anello commutativo unitario e sia G un gruppo ciclico 
di ordine n. Dimostrare che l’anello gruppale RÍG) definito nell'esercizio 9.20 è 
isomorfo al quoziente R[2]/(e" — 1). 


Esercizio 11.45 * Sia R un anello commutativo unitario e sia G un gruppo abeliano 
finito. Dimostrare che l'anello gruppale R[G] definito nell’esercizio 9.20 è isomorfo 
al quoziente 


Rf1, co, cn)/(ef — 1,082 — 1,..., 2t” — 1), 
per un opportuno n e un’opportuna n-upla (k1, k2,..-, kn) di numeri naturali. 


Esercizio 11.46 * Sia p un numero primo dispari. Provare che il gruppo Aut(Z,) è 
ciclico. 


Esercizio 11.47 * Sia p un numero primo dispari. Provare che il gruppo Aut(Z,+ ) è 
ciclico per ogni intero k > 0. 


12 


Estensioni di campi 


Questo capitolo è dedicato ai campi e alle estensioni dei campi in relazione al pro- 
blema generale della soluzione delle equazioni polinomiali. Nel primo paragrafo in- 
troduciamo le estensioni dei campi e proviamo il teorema dei gradi per le ‘estensioni 
finite. Nel secondo paragrafo dimostriamo il teorema di Kronecker che garantisce 
che ogni polinomio a coefficienti in un campo ammette una radice in una estensio- 
ne finita del campo. Nel terzo paragrafo caratterizziamo gli elementi algebrici e le 
estensioni algebriche finite di un campo. Nel quarto paragrafo dimostriamo l’esi- 
stenza e l’unicità del campo di spezzamento di un polinomio su un campo K, cioè 
un'estensione finita di K in cui il polinomio si fattorizza in fattori lineari. 

Nel sesto paragrafo viene introdotta la nozione di campo algebricamente chiuso 
e viene dimostrato il teorema fondamentale dell’algebra dovuto a Gauss. Il settimo 
paragrafo è dedicato ai polinomi ciclotomici su Q, mentre l’ottavo ai polinomi sui 
campi finiti. Nel nono paragrafo si studiano gli automorfismi dei campi finiti. Infine 
il paragrafo 10 riassume alcuni criteri utili per discutere la riducibilità di polinomi. 


12.1 Estensioni finite 


È facile convincersi che fra campi di caratteristica diversa non esiste alcun omomor- 
fismo, cioè applicazione che rispetta le operazioni e le unità. Campi di caratteristica 
diversa vivono dunque in “universi paralleli”. Inoltre è facile provare che la carat- 
teristica di un campo è 0 oppure un numero primo, così come quella di ogni do- 
minio di integrità unitario. In genere non esporremo proprietà che dipendono dalla 
caratteristica, se non dal fatto che essa sia nulla o meno. 

Non tutti i sottoanelli di un campo K formano un campo rispetto alle operazioni 
di K che lo rendono un anello unitario. Pertanto saranno chiamati sottocampi i sot- 
toanelli che risultano campi in questo senso. Si vede facilmente che l’intersezione di 
famiglie arbitrarie di sottocampi è ancora un sottocampo. In particolare l’intersezio- 
ne Ko di tutti i sottocampi di K è il più piccolo sottocampo di K che chiameremo 
sottocampo fondamentale. Se la caratteristica di K è p il sottoanello fondamentale di 
K è isomorfo a F, ed è di conseguenza anche un sottocampo. Nel caso char K = 0, 
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il sottoanello fondamentale di K è isomorfo a Z e quindi non è un campo. Pertanto 
il sottocampo fondamentale Ko in questo caso è isomorfo a Q. 

Denotiamo con K < E o E > K o ancora E/K il fatto che K è un sottocampo 
del campo E e diremo anche che E è un'estensione di K. Le lettere E, F, L indi- 
cheranno sempre, a meno di esplicito avviso, campi che contengono il campo K. In 
questo paragrafo ci occuperemo di estensioni di campi e cioè delle proprietà recipro- 
che fra i campi K ed E e, fissato K, della possibilità che esista una sua estensione E 
con desiderate proprietà. Come esempi di simili enunciati, da un lato vediamo subito 
che ogni campo E può essere visto come estensione del suo sottocampo fondamen- 
tale K e dall’altro che se K < E è un’estensione, allora K ed E hanno la stessa 
caratteristica. 


Se F è un’estensione del campo K, cioè (K, +, +) è un sottocampo di (F, +, +), 
possiamo dotare F della struttura di spazio vettoriale su K, come descritto nel lemma 
4.28. A questo punto possiamo definire il grado di un’estensione. 


Definizione 12.1. Sia F una estensione del campo K. Allora il grado di F su K è la 
dimensione dimx F' di F come spazio vettoriale su K e si denota con [F : K]. 


Siano K un campo ed E un campo estensione di K, cioè K < E. 


Definizione 12.2. Si dice che E/K è un'estensione finita se la dimensione di E 
come K-spazio vettoriale è finita. 


Ad esempio l’estensione di campo C/R è un'estensione finita e [C : R) = 2. 
Un’estensione di campo E/K può essere anche infinita: in questo caso la cardinalità 
di una base di E come K-spazio vettoriale è infinita. Un esempio di questo tipo è 
l'estensione R/Q. 


Lemma 12.3. Sia E un'estensione finita del campo K. Allora ogni campo interme- 
dio F, cioè K G F C E, è un estensione finita di K. 


Teorema 12.4. (Teorema dei gradi) Siano E un’estensione finita di K e F un'e- 
stensione finita di E. Allora F è un’estensione finita di K e 


[F : K] = [E : K]|F : E]. 


DIMOSTRAZIONE. Sia n = [E : K] = dimg E. Allora esiste una base a1, . . . , On 
di E su K, cioè ogni elemento xv € E ammette un’unica presentazione come 
combinazione lineare 


n 
=) kai, k; € K. (1) 
i=l 
Sia m = [F : E] = dimg F. Allora esiste una base f,..., Êm di F su E, cioè ogni 
elemento y € F ammette un’unica presentazione come combinazione lineare 


y= DA €; € E. (2) 


j=l 
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Dimostriamo che i prodotti del tipo a;#;, con i = 1,2,...,nej = 1,2,...,m, 
formano una base di F su K e quindi [F : K] = nm come desiderato. Vediamo 
prima che questi nm vettori generano F' come spazio vettoriale su K. Sia y € F; 
allora vale (2), per amatuni e; € E. Ampplichiama (1) ad ogni elementa e; € E, 


cioè per ogni j = 1,2,...,m esistono kij € K, i = 1,2,...,7, peri quali valgono 
€;= VO kijai. (3) 


i=1 
Sostituendo (3) nell’equazione (2) per y troviamo 
m n m n 
s=). (x kyo) B;=Y} Y) kijoub;. 
j=l (l j=1 i=1 


Per dimostrare che l'insieme {0f; : i = 1,2,...,n,j = 1,2,..., m} è una ba- 
se resta da verificare che questi vettori sono linearmente indipendenti. Supponiamo 
infatti di avere una loro combinazione lineare nulla 


YY kijai; = 0. 


j=1 i=l 


Possiamo scriverla anche come 


notando che per ogni j = 1,2,...,m si ha z; = Ð; kija; € E. Poiché 


B1,.--,Pm è una base di F su E, questo è possibile solo se vale z; = 0 per 
ogni j = 1,2,...,m. Allora si ha Yy7_, kija; = 0 per j = 1,2,...,m. Poiché 
@1,...,0n è una base di E su K, concludiamo che k;; = 0 per ogni j = 1,2,...,m 


ei=1,2,... n. D 


12.2 Radici di un polinomio ed estensioni semplici 


In questo paragrafo Æ denota un'estensione del campo K. Se a € E, denotiamo con 
K(a) il sottocampo di E generato da K e a, cioè il più piccolo sottocampo di E 
contenente K e a. Più in generale per a1, . . . , @n € E denotiamo con K(a1,...,Gn) 
il sottocampo di E generato da K e a1,...,0n. 


Definizione 12.5. Un’estensione E di K si dice semplice se esiste un elemento a di 
E tale che E = K(a). 


Chiaramente C = R(i) è un'estensione semplice finita di R. Inoltre si verifica 
facilmente che il sottoanello Q[V?] di R generato da Q e da v2 è un campo, cioè 
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Q[V2] = Q(V2). Questo dimostra come in certi casi può accadere che l'estensione 
semplice K(a) risulta essere anche un’estensione semplice di K come estensione 
di anelli, cioè K(a) = K[a]. Per esempio C = R(i) = R[(i], Q(V3) = Q(v3), 
Q(V5) = Q[V5], ma Q(7) # Q[r], come vedremo in seguito nell’esempio 12.29. 
Ciò rende interessante lo studio delle estensioni semplici del tipo K (a) = Ka] alle 
quali è dedicato questo paragrafo. 

Prima di studiare le estensioni semplici in generale, vediamo nel seguente teore- 
ma di Kronecker una costruzione concreta di estensioni semplici finite. Essa dipende 
dalla scelta di un polinomio irriducibile arbitrario f(x) su K. Vedremo nel seguito 
che tutte le estensioni semplici finite si ottengono in questo modo. 

Dalla dimostrazione del teorema di Ruffini 11.43, si evince che il resto della di- 
visione euclidea di f(x) per x — a è esattamente f(a). Possiamo precisare il teorema 
di Ruffini, introducendo per ogni radice a di f(x) la sua molteplicità. 


Definizione 12.6, Sja. f(x), e Kr], e a_radice di. £.. Il. massimo k. € N tale che 
(x — a)" divide f(x) si dice molteplicità della radice a; è chiaro che (x — a)*+! non 
divide f(x). La radice a si dice semplice se k = 1, multipla altrimenti. 


Si può introdurre la derivata f'(x) di un polinomio f(x) = ap+a,c+...+ane” 
in modo del tutto formale ponendo f'(x) = ay + 202x +... + nane". Allora 
restano valide le usuali proprietà della derivata: 


(F(=) + g(2)) = (2) + g'(2), 


(F(2)g(2))}" = Pag) +f(2)g"(2) e (af(2))' =af' (2) 
per f(s), g(x) e K[x]ea € K. 
Ora applichiamo il teorema di Ruffini per determinare, in termini della derivata 
f'(x), quando una radice a di f(x) è multipla. 


Lemma 12.7. Sia K un campo e f(x) € K{[x}. Allora una radice a di f(x) è 
multipla se e solo se œ è radice anche della derivata f'(x). 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a: sia una radice multipla di f(x). Allora 
(z-a) divide f(z), 
cioè f(x) = (x — a)?g(x) per un certo g(x) € K[zx]. Pertanto 
F'{2) = 2(z — a)g(z) + (z — a}’g' (2) 


e quindi f'(œ) = 0. Viceversa, se œ è radice anche della derivata f'(x), allora dal 
teorema di Ruffini abbiamo 


= (z — a)h(x) 
per un certo h(x) € K[z]. Ora 


F'(2) = ha) + (z - a)h (2), 
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quindi f'(a) = 0 porge h(œ) = 0. Pertanto il teorema di Ruffini applicato al 
polinomio h(x) implica h(x) = (x — œ)l(x) per un certo L(x) € K [x]. Dunque 


f(z) = (z — a}l(2). 
[n] 


Otteniamo anche un altro importante corollario del teorema di Ruffini. 


Corollario 12.8. Siano F e K campi, con F > K, f(x) € K[r] polinomio di grado 
n > 0. Allora f(x) ha al più n radici in F contate con la loro molteplicità. 


DIMOSTRAZIONE. Notiamo prima che non è restrittivo supporre F = K poichè la 
molteplicità di una radice non dipende dal campo dove viene considerata. Procedia- 
mo quindi con F = K ragionando per induzione su n. Il caso n = 1 è banale. 
Supponiamo ora n > 1 e l’asserto vero per tutti i polinomi di grado < n. Sia a € K 
una radice di f di molteplicità k. Per il teorema di Ruffini f(x) = (x — a)Fg(2) 
per qualche g(x) € K{[x] con g(a} # 0. Quindi le radici di g(x) sono distinte da 
a e deg(g) = n — k < n. Quindi g(x) ha al più n — k radici in K contate con la 
loro molteplicità. Di conseguenza f(x) ha al più n radici in K contate con la loro 
molteplicità. O 


Può accadere che f di radici non ne abbia esattamente n o addirittura non ne 
abbia alcuna. Come prototipi consideriamo i seguenti polinomi a coefficienti nel 
campo Q dei numeri razionali: 


- x? — 1, con due radici in Q; 

- x? — 2x+ 1, di grado 2 e con una sola radice di molteplicità 2 in qualunque 
campo; 

- x? — 2, con zero radici in Q, ma due nell’estensione R; 

- z? + 1, con zero radici nel campo reale R e due nell’estensione C dei numeri 
complessi; 

-  x3-2, con zero radici in Q, una sola radice nell’estensione R e tre nell’estensione 
C; 

- xt — 2, con zero radici in Q, due nell estensione R e quattro nell’estensione C. 


Come suggerito da questi esempi, se & è un campo che contiene K (o, in simboli, 
K < E), allora si può assumere che K[x] C E[s] e così f è un polinomio a 
coefficienti in E. Ci si può domandare se esistono radici di f in E anche se in K 
non ve ne sono. Il seguente teorema garantisce che esiste sempre un’estensione del 
campo K in cui f ha radici. Supponiamo dapprima che f sia irriducibile. 


Teorema 12.9. (Teorema di Kronecker) Sia K un campo e f € K[x] un polinomio 
irriducibile di grado n > 0. Allora esiste un’estensione semplice finita E di K di 
grado n nella quale f(x) ha una radice a. Risulta inoltre 


E = K(a)= {a + aa +--+ ana"! | a; € K}. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia I = (f) l'ideale generato da f. Poiché K [x] è dominio prin- 
cipale e f(x) è irriducibile, per il lemma 11.27 e la proposizione 11.30 l'ideale / è 
massimale. Pertanto il quoziente K[x]/I è un campo per il teorema 9.30. Denotiamo 
con E il campo K[x]/I; sia m : K[x] > E la proiezione canonica. Consideriamo 
K come sottoanello di K[x] e denotiamo con j : K + E la restrizione di 7 a K. 
Allora j è un omomorfismo non nullo tra i campi K ed E, pertanto j è iniettivo per 
l'osservazione 10.11. Identifichiamo K con la sua immagine j(K) in E, cioè ponia- 
mo z(a) = a per ogni a € K. Così E risulta estensione di K. Sia a = n(x) € E. 
Allora E = K (a) e quindi E è un’estensione semplice di K. 

Dimostriamo ora che f(@) = 0. Infatti, sia f(x) = bo + bix +... + bnz”, con 
bo, bi, --- 0n € K C E. Allora b; = r(b;) peri = 1,2,...,n, pertanto 


fla) = bo + biat... + bra” = 


= (bo) + (br (2) +... + n(bn)a(z)" = r(f(£)) = 0. 


Sia g(x) € K[z]; allora applicando l’algoritmo della divisione euclidea a g(z}) e 
f(x), esistono g(x), r(x) € K[z] tali che g(x) = a(z} f(z} + r(z), con r(x) = 0 
oppure r(x) # 0 e deg r < n. Pertanto se si considera un elemento non nullo g(z}+I 
in E, si avrà g(x) + I = r(x) + I, con degr < n. Quindi ogni elemento di E si 
scrive come combinazione lineare a elementi in K di 1,@,..., a"—1. Per dimostrare 
che 1,0,...,a"-! è una base di E su K, basta ora provare che sono linearmente 
indipendenti. Supponiamo infatti che esistano ao, 01, ...,Gn--1 € K tali che 


0 = ao + aa +... +an_10"71 = 


= z(a) + (01) (2) +- + (ana) (0) = a(g(2)), 


con g(x) = ao +01 +... + @n-12-!. Allora g(x) € kerm = I = (f). Poiché 
degg < deg f, si ha che g(x) è il polinomio nullo, cioè ag = @ = ... = @n-1=0. 
Questo dimostra che 1, a,..., "7! è una base di E su K e di conseguenza che il 
grado [E:K]=n. D 


Vediamo subito alcune applicazioni di questo teorema. 


Esempio 12.10. (a) Sia f(x) = z? +g +1 € Zo[x]. Allora f(x) è irriducibile, 
essendo di grado 2 e senza radici in Z2. Il teorema 12.9 assicura che 


E=Zo[e/(e +x+1) 


è un campo di quattro elementi poiché ci sono quattro polinomi ao+01% di grado 
<15uZo. 

(b) Sia f(x) un polinomio irriducibile su Z, di grado n. Allora E = Zp[x]/(f(2)) 
è un campo con p” elementi. 

(c) Per ogni numero primo p esiste un campo con p? elementi. Per p = 2 l’abbiamo 
visto in (a). Se p > 2, -17 1 in F, e d’altro canto (-1)? = 12 = 1. Pertanto 
l'applicazione f : Fp — F, definita da f(a) = a? non è iniettiva. Poiché F, 
è finito, possiamo concludere che f non è nemmeno suriettiva. Esiste quindi un 


A 
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Aanmich&= E tale rharh 402 nni ansa Alani Linnie 
f(x) = z? —b non ha radici in F, e quindi è irriducibile. Per il punto (b) il campo 
E = Zy(c)/(f(x)) ha p? elementi. 


Vedremo che l’ipotesi che f sia irriducibile nel teorema 12.9 non è essenziale per 
quanto riguarda la prima parte del teorema. Infatti: 


Corollario 12.11. Sia K un campo e sia f € K[x] un polinomio su K. Allora esiste 
un'estensione semplice E di K dove f(x) ha una radice. 


DIMOSTRAZIONE. Se f(x) è irriducibile si applica il teorema 12.9, altrimenti si 
scompone f(x) in prodotto di polinomi irriducibili. Sia g(x) uno dei fattori irridu- 
cibili di f(x). Allora per il teorema 12.9 esiste un’estensione E di K e una radice 
a € E di g(x). Poiché g(x) divide f(x), ovviamente a è radice anche di f(x). O 


12.3 Elementi algebrici ed estensioni algebriche 


Vedremo che le estensioni costruite nel teorema 12.9 sono tutte le estensioni semplici 
finite. A questo scopo sarà utile la seguente definizione. 


Definizione 12.12. Sia E > K un’estensione di campi. Un elemento a € E si dice 
algebrico su K se è radice di un polinomio non nullo f € K[x}. Altrimenti si dice 
che a è trascendente su K. L'estensione E > K si dice algebrica se tutti gli elementi 
di E sono algebrici su K. 


Dato a € E si può considerare l’applicazione xa : K[x] — E definita 
da xa(f) = f(a) per f € K[x]. Allora xa è un omomorfismo di anelli la cui 
immagine è il sottoanello K [ø] di E. Il nucleo I = ker xa è costituito dai polinomi 
f(x) € K[z] tali che f(a) = 0. Poiché I è un ideale di K{[x] e K[r] è un dominio 
euclideo (e pertanto a ideali principali), esiste un polinomio fg,a € K |z] tale che 
I = (Yx,a). Inoltre, poiché ogni polinomio è associato ad un polinomio monico 
grazie al lemma 11.11, possiamo supporre fx,a monico. Osserviamo che deg fka 
è minimo tra tutti i gradi dei polinomi che annullano a. Pertanto a è algebrico su K 
se e solo se il nucleo I di Xa è un ideale non nullo. Motivati da queste osservazioni, 
diamo la seguente definizione. 


Definizione 12.13. Dato œ € E elemento algebrico sul campo K, il polinomio fx,a 
generatore monico del nucleo di xa si dice polinomio minimo di a su K. 


Corollario 12.14. Sia œ € E un elemento algebrico sul campo K e sia g(x) € K[g] 
tale che g(a) = 0. Allora il polinomio minimo f = fK a divide g(x) in K [z]. 


DIMOSTRAZIONE. Basta ricordare che il polinomio minimo è il generatore dell’i- 
deale dei polinomi che si annullano ina. O 


Dimostriamo innanzitutto che il polinomio minimo è irriducibile. 
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Lemma 12.15. Sia a € E un elemento algebrico sul campo K e f = fk,a il poli- 
nomio minimo di a su K Allora f è irriducibile in K[x], l'anello K[a] è un campo 
e pertanto coincide con K(a) e [K(a) : K) = deg f. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f si scriva come prodotto di g ed h, f = gh. 
Sappiamo che f(@) = 0 pertanto sarà ad esempio g(a) = 0. Allora 


gekerxa = (f) 


e d'altronde f € (g), da cui segue, per il lemma 11.11, che f e g sono associati. 
Questo dimostra che f è irriducibile. Poiché K [z] è un dominio principale, segue che 
l’ideale 7 = ( f) è massimale e quindi K [x]/(f) è un campo. Per il primo teorema di 
omomorfismo per gli anelli 10.4, si ha che K[x]/(f) = K[a]. Pertanto l’immagine 
K[a] di Xa è un campo che contiene K ed a ed è il più piccolo con tale proprietà, 
cioè K[a] = K(a). Per il teorema 12.9 si ha che [K (a) : K] = deg f. O 


Definizione 12.16. Sia œ un elemento algebrico su un campo K. Allora il grado di 
a su K è il grado dell'estensione [K (a) : K]. 


Possiamo caratterizzare gli elementi algebrici su un campo K come gli elementi 
che, se aggiunti al campo X, danno luogo ad un’estensione finita. 


Corollario 12.17. Sia E un'estensione del campo K e sia a € E. Allora a è un 
elemento algebrico su K se e solo se l’estensione semplice K(a) è un’estensione 
finita di K. 


DIMOSTRAZIONE. Se a è algebrico su K, basta utilizzare il lemma 12.15. 

Se K(a) è un’estensione di grado finito n su K, allora i vettori 1,a,...,0" 
sono linearmente dipendenti. Quindi esistono elementi a0, 01, ...,@n € K, non tutti 
nulli, tali che ao +a10+...+ ana” = 0. Allora a è radice del polinomio non nullo 
f(z) = aG0+a:;r+...+@nx". Pertanto a è algebrico su K. O 


Mostriamo ora che le estensioni finite sono algebriche. 


Lemma 12.18. Un’estensione finita è algebrica ed ogni elemento ha grado finito che 
divide il grado dell'estensione. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che E abbia dimensione finita n su K e a € E. Per 
il teorema 12.4 si ha [E : K] = [E : K(0)][K(a) : K]. Allora il grado [K (a) : K] 
divide n e per il corollario 12.17 in particolare a è algebrico su K. D 


Osserviamo che, una volta conosciuto il polinomio minimo f(x) di a su K, 
siamo in grado di descrivere completamente K (œ) tramite il teorema 12.9. In parti- 
colare [K (a) : K] è uguale al grado n di f. Gli elementi di K sono tutti e soli quelli 
di grado 1 su K. 

Nel seguente teorema riassumiamo ciò che è stato dimostrato, cioè la caratteriz- 
zazione delle estensioni semplici finite, descrivendone gli elementi. 


Teorema 12.19. Sia E/K un'estensione e a € E. Allora sono equivalenti: 
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(a) a è algebrico su K con polinomio minimo f(x) = Yî_, %2' di grado n; 

(b) [K(a): K] = n è finito; 

(c) il sottoanello K [a] = {DT} bia! |b; € K} è un campo, cioè K (a) = K[a}; 
(d) esistono bo,- .. ,bn—1 € K tali che a™! = DT bio? € K[al. 


Se queste valgono, esiste un isomorfismo fra K (œ) e K{[x]/(f), identico su K, dove 
f è il polinomio minimo di a su K e 


n_l 
K(a)= {g(a) | g € K[x]}} = [Seamer], 


i=0 


DIMOSTRAZIONE. L'equivalenza di (a) e (b) è stata dimostrata nel corollario 12.17. 
Se vale (a), allora il lemma 12.15 garantisce che K [a] è un campo, cioè vale (c). 

(c) implica (d) è ovvia. 

Supponiamo ora che valga (d): allora o7! = ST dia! € K[a]. Moltiplichia- 
mo ambo i membri di questa uguaglianza per a e aggiungiamo —1. Otteniamo così 
Di batt! — 1 = 0, da cui a è zero del polinomio DT digit! — 1, cioè a è 
algebrico su K. D 


Dimostriamo un facile lemma, che sarà utile in diverse dimostrazioni. 


Lemma 12.20. Siano E, F, K campi con K < F < E e siaa € E un elemento 
algebrico su K. Allora a è algebrico su F e vale [F(a) : F] < [K(0): K] 


DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi a è algebrico su K, quindi esiste un polinomio f(x) 
in K[z] tale che f(a) = 0. Poiché K < F, si ha f(x) € Fx]; allora il polinomio 
minimo g(x) di a su F divide f(x). Da questo segue 


[F(0) : F] = degg < deg f = [K(a): K]. 
o 


Dal teorema 12.19 e dal lemma 12.20 otteniamo alcuni importanti risultati. 


Lemma 12.21. Sia E un'estensione del campo K e siano a, P due elementi algebrici 
di E. Allora anche a + B e aß sono algebrici. 


DIMOSTRAZIONE. Sia F = K(a). Allora F è un’estensione finita di K per il teo- 
rema 12.19. Ora 8 è algebrico su F, quindi l'estensione (8) di F è finita. Per il 
teorema 12.4 anche l’estensione F°(8) di K è finita. Quindi per il lemma 12.18 ogni 
elemento di F (8) è algebrico su K; lo sono in particolare a + fe aß. O 


Da questo lemma segue immediatamente che gli elementi algebrici su un campo 
formano essi stessi un campo. 


Teorema 12.22. Sia E un'estensione di K. Gli elementi algebrici di E su K forma- 
no un sottocampo di E che contiene K. 


290 Aritmetica e algebra 


DIMOSTRAZIONE. Sia F = {a € E : a è algebrico su K}. Allora K < F, in 
quanto se k € K, allora k è zero del polinomio x — k € K{[x]. Per il lemma 12.21 F 
è un sottoanello di E. Inoltre se @ € F, allora per il teorema 12.19 a”! € K (a), da 
cui [K(a7!): K] < [K(a) : K] < œ, cièa te F. O 


Dimostriamo ora un altro lemma, che dimostra la transitività della relazione 
“essere algebrico”, definita sulle estensioni di un campo K. 


Lemma 12.23. Siano K < E < F campi. Se F è algebrico su E e E è algebrico su 
K, allora F' è algebrico su K. 


DIMOSTRAZIONE. Sia a € F' allora esiste un polinomio f(x) € E[g], 
f(x) =00+0,%2+...+a@n2”, taleche f(a)=0. 


Poiché E è algebrico su K, gli elementi ao, . .., @n di E sono algebrici su K. Pertan- 
to l'estensione L = K(a0,...,Gn)è finita su K per il lemma 12.24 e f(x) € L|z] e 
quindi a è algebrico su M. Per il teorema dei gradi 12.4 si ha 


[L{a) : K] = [L(a): LIL: K] < œ. 


Ora K(a) < L(a), da cui segue che [K (a) : K] < œ, quindi a è algebrico su K. 
[m] 


Una caratterizzazione delle estensioni finite è data dal seguente teorema 12.25, a 
cui facciamo precedere la dimostrazione di una delle due implicazioni, in quanto è 
interessante di per sé. 


Lemma 12.24. Sia E = K(a1,...,0n), con @1,... , æn elementi algebrici su K. 
Allora E/K è finita e pertanto algebrica. 


DIMOSTRAZIONE. Sia E = K(a1,...,@n). Facciamo induzione su n. Se n = 1, al- 
lora per il teorema 12.19 [K (a) : K] è finito. Supponiamo ora E = K(a1,...,0n), 
con n > 2. Sia F = K(a1,...,@n-1); allora per il teorema dei gradi 


[E :K]}=[E:FIF:K 


Osserviamo che E = F(a,) e per il lemma 12.20 si ha [E : F] < [K(on) : K), 
che è finito per ipotesi. Ora [F : K] è finito per ipotesi induttiva e questo conclude 
la dimostrazione. Ij secondo enunciato segue dal lemma 12.18. O 


Teorema 12.25. Un’estensione E di K è finita se e solo se esistono Q1, ..., On 
elementi algebrici su K tali che E = K(a1,..., n). 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che l'estensione E di K sia finita di grado n. Fac- 
ciamo induzione su n. Se n = 1, allora E = K = K(1). Supponiamo n > 2 e 
l’enunciato vero per tutti gli m < n. Poiché n > 2, esiste un elemento a € E \ K. 
Per il lemma 12.18, a è algebrico su K e per il teorema dei gradi, si ha 
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[Rc KI = [EL K(QIK(d.; KL,- 


Poiché [K (a) : K] > 1, si ha [E : K(a)] < n. Applichiamo l'ipotesi induttiva 
all’estensione E di K (a); allora esistono œ, ...,@r algebrici su K(@) tali che 


E = K(a)(a,...,0,) = K(a, 01,...,0r) 


e inoltre 11, ..., Œp sono algebrici su K per il lemma 12.23. 
L'altra implicazione è già stata dimostrata nel lemma 12.24. O 


In definitiva le estensioni finite sono tutte e sole quelle algebriche generate da un 
numero finito di elementi. Quando X è finito o di caratteristica 0 si può dimostrare 
che n = 1, cioè tutte le estensioni finite sono anche semplici. Questo non è vero in 
generale, come dimostreremo nell’esempio 12.32 nel paragrafo 12.4. 


12.4 Estensioni semplici infinite 


Il campo dei quozienti del dominio K [z] viene chiamato campo delle funzioni ra- 
zionali di x su K perché ogni elemento di tale campo si rappresenta come quoziente 
o) di due polinomi f(x), g(x) € K{[x], con g(x) # 0. Tale campo si denota con 
K (x) ed è un’estensione semplice di K infinita. 


Lemma 12.26. Se K è un campo, l'anello di polinomi V = K|r] è uno spazio 
vettoriale sul campo K di dimensione infinita. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che dimV = n. Allora i vettori 
1,,22,...," € V devono essere linearmente dipendenti, quindi esistono elementi 
non tutti nulli ag, 01,...,0n € K con ag + @g + ... + ang” = 0, assurdo poiché 
il polinomio f(x) = ao + aiz +... + anz” è non nullo. O 


Il seguente teorema caratterizza le estensioni semplici infinite, descrivendone gli 
elementi. In particolare si vede che ogni estensione semplice infinita di K è isomorfa 
a K(2). 


Teorema 12.27. Siano E un'estensione del campo K e a € E. Allora sono equiva- 
lenti: 

(a) a non è algebrico, 

(b) K(a)={{2 |g,he K[]h#0} = K(2). 

In particolare le estensioni di K semplici infinite sono tutte isomorfe al campo 
delle funzioni razionali sopra il campo K. 


DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l’omomorfismo di anelli xa : K[x] > E defi- 
nito da xa(f) = f(a) per f € Ka], descritto dopo la definizione 12.12; allora 
ker xa # 0 se e solo se a è algebrico. Pertanto a non è algebrico se e solo se Xa 
è un omomorfismo iniettivo con immagine K [a], cioè se e solo se il dominio K [z] 
è isomorfo al dominio K{a]. Supponiamo quindi che a non sia algebrico; allora il 
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campo dei quozienti K (a) di K [a] è isomorfo al campo dei quozienti K (x) di K [z]. 
Pertanto sono isomorfi anche come spazi vettoriali su K. 

Viceversa, se a è algebrico su X, allora per il lemma 12.17 {K (a) : K] è finito, 
da cui segue che anche [KX (x) : K] è finito, in contraddizione con il lemma 12.26. 
O 


Osserviamo che quanto detto per le estensioni semplici trascendenti, non vale in 
generale per le estensioni semplici algebriche. Infatti estensioni semplici algebriche 
dello stesso grado non sono necessariamente isomorfe, come dimostra il seguente 
esempio. 


Esempio 12.28. Le estensioni semplici Q(v/2) e Q(v3) di Q, entrambe di grado 2, 
non sono isomorfe. Supponiamo infatti che esista un isomorfismo di campi 


p:0(V3) > O(V2). 


È facile verificare che (a) = a per ogni a € Q e quindi 9(V3) ¢ Q essendo 
V3 € Q. Pertanto p( v3} = a + 28 con a, b € Q non entrambi nulli. Allora 


3 = (3) = 0(V3V3) = p(V3)p(V3) = (a+ v26)? = a? + 28? + 2abv2, 


da cui segue che V2 dovrebbe appartenere a Q. Da questa contraddizione discende 
l’enunciato. 


Nel caso speciale delle estensioni Q < R e Q < C, si usa chiamare un nume- 
ro reale (complesso) a numero algebrico se esso risulta un elemento algebrico di 
R (rispettivamente C) su Q, altrimenti œ si dice un numero trascendente. Secondo 
un teorema di Cantor di cui omettiamo la facile dimostrazione (si veda l’esercizio 
12.49) l’insieme dei numeri algebrici è numerabile. Pertanto la cardinalità dell’in- 
sieme dei numeri trascendenti è uguale alla cardinalità di R. Questa dimostrazione 
indiretta di Cantor che esistono numeri reali trascendenti prescinde delle proprietà 
intrinseche dei numeri razionali e reali. Liouville sviluppò un altro approccio, basa- 
to sull’approssimazione dei numeri reali con numeri razionali, notando che per un 
numero irrazionale algebrico œ l’approssimazione con numeri razionali di œ conver- 
gono “lentamente”, mentre esistono successioni di numeri razionali che convergono 
“velocemente” e quindi danno luogo ad un numero trascendente. 


Esempio 12.29. Charles Hermite (1822 - 1901) dimostrò che il numero 


1 n 
e= lim (1 + i) 
n= n 


è trascendente. Ferdinand von Lindemann (1852-1939) dimostrò che 7 è trascenden- 
te. 


Nel seguito useremo il seguente lemma. 


Lemma 12.30. Se K è un campo e f(x) € K[x] un polinomio irriducibile, allora 
f(x) ha una radice multipla in qualche estensione E di K se e solo se f'(x) = 0. 
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DIMOSTRAZIONE. Sia a una radice multipla di f(x) in un'estensione E di K. Allora 
f(a) = f'(a) = 0 e pertanto x —a divide sia f(x) che f'(x). Quindi z—a divide (in 
E|x]) il massimo comun divisore d(x) di f(x) e f(x). Pertanto deg d > 0. Poiché 
f(£), f'(x) € K[z], anche d(x) € K{r]. Di conseguenza d(x) è associato a f(x) 
iuryaatru ff perarinnsazierpdavpotsiurve*f và feriduabinc aes 
implica f(x)|d(x) e quindi f(x)|f/(x). Essendo deg f’ < deg f, questo è possibile 


solo se f'(x) = 0. 

Supponiamo ora f'(x) = 0. Per l'esercizio 12.48 char K = p è un numero primo 
ed esiste un polinomio g(x) € K [x] tale che f(x) = g(x”). Sia œ una radice di g(x) 
in qualche estensione di K. Sia E, un’estensione di E dove esiste una radice 8 del 
polinomio x? — a, cioè 0? = a. Allora p è una radice di f(x) di molteplicità almeno 
p. Infatti g(x) = {x — œ)gı(x) per qualche polinomio 91(x) € K[x]. Quindi si ha 
f(x) = gle) = (2? - a)gı (2) = (z? — PP)}g (2) = (2-B)Pg9:(2). D 


Consideriamo un esempio di un polinomio irriducibile con una radice multipla. 


Esempio 12.31. Siano p un numero primo e K = F(T) il campo delle funzioni 
razionali su F,. Consideriamo il sottocampo F = F (T?) di K. 

(a) T g F. Infatti, supponiamo per assurdo di avere T = sr. dove Pe Q 
sono polinomi a coefficienti in F,, diciamo 


P(T?) = ao +aiT? +...+axT"P e Q(TP)=bo+bTP +... + bmT"?, 


con a0, 01,- - , Ak, b0, b1,- - -bm € Fp, € ak # 0, bm # 0. Pertanto deg P(TP) = 
kp e deg Q(T?) = mp. Ora dall’uguaglianza TQ(T?) = P(TP) deduciamo che il 
grado kp di P(T?) è uguale anche a mp + 1, assurdo. 

(b) Il polinomio f(x) = x? — T? € F{[x] è irriducibile. Infatti, supponiamo per 
assurdo di avere f(x) = g(x)A(x) con g(x), h(x) € F[z] e k = degg < p positivo. 
Considerando questa uguaglianza anche in K[x] e tenendo conto dell'uguaglianza 
f(x) = (x-T)P valida in K[x], concludiamo g(x)A(x) = (e 7)? in K [x]. Poiché 
K{x] è un dominio fattoriale, deduciamo che g(x) = (r-T)Feh(e) =(r- TYP. 
Essendo g(x) = zë — kTx*-1 +... € F[x], abbiamo kT € F.Da 0 < k < psiha 
T € F, assurdo. 

(c) Ora dall’uguaglianza f(x) = (x — T) segue che T € K è una radice di 
molteplicità p di f(z). 


Utilizzando il campo delle funzioni razionali su un campo, costruiamo un esem- 
pio di un’estensione finita non semplice. 


Esempio 12.32. Sia p un numero primo. Consideriamo come sopra il campo K = 
F,(x) delle funzioni razionali su F, ed il campo Æ = K (y) delle funzioni razionali 
su K. Consideriamo il sottocampo F = F,(x?,y?) di E. Si hache E = F(x,y) esia 
x che y sono algebrici su F. Più precisamente x è radice del polinomio irriducibile 
F(T) = TP — x? € F[T]e y è radice del polinomio irriducibile g(T) = T? — y? € 
F[T] (ragionare come nel punto (b) dell’esempio 12.31 per verificare l’irriducibilità 
di questi polinomi). Pertanto le estensioni F < F(x) e F < F(y) sono entrambe di 
grado p. Ora vediamo che ogni elemento 2 di E soddisfa z?” € F. Questo è vero per 
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z = ©;y. Essendo Æ di caratteristica p, questo resta vero anche per tutti i polinomi 
Î(x,y): infatti se a è un coefficiente di f(x,y), a € Fp, quindi a? = a € Fp e 
pertanto f(x,y)P € F, in quanto l’elevamento alla potenza p è un omomorfismo di 
campi in un campo di caratteristica p. Infine un elemento z arbitrario in Æ risulta un 
quoziente 


F(x:9)/9(x,y) con f(x,y), g(£,y) € Fole, y) 


e ci si riconduce al caso precedente. Ogni elemento 2 di E soddisfa 2? € F'. Dunque 
l'estensione F < F(z) può avere grado al più p. Dato che [E : F] = p?, l'estensione 
F < E non è semplice. 


12.5 Campo di spezzamento di un polinomio 


Definizione 12.33. Sia f(x) € K [z] un polinomio monico non costante. Un campo 
di spezzamento di f(x) su K è un'estensione di campi K;/K tale che: 


(1) f(x) si scompone in fattori lineari in Ky[x], cioè f(x) =(r-@a1)...(c- an) 
con a; E Kł}; 
(2) Kẹ è generato dalle radici di f(x), cioè K; = K(a1,...,0n). 


L'ultima condizione dice che Kẹ è la più piccola estensione di K che contiene 
tutte le radici di f(x). Ora dimostriamo che ogni polinomio ammette un campo di 
spezzamento. 


Teorema 12.34. Siano K un campo e f(x) € K[x] un polinomio. Allora esiste un 
campo di spezzamento Kẹ di f su K. 


DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima che esiste un’estensione E del campo K tale 
che f(x) si spezza in fattori lineari in E[x]. Scriviamo 


flx) = alma - o). (£ — ax) 


1, 


dove @1,...,@r sono elementi del campo K e dove r € N, quindi r può essere 
anche 0. Lo dimostriamo ner induzione sul grado n di afg), Se n = 0. allora f 
si spezza in fattori lineari in K[x] e non c'è nulla da provare. Assumiamo quindi 
degg > 1; allora per il corollario 12.11 esiste un’estensione F di K in cui g(x) ha 
uno zero #. Pertanto in F[x] si ha f(x) = go(#)(c — P)(£ — a1)...(£ — ar). Poiché 
deg go < deg g, possiamo applicare l’ipotesi induttiva ed ottenere che f(x) si spezza 
in fattori lineari in una estensione Æ del campo F, che è anche estensione di K. 

Abbiamo visto che esiste un’estensione E di K in cui il polinomio f(z) si spezza 
in fattori lineari. Si prenda il sottocampo K; = K(a1,...,0n) generato dalle sue 
radici. Questa estensione risulta finita per il teorema 12.25. O 


Una conseguenza dell’esistenza di un campo di spezzamento per ogni polinomio 
su un campo arbitrario, è che, considerando un insieme finito f1(x),..., fn{x) di 
polinomi su quel campo, esiste un campo di spezzamento per tutti i polinomi di 
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quell'insieme finito, cioè un’estensione finita in cui f1(x),..., fn(x) si spezzano in 
fattori lineari. 

Ora dimostriamo che il campo di spezzamento di un polinomio a coefficienti in 
un campo K è unico a meno di isomorfismi che lasciano fissi tutti gli elementi di K. 


Teorema 12.35. Siano K un campo, f(x) € K[x] e K; un campo di spezzamento di 
f(x) su K. Allora per ogni estensione E di K nella quale f(x) si scompone in fattori 
lineari esiste un omomorfismo di anelli unitari p : Kj > E tale che g(a) = a per 
ogni a € K e (a) è radice di f(x) in E per ogni radice a di f(x) in Ky. 


DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione sul grado n = |K; : K]. Il caso 

n = 1 è banale. Supponiamo n > 1 e l’asserto sia stato dimostrato per tutti i campi 

TK, 1 pòlinomî f(x) € Kr] conkK; fX]<nèleestensioni £ di K in cul fex) 
si scompone in fattori lineari. Osserviamo inoltre che se L è un'estensione di K 
ottenuta aggiungendo a K alcune radici di f, il campo di spezzamento di f su L 
coincide con Ky. 

Supponiamo dapprima che f(x) sia irriducibile e sia œ una radice di f(x) in 
K;. Poiché per ipotesi n > 1, si ha K < K[a]. Ora fissiamo una radice arbitraria 
y € E di f(x). Ogni elemento z € K[a] è della forma z = g(a) per qualche 
g(x) € K[x]. Poniamo p(z) = g(7). Notiamo intanto che (a) = a per ogni 
a € K. Se z = g(a) = h(a) con h(x) € K[g], allora f(x)]g(x) — h(x). Poiché 
f(y) = 0, questo ci permette di concludere che anche g(Y) = h(y). Pertanto la 
definizione di y è corretta. Per vedere che y : K[a] — E è un omomorfismo basta 
notare che se £ : K[x] > E e¢ : K[x] — K[a) sono gli unici omomorfismi 
con &(a) = ae Ç(a) = a per ogni a € K e (x) = ye((x) = a garantiti dal 
teorema 11.2, allora £ = ọ o Ç. L'ultima affermazione segue immediatamente dalla 
proprietà (a) = a per ogni a € K. Identifichiamo K[a] con la sua immagine 
isomorfa L = p(K[a]) in E. Si ha che Kẹ è anche campo di spezzamento di f(x) 
sull’estensione L di K e [Kp : L] < [K; : K] = n. Quindi per l’ipotesi induttiva 
applicata al polinomio f(x) € L[x] e l'estensione E di L esiste un omomorfismo di 
anelli unitari % : Ky — E tale che w(a) = a per ogni a € Le (8) è radice di f(x) 
in E, per ogni radice 2 di f(x) in Ky. 

Affrontiamo ora il caso generale. Se f(x) è irriducibile, la conclusione segue dal 
caso considerato sopra. Supponiamo che f(x) = g(x)h(x) con g(x), h(x} € K[z], 
9(x) irriducibile con 0 < degg < deg f. Sia K, il sottocampo di Kp generato da 
tutte le radici di g(x) in Ky. Allora K, è un campo di spezzamento di g(x) su K. 
Essendo un divisore di f(x), anche g(x) si scompone in fattori lineari in Æ. Pertanto 
possiamo applicare il caso già considerato e trovare un omomorfismo di anelli unitari 
@: Kg — E tale che g(a) = a per ogni a € K e (0) è radice di g(x) in E per 
ogni radice a di g(x) in K,. Da ora in poi identificheremo K, con la sua immagine 
isomorfa Ki = (K) in E. Si ha che K; è anche campo di spezzamento di f(x) 
sull’estensione K; di K e [Ky : K1) < [Ky : K] = n. Quindi per l’ipotesi induttiva 
applicata al polinomio f(x) € K1[x] e l'estensione E di K esiste un omomorfismo 
di anelli unitari 9 : Ky — E tale che (a) = a per ogni a € Kı e (a) è radice di 
f(x) in E, per ogni radice a di f(r)in Kj. O 
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Per vedere che il campo di spezzamento di f(x) su K è unico a meno di iso- 
morfismi basta applicare il teorema 12.35 a due campi di spezzamento di f(x) su 
K. 


Proviamo ora un importante fatto sui campi finiti. 


Proposizione 12.36. Sia K un campo finito con p = char K. Allora K ha p” ele- 
menti, dove n = |K : Fp]. Inoltre K coincide con il campo di spezzamento del 
polinomio x?" — x su Fp. 


DIMOSTRAZIONE. Il sottocampo fondamentale di K deve essere un campo finito e 
pertanto deve essere isomorfo a F, per qualche primo p, da cui p = char K. L'ugua- 
glianza |K| = q = p” segue dalla definizione del grado [K : Fp]. Ora ogni elemento 
di K è radice del polinomio fondamentale f(x) = x9 — x di K. Infatti se k = 0, ba- 
nalmente 09 = 0. Se k # 0, allora k è un elemento del gruppo moltiplicativo (K*, -). 
Come abbiamo dimostrato nel corollario 5.54 k” = 1, sem = |K*| = q — 1. Da 
questo ricaviamo k° = k e di conseguenza k?” = k per ogni k € K. Pertanto K è 
esattamente l'insieme delle radici di f(x) ed è quindi campo di spezzamento di f su 
ogni suo sottocampo, in particolare sul suo sottocampo fondamentale F,. O 


Vediamo alcuni esempi, altri se ne troveranno nel paragrafo degli esercizi. 


Esempio 12.37. In questo esempio vogliamo chiarire quando un campo finito F} di 
cardinalità p” è contenuto in un altro campo finito Fz di cardinalità p”. Dimostrere- 
mo che F, C Fa se e solo se n|m. 

Per impostare correttamente il problema consideriamo un’estensione E del cam- 
po finito F, che contenga sia il campo F; che il campo F3. Supponiamo che Fi G Fz 
e sia dil grado (Fx : F]. Allora p” = |F2| = |Fi]t = (p”)¢ = p”*. Quindi m = nd 
e pertanto n|m. 

Ora supponiamo che n|m e ricordiamo che F} può essere considerato come il 
campo di spezzamento del polinomio f(x) = z?” — x. Pertanto ogni a € F è 
radice del polinomio f(x), ovvero a?" = œ. Da qui ricaviamo per induzione su d 
che oP"° = æ per ogni d. In particolare a?” = œ poiché n|m. In altre parole, a è 
radice anche del polinomio g(x) = x?” — x. Poiché il sottocampo F> di E contiene 
p™ radici distinte di g(x) e questo polinomio non può avere più di p” radici in E, 
concludiamo che a coincide con una di queste radici e quindi œ € F3. 


Esempio 12.38. (a) Q(V2)/Q è un'estensione di grado 2, perché Q(V/2) è il campo 
di spezzamento del polinomio f(x) = z? — 2 su Q. 

(b) Il campo Q(&5) non è il campo di spezzamento di f(x) = x? — 5 su Q. Infatti 
il campo di spezzamento di f(x) su Q è Q(Y5,w), dove w = —1/2 + iv3/2 è 
una radice cubica dell’unità. 


12.6 Campi algebricamente chiusi 


In questo paragrafo ci dedicheremo allo studio di una classe di campi K per i quali i 
polinomi irriducibili su X sono della forma più semplice possibile, cioè linea 
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Definizione 12.39. Un campo K si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio di 
grado > 0 ha almeno una radice in K. 


Teorema 12.40. Un campo K è algebricamente chiuso se e solo se ogni polinomio 
di grado > 0 su K si fattorizza in prodotto di fattori lineari. 


DIMOSTRAZIONE. La condizione del teorema implica che il campo K è algebri- 
camente chiuso. Supponiamo ora che K sia algebricamente chiuso e sia f(x) un 
polinomio di grado n > 0. Dimostriamo per induzione su n che f(x) si fattorizza in 
prodotto di fattori lineari. Se n = 1, questo è banalmente vero. Supponiamo n > 1 
e l’asserto vero per n — 1. Per ipotesi f(x) ha una radice œ € K. Per il teorema di 
Ruffini f(x) = (x — a)g(x), dove g(x) € K[x]. Si ha deg g(x) = n — 1, quindi 
g(x) si fattorizza in prodotto di fattori lineari per l'ipotesi induttiva. Questo dimostra 
il teorema. D 


Enunciamo senza dimostrarlo il seguente teorema che assicura l’esistenza di 
sufficienti campi algebricamente chiusi. 


Teorema 12.41. Sia K un campo arbitrario. Allora esiste un’estensione E > K con 
le seguenti proprietà: 


(1) E è un'estensione algebrica di K; 
(2) il campo E è algebricamente chiuso. 


Il teorema fondamentale dell’algebra garantisce che il campo dei numeri complessi 
C è algebricamente chiuso. 

La dimostrazione del teorema fondamentale dell'algebra 12.44 che daremo è 
basata sui seguenti due teoremi. 


Teorema 12.42. (Teorema di Cauchy del minimo) Per ogni polinomio f(x) € Cla] 


esiste c € C con 
IF| = inf{|f(2)] : 2 e C} (4) 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) = ao +... + anz” e siano n > 1ean #0. 
Dimostreremo prima che 


esiste r € R tale che | f(z)| > [f(0}] per tutti gli z € C con |z| >r. (5) 
Per z # 0 abbiamo |f (z)| = |z|” - |an + h{z7})|, dove A è il polinomio 
h(y) = an-1y +... + 00y”. 
Poiché |A 


è continua per y = 0e k(0) = 0 e an # 0, esiste ô > 0 tale che 
[RG] < lonl 
z)| < zlon 
per |z| < ô. Allora 


Lf) > Izl” lan] = |R(271)]) > Han] - izl” 
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quando |z| > 71. Adesso basta scegliere r con r > 67! e Jan] +r” > 2-|f(0)| per 
avere (5). 
SiaC, = {z e C : |z| < r} il cerchio chiuso di centro 0 e raggio r in C. Poniamo 
a = inf{[f(2)| : z € Cr}. Allora esiste una successione (zm) di numeri complessi 
con 
|em| <r pertutti glim € Ne lim f(zm) =a. (6) 
m 


Siano rm = |zm| € Ym l’argomento di zm con pm € [0,27]. Allora esiste una 
successione strettamente crescente di indici (mx) tale che le sottosuccessioni (rm, ) 
€ (Ym, ) siano convergenti in R, con ro = lim rm, € Yo = lime Ym,- Osserviamo 
che ro > 0e po € [0, 27]. Poniamo c = ro(cos go + isin go). Allora la successione 
Zm, converge a c e quindi 

lim [m — c| = 0. (7) 


Per il teorma di Ruffini esiste un polinomio g(x) = bo + bix +... + br-12”7? tale 
che f(x) — f(c) = (z — c)g(x). Allora 


l9(2)1 < [bol + lbilr? +...+|be-1le® = A, 


per tutti gli z € Cp. Quindi |f(zm.)—f(c)| = |zm, —cll9(2)] < Alzm, — c| converge 
a 0 per (7). Da (6) troviamo 


f(c) = a = min{|f(z)| : z € C}. 


Poiché |f (c)}| < |f(0)| < inf{|f(z)| : 2 € C \ Cr} per (5), segue (4). O 


Il fatto che esista c € C, con |f(c)] = min{|f(z)| : z € Cr} segue diretta- 
mente anche dal teorema di Weierstrass: ogni funzione continua sul cerchio chiuso 
C, a valori in R assume il suo massimo e minimo su C,. Nel caso della funzione 
|f (x)| abbiamo dato una dimostrazione diretta per evitare il ricorso al teorema di 
Weierstrass. 

Faremo anche uso della disuguaglianza di Argand, di cui riportiamo la dimostra- 
zione nel seguente teorema 12.43. 


Teorema 12.43. (Disuguaglianza di Argand) Sia f(x) € C[x] un polinomio non 
costante e sia c € C con f(c) £ 0. Allora esiste € C con|f(0)| < |f(0)|. 


DIMOSTRAZIONE. Poniamo h(x) = (f(c})7 f(c + 2), allora h(x) ha termine noto 
1 e quindi 


h(x) = 1 + bpa" + bppir"t! +... + be" con 1 <k<neb € C*. 
Sia a una radice k-esima di —1/bx, cioè 
alby = —1. (8) 
Allora per il polinomio g(x) = bk}1£ +... + bar” *, tenuto conto di (8) e 


osservando che A(z) = 1 + z* (bx + g(x)), si ha 
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h(at)=1-t* + tta" g(at) per ogni t €]0, 1[. 


Quindi 
{h(at)} < |1 — [+ |tFa*g(at)]=1- të + |tFaFg(at)|. 
Per la continuità della funzione r(t) = a¥g(at) in 0 ed essendo r(0) = 0, esiste 
6 € R, ô > 0 tale che [a*g(at)| < 1/2 per ogni t € (0,6). Allora con u = da/2 
abbiamo 
lau) < 1-8 +1/2¢ <1. (9) 
Ora, con c' = c + u, la disuguaglianza (9) e la definizione di h(x) porgono |f (c')| = 


ha): IF < If). o 


Teorema 12.44. (Teorema fondamentale dell’algebra) /! campo C è algebrica- 
mente chiuso. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) € C[z]. Applichiamo il teorema di Cauchy del minimo 
per trovare c € C soddisfacente (4). Supponiamo per assurdo f(c) # 0. Allora per 
la disuguaglianza di Argand esiste c’ € C con |f(c')] < |.f(c)|, che contraddice (4). 
(| 


Questo teorema risolve completamente la questione della fattorizzazione dei 
polinomi su R. 


Teorema 12.45. / polinomi irriducibili di R[x) sono i polinomi di grado 1 e i 
polinomi £? + px + q di grado 2 con A = p° — 4q < 0. 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) = a0+@1x+...+an” € R[x]. Allora f(x) appartiene 
anche a C[x] e quindi per il teorema 12.40 f(x) si fattorizza in prodotto di fattori 
lineari su C perché C è algebricamente chiuso. Possiamo assumere che f(x) sia 
monico. Siano 21, 22, ..., Zn tutte le radici complesse di f(x). Allora 


f(z) = (x - z1)(£ — 22)... (£ — Zn). 


Poiché i coefficienti di f sono reali, per ogni radice z € C di f(x) anche Z è radice 
di f(x). Infatti i 


fE)=a0+0Z+...+an7"=d0+Z+...+Gn2" = 


= tọ + a12 F... + an2” = f(2)=0. 


Siano 23, 22; -..; Zr tutte le radici reali di f(x), allora n — r = 2m è un numero pari 
e le altre radici si possono raggruppare in m coppie di radici 


Zi;Zi, Con t=r+1,...,.r+tm. 
Il prodotto (x — 2;)(x — Zi) porge 


(x — zi) (£ — Zi) = x? — (zi + Zi) + zizi = 2? + pit + Gi, 
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dove p; = z; + Zi = 2Re(z;) e qi = z5Z; = |z;|? sono numeri reali. Quindi 


F(z) = (£ — 21)... (£ — z,)(2? +Pr+11+9r41)... (2? +Pr4mT t qr+m). (10) 


Dunque ogni polinomio f(x) € R[x] si fattorizza in prodotto di fattori lineari e fattori 
di secondo grado come in (10). Un polinomio x? + pr + q € R[z] è irriducibile su 
R, cioè non ha radici in R, se e solo se A = p? —44<0 O 


Teorema 12.46. Per ogni primo p esiste un'estensione algebrica e algebricamente 
chiusa Fo di Fp. 


DIMOSTRAZIONE. Per ogni n € N poniamo E, = Fyn. Poiché n! divide (n + 
1)! per ogni n, segue dall’esempio 12.37 che E,+1 è estensione di En per ogni 
n. Nell’unione E = |), En introduciamo facilmente le operazioni + e - usando il 
fatto che per ogni coppia x,y € E esiste n tale che x,y € En, pertanto x + y 
e x - y sono già definiti in En». Usando il fatto che ogni terna di elementi a, è e c 
di E è contenuta in qualche campo En, si verifica immediatamente che con queste 
operazioni E risulta un campo. Inoltre l'estensione F, G E è algebrica essendo ogni 
elemento a € E contenuto in un’estensione F, C E, finita, e quindi algebrica. 
Sia ora f(x) € Ex]. Allora esiste n tale che f(x) € En[x]. Chiaramente f(x) 
ha una radice a in un’estensione finita K di En. Ma allora K è un campo finito in 
quanto estensione finita di un campo finito. Sia |K] = p. Allora esiste m > n tale 
che k|m!, e quindi K è isomorfo ad un sottocampo di Em. Essendo K un campo di 
spezzamento del polinomio a?" —z e Em un campo che contiene una copia isomorfa 
di K, f(x) ha sicuramente radici (infatti, p” radici) in Æ. O 


Ragionando analogamente, per ogni campo numerabile K si può costruire una 
estensione algebrica e algebricamente chiusa Æ di K in due passi. Prima si costruisce 
un’estensione numerabile F' di K dove tutti i polinomi di K [zx] hanno una radice. A 
questo scopo elenchiamo {fn(x) : n € N+} tutti i polinomi di K [x]. Definiamo le 
estensioni F,, per induzione come segue: Fo = K e per n > 0 Fn denoterà il campo 
di spezzamento di fn su Kn—1. Denotiamo con F l'unione |, E» e la rendiamo un 
campo some sopra. Non è difficile vedere che tutti i polinomi di K[x] hanno una 
radice in F e F è numerabile. Adesso costruiamo una successione di estensioni En 
di F, ponendo Eo = F e per n > O si costruisce E, come estensione del campo 
numerabile E,-, in modo tale che ogni polinomio su En-1 abbia una radice in En. 
Poniamo Æ = U,, En e lo rendiamo un campo come prima. La verifica che E è 
un’estensione algebrica e algebricamente chiusa E di K è immediata. 


12.7 Polinomi ciclotomici su Q 


In questo paragrafo prendiamo in considerazione i polinomi ciclotomici su Q e 
dimostriamo che sono irriducibili. Essi vengono definiti come segue. 


Definizione 12.47. Sia £ una radice n-esima di 1 in C e cioè £ € Ce €" = 1. Allora 
€ si dice radice primitiva se €} £ 1 per ogni k tale che 1 < k < n. 


> 
(o3 
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Definizione 12.48. Dicesi n-esimo polinomio ciclotomico su Q il polinomio monic 
P,(x) avente come radici tutte e sole le radici primitive n-esime di 1 nel campo ‘ 
dei numeri complessi. 


Si può dimostrare che il numero delle radici n-esime primitive dell’unità è pa 
al numero (n) degli interi positivi minori di n e con esso coprimi (esercizio 12.25 

Osserviamo che p(x) = (x — £1)...(r — p(n) ) è un polinomio monico. Dim 
streremo, per induzione, che p(x) € Z[x] per ogni n € N. A questo scopo avrem 
bisogno del seguente lemma. 


Lemma 12.49. Per ogni n € N si ha 


z” -1=[[9a(2). (11 


din 


DIMOSTRAZIONE. Sia £ una radice n-esima di 1 in C e d il suo periodo, considera 
È come elemento del gruppo moltiplicativo delle radici di 1 in C. Allora £ sarà radic 
primitiva d-esima di 1 e pertanto sarà radice di D4(x). D'altra parte, per due diviso 
distinti d, d’ di n, i polinomi a(z) e Ža (x) non hanno radici comuni, mentre og 
radice di a(x) è anche una radice di z” — 1. Questo dimostra che entrambi i pol 
nomi in (11) hanno le stesse radici, che risultano tutte semplici. Essendo entrambi 
polinomi monici, possiamo dedurre che coincidono. O 


È facile vedere che 
(2) =x+1,  Ds(2)=x+r+1,  Da(e)=22+1, 
Ps(1) = 1f +23 +2? +r+1, e(z) =z? - x +1, 
(2) = zÊ +25 + rt +3? +r? +e+l, ®g(e)=e4+1 
Teorema 12.50. 1! polinomio n(x) € Z[x] per ogni n € N. 


DIMOSTRAZIONE. Sia K il campo di spezzamento del polinomio z” —1. Chiarame; 
te n(x) € K[z]. Dimostriamo per induzione che 8, (£) € Z{x] per ogni n € N. Pi 
D1(x) = x—1 questo è ovvio. Supponiamo ora n > 1 e p(x) € Z[x] pertutti i k co 
1 < k < n. Dalla formula (11) del lemma 12.49 si vede che p (£) = (x” —1)/g(z 
dove g(x) = J Juj a<n Pa(1). Per l'ipotesi induttiva, g(x) € Z[x]. Poiché g(z) 
anche monico e z” — 1 € Z[x], concludiamo che anche il polinomio n(x) € K [z 
ottenuto tramite la divisione di z” — 1 per g(x) in K[z], deve avere tutti i su 
coefficienti in Z[x]}. D 


Poiché i polinomi n (x) sono monici, l’irriducibilità su Z è equivalente a que 
la su Q, grazie al teorema 11.54. Per dimostrare che i polinomi ciclotomici sor 
irriducibili su Z necessitiamo di alcuni lemmi. 


Definizione 12.51. Un numero complesso a si dice un numero algebrico intero < 
esiste un polinomio monico f(x) € Z{r] con radice a. 
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Le radici dell’unità sono dei numeri algebrici interi. Ora vediamo che il polino- 
mio minimo di un numero algebrico intero ha coefficienti interi. 


Lemma 12.52. Sia a € C un numero algebrico intero e sia p(x) il suo polinomio 
minimo su Q. Allora p(x) € Z{x] e divide, in Z[x], ogni polinomio h(x) € Z{[x] con 
h{a)= 0. 


DIMOSTRAZIONE. Sia k(x) € Z[x] un polinomio monico con radice a ed f(x) 
in Z[z] il polinomio primitivo associato a p(x). Allora p(x) divide A(z) in Qfz] e 
quindi anche f(x) divide h(x) in Q[e]. Di conseguenza 


h(x)= f(2)G(x) 


con G(x) € Z[z] per il lemma 11.53. Poichè h(x) è monico, concludiamo che il 
coefficiente direttivo di f(x) è +1, quindi f(x) = +p(z) poichè p(x) è monico. 
Questo dimostra che p(x) € Z[z]. Abbiamo già visto che p(x) divide A(x) in Q[z] 
e dunque, per il lemma 11.53, lo divide anche in Z[e]. O 


Teorema 12.53. / polinomi ciclotomici n(x) sono irriducibili su Z. 


DIMOSTRAZIONE. Sia a una radice primitiva n-esima di 1, cioè W_(a) = 0. Sia 
f(x) € Q[x] il polinomio minimo di a. Allora f(x) € Z[x] per il lemma 12.52 ed 
è quindi un polinomio primitivo. Sempre per lo stesso lemma, f(x) divide 8n (x) in 
Z[z] e quindi 

Pr(r) = f(£)G(2) (12) 


per qualche G(x) € Z[x]. Osserviamo che f(x), essendo primitivo e irriducibile in 
Qfz] è irriducibile anche in Z[x] per il teorema 11.54. Allora basterà dimostrare che 
Pn(r) = f(x). A questo scopo basta vedere che anche P,,(x} divide f(x). Per 
questo proveremo che tutte le radici di n(x) sono anche radici di f(x). 

Le radici di (7) sono della forma af con 1 < k < n e k coprimo con n. 
Quindi k = p1.....ps, dove i p; sono numeri primi coprimi con n. Proviamo che se 
£ è una radice comune di 8, (x) e f(x), allora per ogni primo p coprimo con n anche 
E? è radice di f(x). Supponiamo per assurdo che ciò non accada. Allora esiste £ € C 
con Dn (E) = F(E) = 0e f(£?) # 0. Poiché il primo p non divide n, avremo anche 
Pn (EP) = 0 come già notato sopra. Dalla nostra ipotesi e (12) risulta G(éP) = 0. 
Allora, con H(x) = G{x?) € Z[x], si ha H(£) = 0, e quindi f(x) divide H(x) per 


il lemma 12.52. Sia 
H(z) = f(z): g(x) in Ztl. 

Proiettando su F,[x] si ha _ 

H(z) = f(z) ge). 
D’altra parte $ z E A 

H(z) = G(2”) = (G(2))? = f(z) 32), 

la seconda uguaglianza dovuta al fatto che F, ha caratteristica p. Sia (x) € Fp|z] 
un divisore irriducibile di f(x). Allora y(x) divide anche (G(x))? e quindi anche 
G(x). Ora (12) porge 
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Pn(r) = f(x) Ge), 
e quindi (+(x))? divide D, (x). Poiché E, (x) divide x” — 1 in Z[x] per il lemma 
12.52, proiettando su F,[x] si ha che Dn (x) divide z” — 1 in F,[x]. Quindi (4(x))? 
divide x” — 1 in Fp[z]. Allora #(x) divide anche la derivata nx"-! di x” — 1 per il 
lemma 12.7. Poiché i polinomi na"! e z” — 1 sono coprimi in Fp[z], perché p non 
divide n, questo è assurdo. Quindi f (£P) = 0. 

Sia ora 8 = a" una radice di p(x). Allora 8 = oP!--P* con p; numeri primi e 
(pi n) = 1 per ogni i = 1,..., s. Dimostriamo che £ è radice di f(x) per induzione 
su s. Il caso s = 1 lo abbiamo appena dimostrato. Sia s > 1 e £ = oP?*-Pe-1, allora 
€ è zero di f(x) per ipotesi induttiva, quindi nuovamente per il caso s = 1 si ha che 
EP: = p è radice di f(x). Questo conclude la dimostrazione. O 


Osserviamo che il caso in cui n sia un primo era già stato dimostrato nell’ esempio 
11.59, utilizzando il criterio di Eisenstein. 


12.8 Polinomi su campi finiti 


Osserviamo che il campo di spezzamento del polinomio z?” — x definito sul campo 
finito Fp, p primo, è F, stesso. Ricordiamo che l’elevamento alla potenza p su un 
campo di caratteristica p è un omomorfismo di campo. 


Teorema 12.54. Se K è un campo finito e f(x) € K|[x] un polinomio irriducibile, 
allora f(x) ha solo radici semplici in qualsiasi estensione E di K. 


DIMOSTRAZIONE. Infatti se a fosse una radice multipla di f(x) in un’estensione E 
di K, allora risulterebbe f'(x) = 0 per il lemma 12.30. Perl’esercizio 12.48 esiste un 
polinomio g(x) € K[x] tale che f(x) = (9(x))?, assurdo, essendo f(x) irriducibile. 
O 


Vediamo ora i polinomi di Artin che definiamo dapprima sul campo finito Fp. 


Definizione 12.55. Sia p un numero primo. Dicesi polinomio di Artin su F, un 
polinomio del tipo 
fa(r)=29 -c+a, 


dove a è un elemento non nullo di F,. 
Dimostriamo che i polinomi di Artin sono irriducibili su Fy. 


Teorema 12.56. Sia p un numero primo e a € F, diverso da 0. Allora il polinomio 
di Artin fa(x) è irriducibile su Fp. 


DIMOSTRAZIONE. Sia d(x) un divisore monico di f(x) = x? — z + a nell’a 
dei polinomi F,[x] di grado s = degd > 0. Dimostreremo che s = pe q ır 
dx) ~ fal2). 

Sia E il campo di spezzamento di f(x) e sia @ € E una radice di f(x). ~ 
anche a + k è una radice di fa(x) per tutti i k € Fp. Infatti 
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fala+k)=(a+k)P-(a+k)+ta=aP+kP-a-kta=aP-a+ta= fa(a)=0. 


Poiché a, a + 1,...,@ + (p — 1) sono p radici diverse di fa(x) e deg fa = p, 
queste sono zutte le radici di fa(x). Poiché il polinomio d(x) divide fa(x) le radici 
di d(x) sono zı = & + kı, £2 = Q + k2, . . ., £s =a+ks,conk,,k2,...,ks € Fp. 
Pertanto 


d(x) = (£ — x1 )(@ — £2)... (£ — £s) = z? — (z1 +22 +... + La) T +... 


Allora, con b = kı + kz + ... + ks, si ha X; z; = sa + b = c € F, poiché 
tutti i coefficienti di d(x) sono in F,. Ora a ¢ F, e p > s > 0 implicano s = p, 
altrimenti s sarebbe invertibile in F, e pertanto œ = s7} (c — b) € Fp. O 


Introduciamo ì polinomi di Artin su Z. 


Definizione 12.57. Un polinomio f(x) € Z[r] di grado un primo p e tale che la p- 
proiezione f(x) € F,[x] sia polinomio di Artin su F, si dice polinomio di Artin su 
Z. 


Per esempio un polinomio f(x) € Z[z} del tipo f(x) = z? — x + k, è un 
polinomio di Artin su Z, se p è un numero primo e k è un numero intero coprimo 
con p essendo f(x) = fa, dove a = [k]p € F, è il resto di k modulo p. Questo 
polinomio è anche monico, e quindi primitivo, ma in generale un polinomio di Artin 
su Z può non essere primitivo, si veda l’esercizio 12.16 per un esempio. 


Lemma 12.58. / polinomi di Artin primitivi su Z sono irriducibili in Z[x]. 


DIMOSTRAZIONE. L'’irriducibilità su Z segue da quelia su F,, grazie al teorema 
12.56. O 


Abbiamo visto nella dimostrazione del teorema 12.56 che se E è un estensione di 

Ti che contiene una radice del.nalinomia di. Artin. ffa), allora ner.ngni altra radice 

B € E di fa(x) si ha 8 — a € Fp. Questa proprietà caratterizza i polinomi di Artin 
tra i polinomi monici di grado p diversi dal polinomio x? — 2. 


Teorema 12.59. Sia p un primo e sia f(x) un polinomio monico su F, di grado 
p, coprimo con la sua derivata f'(x). Allora per f(x) sono equivalenti le seguenti 
proprietà: 


(a) per ogni estensione E di F, e per ogni coppia di radici a, € E di f(x) si ha 
bB-_ae€Fy; 

(b) esiste un’estensione E di F, contenente il campo di spezzamento di f(x) e tale 
che per ogni coppia di radici œ, ß € E di f(x) si ha B — a € Fp; 

(c) f(x) = x? — x oppure f(x) è un polinomio di Artin. 


TUMASTRA ZIONE. Came abhiama ngata spa., limnlicaziane (Q, — (a, à stata. 
già dimostrata nella dimostrazione del teorema 12.56 per i polinomi di Artin. Per il 
polinomio f(x) = x? — 2, (a) è ovvio. 

L’implicazione (a) — (b) è banale. a 


__ 
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Per dimostrare l’implicazione (b) — (c) fissiamo un’estensione E con la proprie- 
tà descritta in (b). Notiamo innanzitutto che essa implica due possibilità per le radici 
di f(x): o sono tutte in Fp, oppure sono tutte in E, ma non appartengono a Fp. Nel 
primo caso abbiamo f(x) = z? — x, in quanto f(x} ha grado p, è monico ed ha 
esattamente gli stessi zeri z?” — x. Supponiamo ora che esista una radice a di f(x) 
in E, ma non in F,. Allora tutte le radici di f(x) sono del tipo a + k, con k € Fy. 
Per ipotesi queste radici sono diverse. Quindi a, œ + 1,...,0 + (p — 1) sono tutte le 
radici di f(x). Allora, per il teorema di Ruffini, 


f(z) = (z - a)(z — (a + 1))(z — (a + 2)) -... (£ — (a+ p — 1)). 


Poiché (x? — x) = æ(z + 1)(x +2)... (x +p-— 1) in Fp, sostituendo con a abbiamo 
aP — a = afa +1)(a + 2)... (œ+ p — 1). Quindi il termine noto a di f(x) risulta 
essere uguale a — (o? — a). Pertanto a? — a + a = 0. Poiché a g Fp, si ha a #0. 
Allora a è radice anche del polinomio di Artin fa(x). Essendo f(x) irriducibile per 
il teorema 12.56, sarà il polinomio minimo di a, e quindi f(a) = 0 implica che 
fa(x) divide f(x). Essendo questi due polinomi monici dello stesso grado, questo è 
possibile solo se f(x) = falz). D 


È evidente che su di un campo finito vi è solo una quantità numerabile di polino- 
mi, di questi solo un numero finito hanno grado n per un fissato naturale n, e non è 
difficile calcolare esattamente questo numero. Più difficile è calcolare il numero dei 
polinomi irriducibili su un campo finito. 


Definizione 12.60. Si denota con N,(7) il numero dei polinomi irriducibili monici 
di grado n su Fp. 


È facile calcolare N,(1) = p e Np(2) = p(p — 1)/2 per ogni primo p, si veda 
l’esercizio 12.39 per altri esempi. Per il caso generale sarà utile il seguente teorema. 


Teorema 12.61. Sia p un numero primo e sia g(x) un polinomio irriducibile di grado 
m su Fp. Se n € N, allora g(x) divide il polinomio z?” — x se e solo se m divide n. 


DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che m divida n. Sia a una radice di g(x) in qualche 
estensione E di Fp. Poichè g(x) è irriducibile, g(x) sarà il polinomio minimo di a. 
Essendo il grado di g(x) uguale a m, sappiamo che a appartiene ad una estensione 
di F, di grado m, e quindi ad un campo finito con p™ elementi. Allora œ soddisfa 
l'equazione o?” — a = 0, di conseguenza a?” = a. Elevando questa uguaglianza 
7 —1 volte alla p” otteniamo aP™ = a. Questo implica che il polinomio g(x) divide 
r” r. 

Supponiamo che g(x) divida il polinomio f(x) = z?” — x. Poiché g(x) è ir- 
riducibile, l'anello quoziente K = F,[x]/(g(x)) è un campo. Essendo K anche 
finito, abbiamo |K| = p™. Sia œ = x + (g(x)) € K; allora g(a) = 0. Per ipotesi 
g(x) divide f(x), quindi anche f(a) = 0. Allora a appartiene al campo di spezza- 
mento K; del polinomio f(x). Poiché K = F,[a], abbiamo anche X CK. Quindi 
|Ki| = |K]4, dove d = [K1 : K]. Da |K| = p” e |Ki| = p”, concludiamo che 
p” = p*™ e dunque m divide n. O 
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Corollario 12.62. Sia p un numero primo, allora il polinomio x?" — x è divisibile in 
F,{x] dal seguente polinomio: 


pel nto 
(@? — 2) - I] fala) = 22 -= 1)... (2 -p+1): J] fla). 
aai a=1 


DIMOSTRAZIONE. Poniamo f(x) = x?” — x. Per il teorema 12.61 


pl 


9(x)=]]fa(®) divide f(z) 
a=l 


poiché i polinomi di Artin sono a due a due coprimi. D'altra parte, ogni elemento 
a € Fp soddisfa a?” = a, e quindi anche f(a) = 0. Questo dimostra che x? — x 
divide f(x). Poiché g(x) e x? — x sono coprimi, anche (x? — x)g(x) divide f(x). 
O 


Ora diamo un’altra applicazione del teorema 12.61. 
Proposizione 12.63. Sia p un numero primo. Allora p” =} dfn dNp(d). 


DIMOSTRAZIONE. Applicando il teorema 12.61 avremo 
g” -r= IH) € Fy[x] : g(x) irriducibile monico e deg g divide n}. 


Per la definizione di Np(n) i fattori di grado d nella parte a sinistra sono Np(d) quan- 
+.do d|n. Quindi calcolando i gradi a destra e sinistra, troviamo p” = $- yın dNp(d). 
O 


Grazie alla proposizione 12.63 si può calcolare ad esempio N,(2°) per ogni 


primo p e ogni s > 1, si veda l’esercizio 12.39. 
Usando la funzione di Möbius è possibile “invertire” la formula 


p” = YO dNp(d) 


din 
esprimendo Np(n) tramite le potenze di p. 


Definizione 12.64. Si dice funzione di Möbius la funzione u : N4 — Z definita da 


l,sen=1 
u(n) = 4 (-1)", sen = p1---pr con pi; ..., pr numeri primi distinti, 
0, sen è divisibile per il quadrato di qualche numero primo. 


Non è difficile dimostrare che u(mn) = u(m)u(n) qualora m ed n siano numeri 
naturali coprimi tra loro e che se n > 1 si ha }} n #(d) = 0, si veda l'esercizio 
12.43. 

Per calcolare la formula di Np(n) per ogni intero n, avremo bisogno oa 


seguente formula dell’inversione di Möbius. 
x 
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Lemma 12.65. Sia f una funzione N} — Z. Allora per la funzione F : N4 > Z 
definita da F(n) = Yan f(d) si ha 


Fin) = X u(n/d)F(d). 


djn 


DIMOSTRAZIONE. Si ha 


Puar -Euroa (st E 10) - 


din eln ejn dI(n/e) 


LD ue) j| fd=41)f(M= Fn). 
din \el(n/d) 

La penultima uguaglianza segue dal fatto che Va (n/a) (e) = 0 se n/d > 1. Quindi, 
nella sommatoria resta solo l’addendo relativo a n/d = 1, cioè d = n. Questo 
dimostra il lemma. O 


Teorema 12.66. Per la funzione Np(n) vale la formula Np(n) = 1 Yan ti(n/d)pî. 


DIMOSTRAZIONE. Ponendo f(m) = mN, (m) applichiamo la formula di inversione 
di Möbius alla formula p” = J ajn 4Np(d). D 


Esempio 12.67. Notiamo che la formula dell’inversione è applicabile anche in altre 
situazioni più generali. 

Sia (G, +) un gruppo abeliano e sia f : N4 — G una funzione. Definiamo la 
funzione F : N4 — G con F(n) = Fajn f(d). Allora ripetendo la dimostrazione 
del teorema 12.65 ricaviamo f(n) = Val 4(n/d)F(d). In caso di notazione mol- 
tiplicativa del gruppo abeliano (G, .) per una funzione f : N4 — G la funzione 
F : N4 — G si definisce con F(n) = [Jan f(d) e si ha la formula di inversione 


Fn) = ][F(MeM9. 


djn 


Applicando l’ultima formula alla (11) del lemma 12.49 ricaviamo 
Salz) = [[(22 - DAMA. 
djin 
12.9 Gli automorfismi di un campo finito 


Concludiamo questo paragrafo con lo studio del gruppo degli automorfismi di campo 
per un qualsiasi campo finito F. Dimostriamo infatti che Aut(F'} è ciclico. 
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Lemma 12.68. Sia F un campo finito di caratteristica p, |F| = p”. Allora 
D:F-F definitoda am a 
è un automorfismo di campo di ordine n. 
DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto ® è un omomorfismo di campo, in quanto 
Pfa +b) = (a + b)? = aP +P = (a) + S(b) 
in un campo di caratteristica p e 
(ab) = (ab)? = aPbP = B(a)P(b) 


in tutti i campi. Inoltre # non è nullo, pertanto È è iniettivo e, poiché il campo è 
finito, è anche suriettivo. 

Sia id l’automorfismo identico di F' e k = o(®). Per il teorema 12.61, per ogni 
a € F si ha a?" = a, da cui Ø” = ide quindi k < n. Poiché Ø* = id, allora a = a 
per ogni a € F, cioè F è contenuto nel campo di spezzamento di a" — x su Fo. 
Abbiamo dimostrato nel teorema 12.61 che tale campo ha esattamente cardinalità 
p£. Da questo segue n < k. O 


Definizione 12.69. L’automorfismo di Frobenius di un campo F di caratteristica p è 
l’automorfismo ® definito da œ > o? per a € F. 


Ogni potenza Ø" di $ è un automorfismo di F'. Vedremo nel teorema 12.73 che 
questi sono tutti gli automorfismi di F. 


Lemma 12.70. Sia F un campo di caratteristica p, F il suo sottocampo fondamen- 
tale e a € F. Allora D(a) = a see solo sea € Fy. 


DIMOSTRAZIONE. Sia a € F. Allora (a) = a significa che a? = a e cioè che 
a è radice del polinomio x? — x. Le radici di questo polinomio sono tutti e soli gli 
elementi di F,. Pertanto (a) = a see solo se a € Fp. O 


Lemma 12.71. Sia f(x) € Fp|z], F un'estensione di Fp e a € F una radice di 
f(x). Se $ è un automorfismo di campo di F, allora anche $(a) è radice di f(x). 


DIMOSTRAZIONE. Sia f(x) = ag + az +... + ant”, con a; € F, per ogni 
i = 1,...,n. Allora per l’esercizio 12.23, si ha g(a;) = a; per ogni i = 1,...,n da 
cui 


0 = (f (a)) = $(ao+a1a+...+ana") = a0+a16(a)+...+4(a)" = f($(a)). 
O 
Data una radice di un polinomio irriducibile su F, si possono ricavare facilmente 
tutte le restanti radici. Ricordiamo, che per il teorema 12.54 tutte le radici di un 
polinomio irriducibile su F, sono semplici. 


Dato un automorfismo « di un campo K, possiamo estenderlo ad un automorfi- 
smo 7 dell’anello K [z], ponendo 


P(k)= p(k) se k € K e p(x) =z. > 
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Lemma 12.72. Sia p un numero primo e sia f(x) un polinomio irriducibile su 
F, di grado n. Se a è una radice di f(x) in qualche estensione di F,, allora 


a,oP,...,0P" sono tutte le radici di f(x). 


DIMOSTRAZIONE. Sia E = Fy[a], allora, essendo f(x) irriducibile e di grado n, il 
campo E deve avere p” elementi; in particolare a?” = a. Sia Ø l’automorfismo di 
Frobenius di E, per il lemma 12.71 anche D*(a) è radice di f(x) per ogni s € N. 
Sia S= {D*(a) :0<s<n— 1}: allora S è un insieme invariante per È, cioè 
D(S) C S. Sia 

nel 
g(x) = II(-2%0) = bo+b1r+...+bnx”, dove b; € E per ogni i = 1,...n. 


8=0 


Allora, se 5 denota l’automorfismo di E[x] come definito prima di questo lemma, si 
ha 


k-1 
D(g(2)) =F (Ile E ra) = g(2), 


s=0 


da cui 
D(bo) +D(01)r +...+D(b2)x" = D(bo + biz +... + bns”) = 
= (g(1)) = g(z) = bo + biz +... + bns”. 


Di conseguenza D(b;) = (b:;) = bi per ogni i = 0,...,n, da cui b; € Fp per 
ogni î = 0,...,n, per il lemma 12.70. Quindi g(x) € Fp[z] e g(x) divide f(z) 
perché tutte le radici (œ) di g(x) sono anche radici di f. Essendo f(x) irridu- 
cibile, concludiamo che g(x) ~ f(x). Poiché f(x) non può avere più di n radici, 
a,aP,...,0P°° sono tutte le radici di f(x). D 


Teorema 12.73. Sia F un campo finito e sia P il suo automorfismo di Frobenius. 
Allora ogni automorfismo di F è potenza di ®, cioè il gruppo Aut(F) è ciclico. 


DIMOSTRAZIONE. Sia p la caratteristica di F°. Per il corollario 11.46 sappiamo che 
il gruppo moltiplicativo del campo F è ciclico. Sia œ un generatore di F \ {0}, allora 
F = Fp(a). Sia f(x) il polinomio minimo di œ su F, e sia n = deg f, allora per il 
lemma 12.72 a, P,...,0P""' sono tutte le radici di f (x). Notiamo adesso che un 
automorfismo £ : F — F è determinato dal valore £(a), poiché F = Fy{0]. Per il 
lemma 12.71, £(a} è ancora una radice di f(x), quindi £(a) = aP cond <k<n. 
Pertanto € coincide con D* su a e su Fp, per l'esercizio 12.23. Allora £ = 98. O 


12.10 Alcuni criteri utili per discutere la riducibilità dei polinomi 


(a) Teorema di Ruffini: Siano A un anello, a € A, f(x) € A[r]. H polinomio z — a 
divide f(x) se e solo se f(a) = 0. 
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(b) Siano K un campo, f(x} € K[z], deg (f) = n > 0. Il numero delle radici di f — 
inKè<n. 
(c) Siano D dominio fattoriale, F il campo dei quozienti di D, f(x) € Dia], 
deg (f) > 0. Allora 
f(x) irriducibile in Dx] = f(x) irriducibile in F[g]. 
(d) Criterio di Eisenstein: Sia f(x) € Z[x]. f(x) = anz” + ... + ao e p un primo 
tale che: 
(1) p divide a; per ogni i = 0,...,n — 1; 
(2) p non divide an; 
(3) p? non divide ap. 
Allora f(x) è irriducibile in Q|z]. 
(e) Polinomi di Artin: Sia f(x) € Z[z], f(x) = apx? +... + ao e p un primo tale 
che: 
(1) p divide a; per ogni i = 2,...,p- 1; 
(2) p non divide ap; 
(3) ap=—-a1= l(mod p). 
Allora f(x) è irriducibile in Q[x] e f(x) = z? — 2 + ap è irriducibile in Zp{z]. 
(f) Se K è campoe f(x) € K[z}: 
— sedeg(f)= 1, allora f è irriducibile; 
— se deg (f) = 2 oppure 3, allora f è riducibile se e solo se ha radici in K; 
— sedeg(f) > 4, allora f può essere riducibile e senza radici in K. 
(g) Siano f(x) = anz” +... + ao € Z[z] e E € Q uno zero di f, con (r, s) = 1. 
Allora r|ao ed s|an. 
(h) Gli irriducibili in R[x] sono: 
— ipolinomi di grado 1; 
— i polinomi di grado 2 con discriminante negativo. 
(i) Gli irriducibili in C{x] sono i polinomi di grado 1. 
(j) Siano f(x) € Z[x] un polinomio primitivo, f(x) = anx” +. . .+aọ, e p un primo 
che non divide an. Tramite l’omomorfismo Z[x] — Zp[z], si riduce il polinomio 


modulo p: 
f(z) = Y apr" — F(z) = Vist. 


Allora pi 
— (x) riducibile in Z[e] + f(x) riducibile in Zp[z] e quindi 
- f(x) irriducibile in Zp[z] > f(x) irriducibile in Z[z]. 


12.11 Esercizi su campi 
Esercizio 12.1 Siano p # q numeri primi. Dimostrare che le estensioni semplici 
Q( VD) e ®V/9) di Q non sono isomorfe. 


Esercizio 12.2 Descrivere il campo di spezzamento del polinomio f(x) = z? — 2 


su Q[x]. 


Esercizio 12.3 Provare che ogni campo algebricamente chiuso è infinito. A 


2 
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Esercizio 12.4 Scomporre x4 + 4 in prodotto di polinomi irriducibili su R. 


Esercizio 12.5 Sia u = V5— v5. 


(a) Provare che u è algebrico su Q. 
(b) Determinare il polinomio minimo f(x) di u su Q e il grado di u su Q. 
(c) Scrivere 4 come combinazione lineare di u e delle sue potenze. 


(d) Dire se Q(u) è campo di spezzamento per f(x) su Q. 
Esercizio 12.6 Sia u = Y2i- 1. 

(a) Provare che î e Y2 € Q(u). 

(b) Trovare il grado (Q(u) : Q]. 

(c) Dedurre che Q(u) = Qi, #2). 

(d) Trovare il polinomio minimo di u su Q, Q(i), O(72). 
Esercizio 12.7 Sia u = Y2 + Y4. 


(a) Provare che Q(u) = Q(72). 
(b) Dedurne il grado di u su Q. 
(c) Calcolare il polinomio minimo di u su Q. 


Esercizio 12.8 Sia u = V2 + vô. 

(a) Calcolare il polinomio minimo f(z) di u su Q. 

(b) Dire se Q(u) è campo di spezzamento per f(x) su Q. 
(c) Determinare il campo di spezzamento per f(x) su Q. 


Esercizio 12.9 Sia u = v5 — VII. 

(a) Provare che u è algebrico su Q e determinare il polinomio minimo f(x) di u su 
Q. 

(b) Verificare che Q(u) = Q(v5, VIT). 

(c) Dire se Q(u) è campo di spezzamento di f(x) su Q. 

Esercizio 12.10 Provare che il polinomio 75 — 5x + 1 è irriducibile su Q. 


Esercizio 12.11 Si scrivano 2 polinomi irriducibili, la dimostrazione dell’irriducibi- 
lità dei quali, sia una sfida per i colleghi che si sentono più bravi. 


Esercizio 12.12 Sia u = V3+3v2. 


(a) Determinare il polinomio minimo f(x) di u su Q. 

(b) Dire se Q(u) è campo di spezzamento di f(x) su Q. 
Re A _ _£2 

Esercizio 12.13 Siau= i 

(a) Calcolare il polinomio minimo f(x) di u su Q. 

(b) Provare che Q(u) = Q( 4⁄2). 


(c) Dire se Q(u) è campo di spezzamento per f(x) su Q. 
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Esercizio 12.14 Siano p un primo, K = F, e f(z) = æ? — x — 1 € K[e 


(a) Provare che f(x) non ha radici in K. 
(b) Trovare il campo di spezzamento di f(x) su K. 
(c) Provare che f(x) è irriducibile su K. 


Esercizio 12.15 Si dimostri che i polinomi 

f(x) = 6x + 10z* — 207? +14r— 2, g(x) = 6x" — 7x? +21r*— 98r? +87 -— 9, 
h(x) = x"! — 121z? + 2277 + 13275 — 154z + 10x — 10 

sono irriducibili in Q[z]. 


Esercizio 12.16 Si dimostri che il polinomio f(x) = 6x5 — 10x4 + 10x3 + 4z — 8 
è polinomio di Artin su Z e si discuta la riducibilità di f(x) in Q[r] e Z[x]. 


Esercizio 12.17 Siano 
K= F3[x]/(x? +1) e F= Fs[x]/(x? +x-1). 


(a) Dimostrare che K ed F sono campi. 

(b) Si dica se sono isomorfi e, se lo sono, costruire esplicitamente un isomorfismo 
p:K_F. 

(c) È possibile costruire un secondo isomorfismo 4 : K > F? 


Esercizio 12.18 Determinare gli elementi a di Zs per i quali il polinomio 
fa(x)=x°+r+a 
è irriducibile in Zs{[x] e quelli per i quali ha radici multiple. 
Esercizio 12.19 Si dimostri che il polinomio 
f(x) = 1201! — 3328 + 228 + 1324 + 154x? +10x — 5 
è irriducibile in Qfa]. 
Esercizio 12.20 Si consideri il polinomio f(x) = x4 + 1. 
(a) Si dimostri che f(x) è irriducibile in Q[x]. 
(b) Sia K = Q[x]/(f(2)), dove ({(x)) indica l'ideale principale di Q[x] generato 
da f(x). Si dimostri che K è un campo. 
(c) Si calcoli il grado [K : Q). 
(d) Si considerino i polinomi x? + 1 e z? — 2 come polinomi su K. Quale di questi 
polinomi è irriducibile e perché? 
Esercizio 12.21 Si consideri il polinomio 
f(x) = 327 + 4x8 — 905 + 1224 — 5x? + 6x? +3r+5 


e sia / l'ideale di Z[x] generato da f(x) e 2, T = (f(x), 2). Si dimostri che: 
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(a) I non è principale; 

(b) f(x) è irriducibile in Q[x]; 

(c) l’ideale I dell’anello Z.[x] è massimale; 

(d) f(z) è riducibile in Zs[x]. 

(e) Sia K = Q(a@) un'estensione tramite una radice a di f(x}; calcolare il grado 
[K : Q] e dimostrare che Q(a3) = K. 


Esercizio 12.22 Sia E un’estensione del campo K e siano @1,...,@n € E elementi 
algebrici su K. Dimostrare che K[a1,...,0n] = K(01,...: Gn). 


Esercizio 12.23 Siano F un campo e K il suo sottocampo fondamentale. Sia 
f:F-F 

un automorfismo di campo, si dimostri che f(k) = k per ogni k € K. 

Esercizio 12.24 Scomporre z? + 1 in prodotto di polinomi irriducibili su R. 


Esercizio 12.25 Si dimostri che il numero delle radici n-esime primitive dell’unità 
aspa ranie ym etii neei postivi mrimavi Aimavcaressrovpimiu. 


Esercizio 12.26 Decomporre il polinomio x!* — x nel prodotto di fattori irriducibili 


in ciascuno degli anelli Q[x], R[x], C[x] e Za. [e]. 

Esercizio 12.27 Si trovino tutte le coppie a, b € Zg tali che il polinomio 
Gase) = 17 +28 + ax? + br +1 

sia irriducibile in Z2[x]. 


Esercizio 12.28 Sia a = V2 + #5. Trovare i polinomi minimi di œ in Q[x] e in 


Q(V2) Ir]. 


Esercizio 12.29 Sia k # n un divisore di n. Dimostrare che il polinomio ciclotomi- 


co p(x) divide il polinomio Z=. 


“tsertizio T£3U”S1a"Y un campo”niiito e siano 41, ...,@n-1 tutu fu èlemetii non 
nulli di F'. Dimostrare che a, ...Gn-1= — 1. 


Esercizio 12.31 Sia F un campo finito con 9 elementi: determinare la caratteristica 
di F. Sia a un elemento di F diverso da 0 e +1. Dimostrare che af +a*+a?+1=0. 


Esercizio 12.32 Costruire un campo con 625 elementi. 
Esercizio 12.33 Trovare un isomorfismo fra i campi 
Znlz]/(z? +1) e Zu[el/(e2 +z + 4). 


Esercizio 12.34 Dimostrare che in Zp, p primo ci sono al più n soluzioni di z” = 1, 
per ogni n € N. E vera la stessa affermazione per Zm nel caso in cui m non sia 
primo? 
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Esercizio 12.35 Calcolare il prodotto di tutti i polinomi monici irriducibili su Za di 
grado < 2. 


Esercizio 12.36 Quali dei numeri 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 
19 e 20 possono essere cardinalità di un campo finito? Giustificare la risposta. 


Esercizio 12.37 Dimostrare che Q[x]/(x° — 5) è un campo e trovare l'inverso di 
z? +1. 


Esercizio 12,38 Sia p un numero primo. Dimostrare che il polinomio z?” — z è 
divisibile da ogni polinomio di Artin su F}. 


Esercizio 12.39 Calcolare: 


(a) Np(2*) per ogni primo p e per s > 1. 
(b) N2(3), N2(4) e N2(5), trovando esplicitamente i polinomi irriducibili; 
(c) N3(2), N3(3), N3(4). 


Esercizio 12.40 Dimostrare che f(x} = x? — 3x — 1 è irriducibile in Q[z]. Se u è 
la radice reale di f, trovare l’inverso di u? + 1 in Q[u]. 


Esercizio 12.41 Calcolare esplicitamente i polinomi ciclotomici D12(x), Pr0(7), 
Pao (T) e Deo (2). 


Esercizio 12.42 Calcolare il numero dei polinomi di grado n su un qualunque 
campo finito F. 


Esercizio 12.43 Sia u la funzione di Möbius definita su N. Dimostrare che 


p(mn) = u(m)u(n) 
se m ed n sono numeri naturali coprimi tra loro e che 37] (d) = O se n > 1. 


Esercizio 12.44 Dimostrare che per la funzione di Eulero (n) vale la formula 


p(n) = YO u(n/d)d. 


dn 


Esercizio 12.45 Si provi che il numero n^ — 37? + x — 1 è trascendente sul campo 


Q. 


Esercizio 12.46 Determinare per quali valori del numero intero k il polinomio 
f(x) = zt + kz? + 1 è irriducibile su Z. 


Esercizio 12.47 Sia K un campo di caratteristica zero e sia f(x) un polinomio di 
grado > 0 su K. Per k € N4 un elemento a € K è una radice di molteplicità k 
di f(x) se e solo se a e radice di f(x), f'(x), ..., {#74 (x), ma non è radice di 


FP). 
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Esercizio 12.48 Sia K un campo e sia f(x) un polinomio di grado > 0 su K. Di- 
mostrare che f'(x) = 0 se e solo se char K = p per qualche primo p e f(x) ha la 
forma f(x) = ao + apx? + azp®? +... + axp*P per qualche k € N} e aip € K 
per i = 0,1,...,k. Inoltre, se K è anche finito, allora f'(x) = 0 se e solo se 
f(x) = g(x)P per qualche g(x) € K[z]. 


Esercizio 12.49 Dimostrare che l'insieme degli elementi algebrici di R su Q è 
numerabile. 


Esercizio 12.50 Sia n > 2 un numero naturale e sia K il campo di spezzamento del 
polinomio P, (x) su Q. Descrivere il gruppo di automorfismi di K. 


Esercizio 12.51 Sia G un gruppo ciclico di ordine n. Dimostrare che l'anello grup- 
pale R[G] definito nell’esercizio 9.20 è isomorfo a R x C* sen = 2k +1ea 
R x R x Ct! se n = 2k. 


Esercizio 12.52 Sia G un gruppo ciclico di ordine n. Dimostrare che l’anello grup- 
pale Q[G] definito nell’esercizio 9.20 è isomorfo al prodotto [Jan ®(£u), dove 
Q(é4) denota il campo di spezzamento del polinomio ciclotomico 4 (£). 


Esercizio 12.53 Sia G il gruppo ciclico di ordine 8. Descrivere l’anello gruppale 
Q[G]. 


Esercizio 12.54 Siano G il gruppo ciclico di ordine n e X un campo la cui caratte- 
ristica non divide n. Dimostrare che: 


(a) l'anello gruppale X[G] S F, x... x Fs, ove F; è estensione finita del campo K 
di grado d; e vale Y};_, di = n; 

(b) se K è algebricamente chiuso, allora K[G] = K”. 

Esercizio 12.55 Sia G il gruppo Z} e sia K un campo di caratteristica diversa da 2 o 


un anello commutativo unitario dove 2 è invertibile. Dimostrare che l’anello gruppale 
K[G] è isomorfo a K?". 


Esercizio 12.56 * Sia G il gruppo Zs x Zg. Descrivere l’anello gruppale R[G]. 
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Svolgimento e suggerimenti per la risoluzione di alcuni 
esercizi 


13.1 Esercizi del capitolo 1 


1.4 (a) P(S NT) S P(S) e P(S NT) C P(T) per l'esercizio 1.2. Per dimostrare 
l’altra inclusione basta notare che ogni A € P(.5) NP(7) è contenuto sia in S sia in 
T, e quindi A C S NT perPesercizio 1.3. 


(b) Sia A € P(S) U P(T), allora A € P(S) oppure A € P(T), cioè A C S 
oppure A C T; in ogni caso A C S UT. L'inclusione può essere stretta. Infatti, se 
per esempio S = {0,1,2}, T = {0,3} e A = {1,3}, si ha A € P(S UT), ma 
AEP(S)UP(T). 

(c) Se per esempio S C T, SUT = T e P(S) U P(T) = P(T). Viceversa 
supponiamo che P(S) U P(T) = P(SUT) eche S Z T. Pertanto esiste s € S\T. 
Considero A = {s} UT C SUT. Allora A ¢ P(T) e quindi A € P(S), cioè 
TCS. 


1.5 (c) Siano a, b, c tre elementi distinti di un insieme X. Si prendano ad esempio gli 
insiemi S = {a,b}, T = {a,c} e V = {b,c}. Allora 


(S\T)\V=0#5\(T\V)={b} e S\T#T\S5. 


1.10 (a) Sia a € f7!(B), allora, per definizione di immagine inversa, si ha che 
f(x) € B. 

(b) Basta prendere una funzione non suriettiva, per esempio f : Z — Z tale che 
f(x) = 22, e un insieme non contenuto nell'immagine di f, per esempio B = {1,2}. 


Allora 
fB) ={1,-1} e f(f!(B))={1}#8. 
(c) Quando f è suriettiva. 


1.11 (a) L'applicazione f non è suriettiva perché f(X) C B, I F(X) # 
per ogni X € P(A). Inoltre f non è iniettiva perché A # Be f(A)=0= f(B > 
(b) FT {{B}) = P(A\ B). 
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1.12 (a) No, perché A # Be f(A) = B = f(B). 
(b) Si osservi che F(X) C B e quindi A # f(X) per ogni X € P(A). Allora 
f(P(A)) E P(B), ma anzi coincidono poiché se X € P(B) si ha f(X) = X. 
(c) 
fB) = {X € P(A): X 2 B}, FA) =0, 


f0) = {X e P(A):XnB=0}=P(A\B). 


1.13 L'identità f o (f o f) = ida implica che f è suriettiva e che f o f è iniettiva, 
quindi nuovamente f è iniettiva. Allora f è biettiva. 


1.14 (a) È ovvio. 

(b) Se f, è iniettiva, allora la composizione f, o jx è iniettiva per il lemma 1.22. 
Per (a) anche la composizione jy © f è iniettiva. Dal lemma 1.25 si conclude che f è 
iniettiva. Una dimostrazione diretta alternativa è la seguente. Supponiamo che f, sia 
iniettiva. Siano a,b € A tali che f(a) = f(b), allora 


fe({a}) = f({a}) = {f(a)} = {F(0)} = f({5}) = f({0}). 


Poiché f, è iniettiva, si avrà {a} = {b} e quindi a = b. 

Sia ora f iniettiva. Supponiamo f.(B) = f.(C), con B,C € P(A). Supponia- 
mo per assurdo che B non sia contenuto in C. Allora esiste un elemento b € B \ C. 
Poiché 


F(b) € f(B)= f.(B)= f.(C) = F(C), 


esiste un elemento c € C' tale che f(b) = f(c), da cui b = e € C, in contraddizione 
con quanto supposto. Quindi B C C'e analogamente si prova C C B, da cui la tesi 
B=C. 

(c) Supponiamo che f, sia suriettiva. Allora esiste A € P(X) con 


S.A) = f(4)=Y, 


quindi anche f(X) = Y e pertanto f è suriettiva. Se invece f è suriettiva e C C Y, 
allora f(f71(C)) = C, dunque C = f.(f71(C). 


1.15 (a) Supponiamo che f* sia iniettiva. Allora essendo f*(Y) = f*(f(X)) con- 
cludiamo che Y = f(X), cioè f è suriettiva. Viceversa, sia f suriettiva, cioè 
Y = f(X). Allora f, o f* = idp(y) essendo f(f-*(B)) = B per ogni B € P(Y). 
Quindi, f* è iniettiva per il lemma 1.25. 

(b) Sia f* suriettiva e supponiamo per assurdo che esistano x # y in X con 
f(x) = f(y). Poiché f* è suriettiva, esiste B € P(Y) tale che {x} = f*(B). Ma 
y € f*(B) e quindi si avrebbe x = y. Da questa contraddizione concludiamo che f 
è iniettiva. Supponiamo ora che f sia iniettiva e A € P(X), allora f_!(f(A4))= A, 
cioè A = f*(f(A)). Questo dimostra che f* è suriettiva. 


1.16 L'idea è di definire f(a1) = az e proseguire definendo f(s1(a1)) = s2(a2) 
e così via: se f(n) è stata definita per un certo n € Ni, definiamo f(si(n)) = 
s2(f(n)). Sia E = {n € Ni : f(n) è definita}. Allora a, € E ese n € E, allora 
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anche s1(n) € E essendo f(s1(n}) = s2(f(n)) definito. Pertanto per (P5), si ha 
E = N4, quindi f è definita su tutto N. Resta da provare che f è una biezione. 

Sia A = {p € Na: esiste n € N; con f{n) = p}. Allora az = f(a,) € A, e se 
p € A, allora p = f(n), da cui s2(p) = so(f(n)) = f(si(n)) e quindi s2(p) € A. 
Pertanto per (P5), A = N2 e f è suriettiva. 

Sia I = {m € N; : se f(m) = f(n) per qualche n € N, allora m = n}. Allora 
a; € I perché se f(a) = f(n) per qualche n € Ni e supponiamo per assurdo 
n # a1, esiste i € Ni, con n = sı (ñ) da cui 


az = f(a) = f(n) = f(s1(#)) = s2(f(#)) 


che contraddice (P3). Sia ora m € T, e supponiamo f(s1(m)) = f(n), per qualche 
n € N. Poiché s1(m) Æ a, per quanto appena provato si ha n # a, pertanto 
esiste è € N, conn = sı (ñ) da cui 


sa(f(m)) = f(s1(m)) = f(n) = f(s (ñ) = s2(f(#)) 


che implica f(m) = f(A) perché s2 è iniettiva e infine m = ñ, in quanto m € I. 
Allora s1(m) = sı (ñ) = n, cioè s1(m) € I. Concludiamo che 7 = N; per (P5), da 
cui f è iniettiva. 

1.17 Ragioniamo per induzione su ķ. Se k = 1, allora l’asserto è vero per m = n = 
0. Supponiamo k > 1 e che l’asserto sia vero per tutti numeri naturali < k. Se k è 
dispari, allora k = 2m + 1 e basta prendere n = 0. Supponiamo che k = 2k; sia 
pari. Allora kı < k, pertanto kı = 2™(2n + 1) per un opportuna coppia (m,n). 
Chiaramente k = 27°+1(2n + 1). 

Ora supponiamo di avere k = 2™ (2n + 1) e kı = 2™ (2n, + 1). Dimostrere- 
mo che le due coppie (m, n) e (m1, nı) coincidono ragionando per induzione su m. 
Osserviamo che m = 0 se e solo se mi = 0 non potendo È essere pari e dispari si- 
multaneamente. Se m = mı = 0 ricaviamo immediatamente anche n = ni. Questo 
prova che l’asserto è vero per m = 0. Se m > 0, allora anche m; > 0 e dall’ugua- 
glianza 2"*(2n + 1) = 2™ (2n; + 1) ricaviamo 2"-1(2n + 1) = 271-1(2n1 + 1). 
Per l’ipotesi induttiva (m — 1,n) = (mi — 1, n1) quindi (m, n) = (mi, n1). 


1.23 Ragionando per induzione su n supponiamo di avere (Y0}_i 1 ag)? < < i 1a. 


Allora, osservando che l’insieme {a1,...,Gn-1} G {1,2,..- ,@n—1}, si ha 
n-i Qn-1 
Sas Vga 1)Gn-1 < lan 1) (1) 
k=1 k=1 2 2 


Da (1) si ricava 


e di conseguenza 
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Aggiungendo ad entrambi i membri (YX21 ax)? si ha 


n 2 n—1 2 
(> x) < (£ a) + ai. 
k=1 k=1 


L'ipotesi induttiva permette di proseguire la disuguaglianza 
n-l 2 n 
(Da) tés Da 
k=1 k=1 


1.25 L'errore consiste nell’applicazione scorretta del principio di induzione. Nel pas- 
saggio da n — 1 ad n ad n si sfrutta implicitamente il fatto che n > 2 per poter 
affermare che gli insiemi {C1,...,Cn-1} e {C2,..., Cn} hanno intersezione non 
vuota. 


.1.26 Eleviamo tutto alla n, allora dobbiamo dimostrare che la seguente proprietà 


A(n) 
n 
102°... an L (2teto ra setta) 
n 
vale per ogni n-upla a1,...,Gn in R4. Si verifica facilmente che A(1) ed A(2) 
sono vere. Verifichiamo ora che A(t) implica A(2t) per ogni è > 1. Infatti, siano 
@1,@2,...,9; numeri reali positivi. Essendo A(t) vera si ha 
L 
ai taz +... +a; 
ala2’... e < (tette), (2) 
ma anche 
t 
die (start ton) ‘ (3) 
Moltiplichiamo tra loro le disuguaglianze (2) e (3) e otteniamo 
Q1'02%...0- Qt’ 4410042... 02 < 
ai +a +... + a $ at41 + Qt+2 F.. -+ 02 i 
aa a 


Considerando ora i due fattori del secondo membro della disuguaglianza così otte- 
nuta e utilizzando A(2) già dimostrata, si ha, elevando alla ż, 


< 


(tetta). (== A] 
t t 


< 


(= Ponti. dack asi tato t tae)" 
2 i 
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Mettendo assieme l’ultima disuguaglianza e la disuguaglianza (4) si ottiene la tesi. 
Supponiamo m > 2 e V (k) vera per tutti i k con 1 < k < m. Consideriamo due 
casi. Se m = 2t, allora 2 < t < me quindi possiamo supporre che A(t) sia vera. 
Per il fatto appena dimostrato questo implica anche A(2t) è vera. Si ottiene, dunque, 
la tesi nel caso m pari. 
Supponiamo ora m = 2t — 1, allora 2 < m e quindi 2 < t = (m + 1)/2 < m. 
Possiamo supporre che A(t) sia vera. Per il fatto appena dimostrato, questo implica 


che anche A(2t) è vera. La applicheremo ai numeri a1, @2, . . . , @2t—1; 8, dove 
_@rtaz+... +a- 
F 2-1 


è la media aritmetica. La disuguaglianza per il caso di 2t fattori porge: 


(utat ten) te) 


Q1 'a2-...* 02-18 < 
1:02 2-1 <( Di 


Ora a1 + a2 +... + 42;-1 = 8(2t — 1) e quindi sostituisco nel secondo membro 
della precedente disuguaglianza e divido tutto per s, ottenendo 


QQ. anas _ (ente sit 


s 2t ss 


Eliminando s e risostituendo l’espressione per s otteniamo 


ai 4 2t-1 
a1:02: -Qu-1 £ s% = (eiten) 
“ 3 2-1 


1.27 Si usi l'esercizio 1.26. 


1.28 Per il lemma 1.37, la prima affermazione è dimostrata. 
Proponiamo una dimostrazione della seconda basata sull’ uguaglianza 


UAS 6) 
k=1 k=1 


dove X = Uk-ı Ax è una partizione in insiemi finiti Ax. L'uguaglianza (5) segue 
dal fatto che se 


n 
Y =(] B: 
k=1 
è un altra partizione tale che esistono biezioni fx : Be —> Ax per k = 1,2,...,n, 


allora esiste anche un biezione f : Y + X; questa proprietà è una caso particolare 
dell’esercizio 1.58. Ora, per ricavare (5) nel caso n = 2 basta notare che se 


[Al = m e [A2] = ma 


allora esistono biezioni 
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Fk : {1,2,... mk} + Ák, k=1,2. 
Sia 
gif{mi+1,m,+2,...,m1 + ma} — Aa 


la biezione definita da g(m + s) = f2(s). Osserviamo che 
{1,2,...,m + ma} = {1,2,... mp} U {mi +1, mı +2,...,m + mo}. 
Allora fı e g danno luogo ad una biezione 
f:{1,2,...,m1 +M} > A1U Ao. 


Questo dimostra (5) nel caso n = 2. Ora il caso generale segue banalmente per 
induzione su n. 
Tornando all’asserto dell’esercizio, notiamo che ci sono tre partizioni 


AUB=(A\B)U(B\A)U(AN B), 
A=(A\B)U(ANB) e B=(B\A)U(ANB). 
Applicando (5) troviamo 
|AU B|=|A\B]|+]|B\A4|+|ANB], 
|B|=|B\A|+|ANB| e |A|=|A\B|+|An Bd]. 
Ora si conclude facilmente. 


1.29 Usare la formula (5) ragionando analogamente alla seconda dimostrazione nello 
svolgimento dell’esercizio 1.28. 


1.30 Scegliamo x € X \ f(X} e definiamo un’applicazione iniettiva h : N + X con 

h(0) = x. Cominciamo ponendo A(0) = x. Supponendo di aver definito h(n) per 

qualche n € N, poniamo A(n + 1) = f(h(n)). Allora l'insieme A di tutti gli n € N 

per i quali R(n) è definito contiene 0 e se n € A, allora anche n + 1 € A. Quindi 

A = N per il principio di induzione. In questo modo h : N — X è stata definita. 

Supponiamo per assurdo che A non sia iniettiva. Allora esistono n < m in N con 
. h(n) = hm). Consideriamo l’insieme 


B = {n € N: h(n) = k(m) per qualche m > n} 


e supponiamo per assurdo che B non sia vuoto. Pertanto per il principio del minimo 
di N, esiste un elemento minimo n. di B. Se n fosse diverso da 0, allora 


fhln- 1)) = h(n) = h(m) = f(h(m-1)). 


Per l’iniettività di f concludiamo che h(n — 1) = h(m — 1) e quindi n — 1 € B 
contrariamente alla scelta di n come elemento minimo di B. Pertanto n = 0 e quindi 
h(0) = h(m) per qualche m > 0. Ora Da 
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z = h(0) = h(m) = f(h(m — 1)) 
contraddice la scelta di x con x € X \ f(X). L’assurdo dimostra che È è iniettiva. 


1.37 Per ipotesi esiste una biezione f : I + A, dove I = {1,2,...,n}o I =N. 
In entrambi i casi 7 ammette un buon ordine <, che si trasporta su A ponendo per 
definizione f(a) < f(b) qualora a < bin I. 


1.39 Consideriamo l'insieme Y di tutti i divisori di 15 ordinato per divisibilità: 
Y = {1,3,5,15} e a <b seesolose ajb. 


Allora (Y, <) = (Y, |) è un reticolo e non è totalmente ordinato perché 3 non divide 5 
e 5 non divide 3. Il sottoinsieme parzialmente ordinato X = {3,5} non è un reticolo 
perché 3 V 5 = 15 non esiste in X. 


1.41 Grazie al teorema 1.46, è sufficiente calcolare il numero delle partizioni su un 
insieme di 2, 3, 4 o 5 elementi. Si lasciano al lettore i primi 3 casi: le risposte sono 
2, 5 e 15 rispettivamente. 

Sia ora X = {a, b, c,d, e}. Contiamo le partizioni di X: 

- 1 del tipo {{a}, {b}, {c}, {d}, {e}}; 

- 1 del tipo {a,b, c, d,e}, 

- 5 del tipo {{a}, {b, c,d, e}}, 

- 10 del tipo {{a, b}, {c,d, e}}, 

- 10 del tipo {{a}, {b}, {c,d, e}}, 

- 15 del tipo {{a, b}, fe, d}, {e}}, 

- 10 del tipo {{a, b}, {c}, {a}, {e}}; 


per un totale di 52 partizioni e relazioni di equivalenza. 
1.42 Ragionare per induzione. 


1.43 (a) Sia a un minimo di X. Se b è un altro minimo, allora a < beb < a,e 
pertanto per la proprietà antisimmetrica a = b. 
(b) segue da (a) e dalla definizione di estremo superiore (inferiore). 


1.44 Se a è massimo, a > x per ogni x € A, pertanto se si ha a < b si conclude che 
a = b, cioè massimale. 

Viceversa supponiamo a massimale. Sia b un elemento di A, poiché l’ordine è 
totale a < b oppure b < a. Se a < b, dal fatto che a è massimale si deduce che 
a = b, pertanto in ogni caso si ha b < a. 


1.45 Rifiessiva: n|n perché n = 1n, 

antisimmetrica: n|m e m|n implicano m = rn = r(gm), cioè rg = 1er,g e N 
implicano r = q = 1, cioè m = n, 

transitiva: n|m e m|l implicano | = qm = g(rn) = (rq)n, cioè nil. 

Il minimo deve essere un elemento x di N tale che x|n per ogni n € N, cioè 
x = 1. Il massimo y invece deve essere tale che n|y per ogni n € N, cioè y = 0. 


1.46 Le catene di lunghezza 4 sono tre: {1, 2, 4,20}, {1,2,10,20} e {1, 5, 10, 20}. 
Inoltre notiamo che tra tutte le coppie non ordinate di due divisori distinti di 20, solo 
{2, 5}, {5,4} e {4, 10} non formano una catena. 
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1.47 Se a è massimale, allora se a < x, si ha a = z per ogni x € X. Sia dunque 
z € X esiab = a V z. Allora b > a, quindi a = b, cioè a > z. Concludiamo che a 
è massimo. 


1.48 Tra i divisori propri di 30 gli elementi minimali sono 2, 3, 5 e gli elementi 
massimali sono 6, 10 e 15. 

Tra i divisori propri di 56 gli elementi minimali sono 2 e 7 e gli elementi 
massimali sono 8 e 28. 

Tra i divisori propri di 120 gli elementi minimali sono 2, 3, 5 e gli elementi 
massimali sono 60, 40 e 24. 


1.50 Supponiamo n < m, allora una catena di lunghezza m +n — 1è 


{(1,1), (2,1), (3,1),..., (n, 1), (n,2),(n,3),....(n,m)}. 
Ora dimostrare che ogni catena in X ha lunghezza < m +n — 1. 
1.51 Applicare l’esercizio 1.50. 


1,52 Dimostriamo che dati due elementi f, g di LX, questi ammettono massimo e 
minimo. Definiamo la funzione h(x) = f(x) V g(s): è ben definita perché L è un 
reticolo e f(x), g(x) sono due elementi del reticolo. Allora h = f Vg. Analogamente 
per l’estremo inferiore. 


1.53 La dimostrazione che R sia una relazione d'ordine deriva dal fatto che < è 
una relazione d’ordine in S. Vediamo per esempio la dimostrazione della proprietà 
antisimmetrica: i 
FRg e gRf implicano che f(x) < g(x) e g(x) < f(x) per ogni z € S. Per la 
proprietà antisimmetrica di <, si ha f(x) = g(x} per ogni x € S, cioè f = g. 
Supponiamo che R sia di ordine totale e supponiamo che esistano due elementi 
distinti x ed y in S. Consideriamo la funzione f : S + S tale che 


f(a)=y, f(y)=x e f(2)=zperognialtro z € S,2#7,2z#y. 


Allora f ed idg sono due elementi di 55, pertanto devono essere confrontabili ri- 
spetto alla relazione R. Allora si avrà o fRids oppure ids Rf. Nel primo caso si 
ha f(x) = y < idg(x) = x e f(y) = x < ids(y) = y, da cui si ricava z = y. Si 
conclude allo stesso modo nel secondo caso. 

Se S contiene solo un elemento, allora anche S contiene solo un elemento e 
l’ordine è totale. 5 
1.54 Per ogni funzione f : X — {0,1} si ha 


f=o({reX:f(2)=1}), 


pertanto y è suriettiva. D'altra parte, se xa = Xps, allora A = B. Infatti, se a € A, 
allora xg(a) = xa(a) = 1, perciò a € B e dunque A C B. Analogamente si vede 
che B C Ae quindi A = B. Questo dimostra che è anche iniettiva. 


1.57 (a) Considerare la corrispondenza ((a1, az, . . . @n-1), an) + (01,02,-..,0n). 
(b) Daremo una dimostrazione per induzione su n. Sia A(n) l’affermazione che la 
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formula è vera per tutte le n-uple di insiemi finiti A1, A2,..., An- Ovviamente A(1) 
è vera. Supponiamo ora che siano vere tutte le A(k) con k < n. Poniamo B = 
Ai X Ag X ... X An-1. Allora |A; X Ag X ... X An-1 X An] = |B x Anl. Per 
l’ipotesi induttiva 


|B x An|=|B|-JAnl e 18|=|A1|-|4al:.---|An-al: 
Ora la tesi segue immediatamente. 


1.60 Da |A| < |B| concludiamo che esiste un'iniezione f : A — B. Per definire 
un’applicazione suriettiva g : B —> A scegliamo un elemento arbitrario an € A e 
poniamo g(b) = a se risulta b = f(a) per qualche a € A, che è necessariamente 
unico. Se b € B \ f(A) poniamo g(b) = ao. Se esiste un’applicazione suriettiva 
B + A, allora il teorema 1.63 implica che esiste un’applicazione iniettiva A — B, 
e quindi vale |A| < |B|. 

1.61 La funzione lineare l; : [0,1] — [--1,1] definita da (x) = 2x — 1 è una 
biezione. Verificare che l'applicazione A : [—1, 1] — (—1, 1) definita da 


LL di 
TH: ser=7connEeZen>0 


hae)=< 7, ser=1conneZen<0 
x, senz Æ 1 per tutti gli n € Z 
è una biezione. Infine la funzione f : (—1, 1) — R definita da f(x) = arctan 5%, 
una biezione. Basta prendere la composizione f o hol : [0,1] > R. 


1.62 Notiamo che |X| < |P(X})| in quanto esiste l'applicazione jx : X > P(X) 
che manda ogni elemento x € X nel singoletto {x} e tale applicazione è iniettiva. 
Per dimostrare che non vale |X| > |P(X})| basta applicare il teorema di Cantor 1.18. 


1.64 (a) Per vedere che Z è numerabile definiamo un’applicazione è : Z — N con 


> 
naz 2n, sen>0 
—1-2nsen<0 


Non è difficile verificare che h è biettiva. Questo dimostra che Z è numerabile e 
implica anche che Z x Z è numerabile per il lemma 1.74. 
Poiché ogni numero razionale r si può scrivere almeno in un modo come 


rei, cona,be Zeb #0, 


esiste una suriezione Z x Z — Q. Poiché Z x Z è numerabile, allora anche Q risulta 
numerabile. 
(b) Per vedere che JP, An è numerabile basta trovare una suriezione 


f:NxN- LER 


n=l 
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Sia fn : N + An una suriezione che testimonia la numerabilità di A,. Definiamo f 
con f(n, m) = fn(m) per ogni n, m e N. 
Per la seconda parte si usi induzione su k e il lemma 1.74. 


1.65 Per ogni ¿ € I scegliamo una biezione h; : X; — Y;, che proviene dal fatto 
che |X;| = |Y;|. Ora definiamo h : X > Y ponendo h(x) = hi(x), se x € X;. È 
sufficiente verificare che h è una biezione. 


1.66 Consideriamo la famiglia di tutte le famiglie A = {X; : i € I} di sot- 
toinsiemi numerabili a due a due disgiunti X; di X. Ordiniamo X per inclusione. 
Allora (9%, C) è un insieme ordinato induttivo. Infatti, se € è una catena in %, allora 
UE € A, poiché A, B e |J € implica che A e B appartengono allo stesso membro 
della catena € e quindi sono disgiunti, Inoltre | ) € contiene ogni membro di € e quin- 
di è un maggiorante di € in (A, C). Quindi possiamo applicare il lemma di Zorn ad 
(A, C) e affermare che esiste una famiglia massimale M = {X; : i € I} € A. Sia 
Y = U{X : X; € M}. Allora X \ Y è finito. Infatti se fosse infinito, esisterebbe 
un suo sottoinsieme numerabile Z C X \ Y e la famiglia {Z} U M € Xe contie- 
ne strettamente M, assurdo. Aggiungendo l’insieme finito X \ Y a qualche membro 
Xio di M troviamo una famiglia M' = {X,U(X\Y)}}U{X;:1e Liz io} € A. 
Inoltre M’ è una partizione di X e quindi M’ è la partizione desiderata. 


1.67 Sia {X; : i € I} una partizione di X in insiemi numerabili, che esiste per l’e- 
sercizio 1.66. Allora |X; x {0, 1}| = |X;| per ogni è € F per il teorema 1.79. Poiché 
{X;x {0,1} : è € I} è una partizione di X x {0, 1}, basta applicare l’esercizio 1.33. 


1.68 Per l'esercizio 1.67, esiste una biezione f : X — X x {0,1}. Ora se poniamo 
Xi = f71(X x {i — 1}) per i = 1,2 abbiamo la partizione desiderata. 


13.2 Esercizi del capitolo 2 


2.1 Supponiamo per assurdo che questa intersezione non sia vuota, allora esiste 
x € R che appartiene a 2; ]n, +00[. Sia no la parte intera di z, no = |z]. 
Allora x non appartiene all'insieme ]mo + 1, c0[ e pertanto non può appartenere a 
quell’intersezione. 


2.2 Per dimostrare l'uguaglianza tra due insiemi, si dimostra l’inclusione del pri- 
mo nel secondo e del secondo nel primo, nota come doppia inclusione. Nel nostro 


caso 0 € ] — 1, +1 per ogni n € N, n > 1. Questo dimostra l'inclusione “2”. 
Dimostriamo quindi che 

vai BL KARA 

N H+] c {0}. 

n=1 
Sia x € NZa] — 3, +10. Se x #0, sia |e-!] = |z|- il modulo del suo inverso. 


Sia no = ||x7*{j, allora no < |e71| < no +1, da cui si ricava |z| > Hg e quindi 
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T E ale 
notl’ no+1| 


Pertanto se x # 0, x non può appartenere a quella intersezione, da cui si deduce che 
l’unico elemento contenuto nell’intersezione è 0. 


2.3 Per j = 0,1,...,n poniamo pra = ja — [ja| e per j = 0,1,...,n — 1 consi- 
deriamo l'intervallo 4; = [i, #t‘]. Allora gli n + 1 numeri a; sono a due e due 
distinti, perché a è irrazionale, e Sono disposti in n intervalli A;. Per il principio di 
Dirichlet, esiste j tale che as,a¢ € A; con 1 <s<t<n. Quindi 


|(s-t)a — k| = |as — u| < 1/n 
per qualche k € Z. Poiché 0 < |s — t| < n — 1, questo risponde anche al secondo 
quesito. 


2.5 Traslando per —z;, la retta ¿ in questione diventa una retta che passa per l'origine 
e per il punto z2 — zı ed è pertanto definita dai punti {A(z2 — z1) : A € R}. Ora 
traslando questa retta per zı troviamo che la retta / è definita dai punti 


zı + A(z2 — 21) = (1 — à)zı +àÀz2 


per À € R. I punti del segmento [z1, z2) sono ottenuti con 0 < À < 1. 


2.7 Rappresentiamo il triangolo nel piano di Argand-Gauss. Traslandolo possiamo 
supporre che uno dei vertici coincida con l’origine 0 e pertanto i vertici del triangolo 
saranno 0, a e b con a, db € C. Usando gli esercizi precedenti si vede facilmente che 
i punti della mediana che passa per 0 sono della forma ud, mentre i punti della 
mediana che passa per b sono della forma 


AZ + (1 -= A)b, 


dove u,à € R. Il punto m dell’intersezione di queste due mediane corrisponde a 
valori di x e À che soddisfano 


atb 
2 


a+ (1-1)6=% 


Da questo segue 


Poiché i vettori a e d sono linearmente indipendenti, abbiamo 


A E OE EE 
SITE AE: 


ate 


Di conseguenza p = À = 2. divide 


entrambe le mediane in rapport 


noti che il punto di intersezione m = 


A 
2 
Si 
rto 2: 1. 
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sie 


Analogamente si dimostra che la mediana che passa per il punto a passa anche 
per il punto m. 


2.9 Se a, b, c, d sono i quattro vertici di un quadrangolo, i punti medi sono 


a+b b+c c+d d+a 
> Aa a 


Ora basta applicare l’esercizio 2.8. 


2.11 L’area S del triangolo coincide con il prodotto leleine, dove y è l’angolo tra 
0a, e 0b in senso antiorario. L'angolo p coincide anche con l’argomento del numero 
complesso z = b/a, perciò 


snp- MO 223 Oa- 


Iz] 2lzli 2/bli 


Di conseguenza 
gz la|? - (b/a — b/a) _ ab -— ab 
p di Ma 


Questo è il valore “algebrico” dell’area, che può essere negativo se 6 < 0. Il valore 
assoluto dell’area è EA, 


2.12 
T-6i 4 33 2i APE S) 


273i 13 I3 CFT a a 


-EE COLON 
-7V3 = TV3(cos7 + isen(7)); 
(1+iv3) = (1-3+12v3) = (-342) = a( cos (57) +isen (7): 


2.13 


2 2 3 
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2.15 Per fare questi calcoli ricordiamo che cos(7/3) + isen(r/3) è radice sesta 
dell’unità, e cos(117/6) + îsen(117/6) è radice dodicesima dell’unità. 


a +i) = [0 + i)e = (2) = - 2485; 
(1+iv3)®? = [2(cos(r/3)+isen(r/3)] = 2°°[(cos(r/3)+isen(r/3)6]" = 2%; 
(V3 — i)?!9 = [2(cos(117/6) + isen(117/6))]?!? = 
= 2210[(cos(117/6) + isen(117/6)6]® = 2210(-1)95 = —22, 


Un modo più veloce di fare questi calcoli è osservando, per esempio, che 
(1+iv3) =1+3v3i-3-3-i3v3=- 


o infine 


(V3 — i} = 3V3 — 9i — 3V3 — i = 8i. 
2.16 
Z= p(cos(—p) +isen(—p)) z7? = pt (cos(—p) + isen(—ọ)). 
2.17 Sia z = p(cos(p) + isen(p)) € C soluzione dell’equazione zt + i = 0. Allora 


pî=1, 4p =3/2r +2kr = p=1, y =3r/8+kr/2, k= 0,1,2,3. 


2.22 (a) Si applichi la formula del binomio per (1 + i)” 
2.24 


Z N 
4 9 
N gf 

STA 


L'insieme ordinato dei divisori di 36 
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60 


MK 


IX XI 
bd 


L'insieme ordinato dei divisori di 60 


2.25 Siano a, b, c ì tre elementi distinti dell insieme X. Allora i possibili ordini sono: 
(1) nessuna coppia di elementi è confrontabile, cioè l’ordine è discreto: dati 
z,y € X con v Æ y, si ha 


ty e yfe; 


(2) due elementi sono confrontabili e il terzo non lo è con nessuno degli altri due: 
ci sono 6 ordini di questo tipo 


b<c,c<ha<bb<a,a<cec<a: 


Svolgimento e suggerimenti per la risoluzione di alcuni esercizi 331 


(3) i tre elementi formano una catena; a < b < c, ci sono 6 ordini di questo tipo: 


(4) esiste un massimo e l’insieme non è una catena: a < b > c (ci sono 3 ordini 
di questo tipo) oppure esiste un minimo e l’insieme non è una catena: a > b < c (ci 
sono 3 ordini di questo tipo). 


b a È a b b c a b 

A) a 

e. n e Ld vi vi 
C b c a b b a c 


In totale ci sono 19 possibili ordinamenti su un insieme con 3 elementi. 


S] 


2.26 Diamo un suggerimento. Gli ordini che hanno un elemento massimo o un ele- 
mento minimo sono facilmente riducibili all’esercizio 2.25. Resta da determinare il 
numero degli ordini che non hanno né un elemento massimo né un elemento minimo. 
Di questo tipo sono tutti gli ordini che hanno un elemento isolato (non confrontabile 
con gli altri elementi). Infine resta un ultimo tipo di ordine, senza elementi isolati, né 
minimi né massimi. 


13.3 Esercizi del capitolo 3 


3.1 Si han Am = (m,n) e n V m = m.c.m.(n, m) in entrambi casi. (N*, |) non è 
limitato perché non ammette massimo che avevamo dimostrato essere lo zero di N. 
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3.6 Supponiamo che po = 2, p1, 72 - - - , Pn Siano tutti i numeri primi del tipo 3k +2 
e consideriamo il numero N = 3p1p2 ... Pn + 2. Poiché 3 non divide N, i divisori 
primi di N sono dispari e del tipo 3k + 1 e 3k +2. Prodotto di numeri del tipo 3k +1 
è dello stesso tipo, quindi almeno uno dei divisori primi q di N è del tipo 3k + 2. Di 
conseguenza, q coincide con uno dei po, P1, P2, << Pn € 0 Æ Po perché N è dispari, 
assurdo, perché nessun p; può dividere N. Analogamente negli altri casi. 


3.9 Osserviamo che (30, 126) = 6 divide 42. Pertanto 
42 =6-7 = (126 — 30 - 4) -7 =126 30- (—28), 


da cui si ricava che le soluzioni sono del tipo x = —28 + z - 126/6. Quindi se 
cerchiamo tutte le soluzioni in Z126, queste sono 14, 35, 56, 77, 98, 119. 


3.10 Si vede facilmente che gli interi che soddisfano quella congruenza sono del tipo 
x = 36 + 29z e pertanto si avrà x = 7, 36, 65, 94. 


3.15 Notare che 74 =95 1 e 74 =g 1. Quindi 7° =100 1 e quindi le ultime due cifre di 
74k sono . ..01. Dalla congruenza 74 =25 1 dedurre che 72° =;25 1. Di conseguenza 


20: = 
720 =1000 1. 


3.17 Per verificare che 67 è primo basta controllare che nessun primo p è minore di 
V67, cioè, p = 2, 3, 5 e 7 divide 67. Si procede analogamente con 97, 193 e 257. 

(a) Da 25 =67 —3 ricavare, elevando al quadrato, 21? =g7 9 e 224 =g7 14. 
Moltiplicando la prima e l’ultima congruenza si ricava 23° =g7 25. Ora moltiplicare 
per 8 per ottenere 233 =g7 —1 e quindi, e 253 #67 1. Per gli altri divisori propri 6 
e 22 di 66 abbiamo 2° #67 1 e 222 #67 1. D'altra parte, dal lemma 3.35 sappiamo 
che 067(2) divide 66. Questo permette di scrivere 067(2) = 66 perché ogni divisore 
proprio di 66 divide uno dei divisori 6, 22 e 33. 

(b) Da 2° =97 27 e 2” =97 31 ricavare moltiplicando 219 =97 61 =97 —36 e 
elevando al quadrato 23? =g7 35. Moltiplicando le ultime due congruenze si ottie- 
ne 248 =97 1. Poiché 215 97 1 e 224 #97 1 (spiegare perché!) si conclude che 
097(2) = 48. 

(c) Per 193 notare che partendo da 22° =193 59 si ricava 219 =193 —84 e, 
elevando al quadrato, 232 =193 108. Moltiplicando le due congruenze si ottiene 
218 =193 —1, che permette di affermare 0193(2) = 96. 

(d) Per 257 = 28 +1siha 28 =257 —le quindi 216 957 1. Ora 0257(2) = 16. 


3.18 Si faccia induzione sul numero s di primi che compaiono nella fattorizzazione 
di n in primi. Se s = 1, allora n = p* e 


k k 
Y gld) = Y ol) =1+9 9-1) =1+(p-1)(1+p+...+pî-1) = pf. 
din i=0 i=1 
Sia ora n = pi - p3? -... - pf e poniamo m = pil | pi? -> pea. Allora i 
divisori di n sono tutti i divisori di m e poi tutti i divisori del tipo dpÎ, ove d divide 
me 0 x< i< ks. Possiamo applicare l’ipotesi induttiva ad m e quindi 
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DVORDI OEDD (© aas) È 


din dim dim \i=l 


ks De 
=m+), ( o) =m+) gld) (x o) a 
Ù i=l 


djm \i= dim 


=m+ Xela) (ph - 1)=m+m-pl-ma=n. 
dim 


3.19 (a) Se esiste d € N con 1 < d < b e d|b, allora d < dè un divisore proprio di 
fs(d), che pertanto non può essere un primo. 

(b) Le prime verifiche sono immediate, per b = 17 si utilizzi l'esercizio 3.4 e per 
b = 41 si facciano le opportune verifiche. 

(c) Supponiamo b > 7. Notiamo che per x = 2,3, 4, 5, 6, si ha 


g(x — 1) = 2,6, 12, 20,30 
rispettivamente. Se 
fee) =z? -x+b=2x(x-1)+b 


è un polinomio di Eulero, allora per il punto (a), b è un primo. Inoltre da quanto 
appena osservato e dalla definizione si ha che anche b + 2, b + 6, b + 12, b + 20 e 
b + 30 devono essere dei primi. Quindi in particolare b deve essere il più piccolo di 
una coppia di primi gemelli. Osserviamo che, poiché b è un primo, b =g 105. Ma se 
fosse b =g 1, allora b+ 2 =6 3 e quindi b +2 sarebbe divisibile per 3 e non potrebbe 
essere un primo, 

Vediamo quale può essere l’ultima cifra di b. Se fosse b =10 5, b sarebbe divi- 
sibile per 5 e quindi non potrebbe essere un primo. Se fosse b =10 3, b + 2 sarebbe 
divisibile per 5 e infine b =10 9, b + 6 sarebbe divisibile per 5, in contraddizione con 
quanto richiesto. 

Concludendo abbiamo b =6 5 e b =10 1 oppure 7. Questo ci permette di conclu- 
dere allora che b deve essere del tipo b = 11 + 30k oppure b = 17 + 30%. Gli unici 
possibili primi che dobbiamo indagare sono: b = 11, 17, 41,47, 71,77 se vogliamo 
fermarci a 100. Ma 77 non è un primo, e 47 non è un primo gemello, infatti 49 non è 
primo. Per quel che riguarda 71, osserviamo che 71+2= 73 è un primo, ma 71+6=77 
non lo è già più. Se vogliamo continuare fino a 1000, è facile scrivere tutti i numeri 
del tipo descritto e poi basta avere sottomano una lista dei primi minori di 1000 per 
controllare che gli unici primi della forma b = 11 + 30k oppure b = 17 + 30k con 
b + 2 primo sono b =101, 107, 137, 191, 197, 227, 281, 347, 431, 461, 491, 521, 
617, 641, 821, 827, 857, 881. Per questi, un facile controllo mostra che almeno uno 
dei b + 6, b + 12, b + 20, b + 30, b + 42 o b + 72 non è un primo. 


3.20 Sem = q - r, dove r > 1 è un divisore dispari di m, allora 
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27 +1=(29+1)(290-0) —... +1) 


1<2%+1<2"+1, 


quindi 2”* + 1 non può essere primo. Non avendo m dei divisori dispari concludiamo 
che m = 2” per qualche numero naturale n. 


3.22 (a) Basta eseguire il prodotto di destra e osservare che si cancellano tutti i 
termini, eccetto il primo e l’ultimo. 
(b) Se mn, allora n = mg, pertanto 


(e — 1) = (2°)? 1) = (2° — 1)((2™)° 7} +... +e” +1) 


per il punto (a). Da questo si vede che (x”° — 1) divide (2° — 1). 
(c) Se z > 2, allora e” — 1 = (x — 1)(a°-1 + --- + + 1) per il punto (a), e 
quindi è divisibile per x — 1. Se d divide m allora zt — 1 divide x” — 1 per il punto 


b). 


3.24 Poiché 2P? =, 1 per il piccolo teorema di Fermat e 2” =; 1 per ipotesi, si ha 
che n divide p — 1 poiché n è primo. 


3.25 Per l'esercizio 3.24 ogni divisore primo p di M13 è del tipo p = 13k + 1. In più 
essendo p dispari, si avrà anche p = 26k + 1, in altre parole k può essere solo pari. 
D'altra parte, M13 < 91°, quindi p < 89 e quindi k = 1,2, 3 sono gli unici possibili 
valori di k. Per k = 1 risulta p = 27 non primo. Resta da verificare che 53 e 79 non 
dividono M3. 


3.28 Usare l’esercizio 3.56 (c) per il primo 5. 


3.31 Supponiamo per assurdo che ci sia un numero finito di numeri primi del tipo 
4k+1 eli elenchiamo: p1, P2, ...; Pn. Sia ora N = 4(pip2 ... pn)? +1. Perla nostra 
ipotesi N non può essere primo essendo maggiore di tutti i px. Sia p un divisore 
primo di N. Allora, per l'esercizio 3.32, p deve essere della forma 4k +1 e coincidere 
con qualche px, assurdo perché nessun px divide N. Similmente per i primi del tipo 
8k+1. 


3.32 (a) Essendo p dispari, per t = 23° abbiamo 1 =, af! = (a?) =, (—1}, 
quindi (-1)° = 1 e di conseguenza t = 2k è pari. Questo dimostra p = 4k + 1. 

(b) Dal punto (a) applicato ad a? concludiamo che p = 4t + 1 per qualche 
t € Z. Sia t = 273. Allora 1 =p a?! = (at) =, (--1)', quindi (—1} = 1 e di 
conseguenza t = 2k. Questo dimostra p = 8k + 1. 


3.35 Lo dimostriamo usando il principio di induzione nella seconda forma. Se n = 1 
allora basterà prendere cy = 1. Sia ora n un numero naturale e sia m il massimo dei 
naturali tali che m! < n, allora (m + 1)! > n. Grazie alla divisione euclidea di n per 
mi, esistono q,r € N, con 0 < r < m! tali che n = q- m! + r. Applichiamo ora a 
r <m! < n l'ipotesi induttiva. Otteniamo r = L{_,c; + él, con 0 < c; < i. Poiché 
r < mi, la sommatoria precedente si arresta ad m — 1, cioè r = smile «il, con 
0 < c < è. Pertanto 
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m—l 


n=q ml +r =q m! + D a-il = Dja il 


ponendo q = cm ed osservando che 0 < q = cm < m, cioè q < m + 1. Infatti 
(m+1)m!=(m+1)! >n =q m!+r > q-m!, da cui dividendo per m!, si ottiene 
q<m+l. 


3.43 Sia d = (x™ — 1, z” — 1) e sia c = (m,n). Poiché c divide sia m che n, avremo 
che x° — 1 divide sia (x”° — 1) che (x” — 1) per il punto b) dell’esercizio 3.22. 
Pertanto x° — 1 divide anche d. 

Poiché c = (m,n), esistono u,v € N tali che c = mu — nv. Allora d divide 
x — 1 e quindi divide anche z™” — 1 e analogamente d divide x" — 1. Allora d 
divide anche la loro differenza, cioè d divide 


(amm n 1) ai (at 5 1) =g" g” = gut (grumnv 5 1). 


Poiché x — 1 e x sono due numeri naturali coprimi, e d divide z™ — 1, si avrà che 
d è coprimo con x” e quindi divide 


(ameno 1) = 2°-1 


3.52 Notare che y(n) divide nl. 


3.56 (a) Sfruttare la formula CÈ = TE NI e il fatto che p divide il numeratore ed è 
coprimo con il denominatore. i 
(b) Segue da (a) per induzione su s. 


(c) 5 coincide con il numero dei multipli di p nel prodotto che definisce nl. 
Di questi |a] sono multipli di p?, e contribuiscono ciascuno con un altro fattore p, 
la] sono multipli di p3, e contribuiscono ciascuno con un altro fattore p, ecc. 


3.57 Usare l’esercizio 3.56 (c). 


13.4 Esercizi del capitolo 4 


4.1 Fissare n € N arbitrariamente e dimostrare per induzione su m che vale per tutti 
giim e N ; 


4.7 Sia S semigruppo finito ed x € S. Poiché S è finito, l'insieme {r® : n € Ni}. 
finito. Allora esistono î, j € N4 tali che i # j e x° = 27. Possiamo supporre î > © 
allora zÍ = zt = zti gi. Proviamo per induzione su n che 


zi = g-i) gi 
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per ogni n € N4. Il caso n = 1 lo abbiamo già provato. Supponiamolo vero per 
n — 1 > 1e proviamolo per n: 


ri = gl DE gi ping gi = pi-i) pi-i gi — grl- gi, 


Allora esiste k € N tale che K(i — j) > j. Quindi 
abi) ghi) — gkli-i)gkli-i iti — kli- gi gkli-)-i = 
= rfg- = ghlimd), 
cioè x*(i-i) è idempotente. 


4.8 Si applichino l’esercizio 4.7 ed il lemma 4.6 per dedurre che § è un monoide e si 
utilizzi il teorema 4.13 per concludere. 


4.9 Per l'esercizio 4.7, S ha sempre un idempotente, quindi deve valere a? = a op- 
pure b? = b in ogni tabella. Questo elimina le quattro tabelle con a? = be b? = a. 
Inoltre se vale b? = a, allora il semigruppo è abeliano. Infatti, se avessimo ab = b 
e ba = a, allora (ba)b = ab = b, mentre b(ab) = b? = a e quindi non varrebbe 
la legge associativa, In questo modo sono state eliminate altre 4 tabelle. Visto che ci 
sono 16 applicazioni distinte S x S — S, restano 8 tabelle che riportiamo qui sotto. 
Lasciamo al lettore la verifica che esse definiscono una struttura di semigruppo su S. 
Ci sono essenzialmente 4 strutture diverse — la prima, la seconda, la terza e la quarta, 
che risulta l’unica non abeliana. Le altre 4 strutture si ricavano scambiando sempli- 
cemente a e b. Le tabelle 1 e 5 presentano le due strutture in cui la moltiplicazione è 
una funzione costante su § x §, 


Tabella i Tabella 2 Tabella 3 Tabella 4 

ab . a b a b a b 
ajaa alba ajab ajaa 
bi aa b| ab b| bb b| bb 
Tabella 5 Tabella 6 Tabella 7 Tabella 8 

a b . a b . a b . ab 
al bb aj ab aļ aa a| ab 
b| bb b| ba b| ab bi ab 


4.10 (a) Si verifica facilmente che | soddisfa la proprietà riflessiva e transitiva. 
(b) Proviamo che | soddisfa anche la proprietà antisimmetrica. Siano a,b € S 
tali che a|b e bla. Allora esistono x,y € S tali che a = by e b = ar. Poichè 


bl =b =ar = (by)z = b(yzr) e al=a=by=(ax)y=a(xy), 


la legge di cancellazione valida in S implica che yg = 1 = xy, Per l'unicità 
dell’inverso si ha y = z = 1 e dunque a = b. 
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Poiché a = al per ogni a € S, risulta 1a per ogni a € S e dunque 1 è l'elemento 
minimo cercato. 
4.11 È facile verificare che (Q x Z*, -) è un monoide con elemento neutro (0, 1). Un 


elemento (g, m) € Q x Z* è invertibile se e solo se esiste (q', m’) € Q x Z* tale che 
(qm): (g m) = (q+ mg, mm’) = (0,1)=(9+m'a,m'm)=(g',m')-(a,m). 


Ciò accade se e solo seg+mg'=0=g/+m'gemm'=1seesolosem=m'=1 
eg+g' = 0 oppure m = m = —1 e q — q' = 0. Quindi gli elementi invertibili di 
Q x Z* sono tutti e soli della forma (g, 1), con inverso (—q, 1) e (q, —1), con inverso 
(q, —1). Infine (Q x Z*, -) non è abeliano perché presi gli elementi (g, m), (q, m) € 
Q x Z* cong # gem #1, non commutano. 


4.12 ({0}, +), ({1, —1}, :) e (Q+,-) sono gruppi mentre ({0, 1}, -) non lo è poiché 
l’elemento 0 non ammette inverso. 


4.14 È facile verificare che (Q* x Q, -) è un monoide con elemento neutro (1,0). 
Inoltre per ogni (a,b) € Q* x Q l'elemento (a71, —b) appartiene a Q* x Qe 


(a™}, —b) - (a, b) = (1,0) = (a, b) (a-1,-b). 


Quindi (Q* x Q, -} è un gruppo. Non è abeliano perché presi (a, b), (a, b’) € Q* x Q 
pp 
cona £ leb žb, 
(a, b) % (2,5) # (a, v) f: (a, b). 


4.16 Siano f € G e x,y € R. Allora f(x) = f(y) se e solo se ag + b = ay + b se 
e solo se ar = ay se e solo se x = y poiché a # 0. Dunque f è iniettiva. Inoltre f è 
anche suriettiva poiché per ogni y € Rsihay= f ( 2). Ciò prova che G C Sr. 
Siano f,g € G tali che f(x) = az + b e g(x) = cx + d per ogni z € R con 
a,c € R \ {0} e b,d € R. Allora (g o f)(x) = g(ar + b) = caz + cb + d per 
ogni x € Re quindi g o f € G poiché ac # 0. È facile verificare che (G, o) è un 
monoide con elemento neutro ¿idg e che ogni f € G è invertibile con inversa definita 
da f~t (x) = a-!x — È per ogni x € R. Ciò prova che (G, 0) è un gruppo. Infine G 
non è abeliano perché date f e g definite rispettivamente da 


zm 2r+5 e ze 3zr+1, 


sihagof#fog. 


4.17 Innanzitutto U è non vuoto poiché 1 € U. Inoltre u7} € U per ogni u € U. Per 
concludere si osservi che se u, v € U, allora 


(uv)(u tu!) = ulu uT! = uu! =1 = 


= vlu = vlu tuw = (vtu!) (uv). 


Quindi uv € U. 
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4.19 Considerare l’insieme X di tutte le famiglie linearmente indipendenti V di vet- 
tori di V e ordinare X con l'inclusione. Dimostrare che (X, C) è induttivo e applicare 
il lemma di Zorn per ottenere una famiglia massimale M. Dimostrare che M risulta 
una base. Sia B un altra base di V. Ogni elemento b € B determina univocamente 
un sottoinsieme f(b} di M che lo genera. In questo modo si definisce un’applica- 
zione y : B — Po(M), dove Poo(M) denota la famiglia dei sottoinsiemi finiti 
di M. Essendo b contenuto nel sottospazio generato da f(b) di dimensione |f(b)|, 
l’antimmagine di ogni F € Poo (M) può avere al più dim F elementi. Quindi esiste 
un’iniezione da -!(F) in N per ogni F € Py (M). Poiché 


Bevi 


FEPo0(M) 


per l’esempio 1.48, possiamo costruire una iniezione da 8 in Po (M) x N. Poiché 
[Poo(M) x NI = [Poo(M)| per il teorema 1.79, abbiano così dimostrato che |B| < 
[Po (M)|. Si dimostra facilmente che Poo (M) è equipotente a M, basta notare che 


Poo(M) = |) Pa(M), 
n=1 


dove Pa( M) denota la famiglia dei sottoinsiemi finiti di M con esattamente n 
elementi, e 
IPn(M)| < IMI? = |M] 


per il lemma 1.80 e per induzione su n. Questo dimostra che |B| < | M|. Scambiando 
i ruoli di 8 ed M proviamo anche |M| < |B]. 


4.20 Considerare R" come spazio vettoriale sopra R. 


13.5 Esercizi del capitolo 5 


5.1 Dimostriamo che l’ordine di ab divide mn. Per il lemma 5.3 risulta 
(ab)®” = arpa = (a™ y (b”)™ = n” pd 1 
e la tesi segue dal punto (a) del lemma 5.5. 


5.4 Si consideri un ciclo di lunghezza pari. 


5.7 La decomposizione di o in cicli disgiunti è o = (1 5 12)(2 6 9 11)(3 7 4108). 
Siano 71 := (15 12), T2 := (26911) e 73 := (37 4 10 8). Allora per il lemma 5.3 
risulta che 

o" = TTT 


per ogni n € Z. Osserviamo che: 
$ =id= r =r '; 
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4 =id= =r) 


F =id = nR =r. 
Quindi 


e T3 = ra; 


o? = (1 12 5X(2 9)(6 11)(3 48 7 10); 
o? = (211 96)(310784) e o5=(1125)(26911). 


5.11 Come si è visto nel lemma 5.31, (X) è un sottogruppo e quindi z”, y™ € (X} 
per ogni n,m € Z. Si può dimostrare per induzione su k che 


my praga. g ky" e (X), 
per ogni k € N4, ni, m; € Z. Pertanto l'insieme H è contenuto in (.X). Per l’altra 
inclusione basta vedere che H è un sottogruppo. Infatti, se 


ay shy”? h grey, ay xy p gry» E H, 


allora 
ary gramma gle gir dr gioia. gingi € H, 
Inoltre 
(cry pray, gykl = ye grey TT = 
= gly Pak ia ya y? 


che è ancora un elemento di H. 
La seconda affermazione segue dal fatto che, se z, y commutano, allora 


g™ A A E gray a qui tna.tregmitma. tm, 


5.12 Definiamo 
H= {hikihak2 ... hsks :8s E N4, hi € H, k; € K peri = 1,2,...,5}. 


Poiché {X} è un sottogruppo di G contenente H e K, (X) contiene anche i prodotti 
dei loro elementi e quindi hk € (X} per ogni h € H e k € K. Sfruttando (S1) della 
definizione di sottogruppo si può dimostrare per induzione su s € N4 che H C (X). 
Chiaramente 7 contiene sia H che K, poiché h = h1 per ogni h € H e k = 1k per 
ogni k € K. 

Per dimostrare l’inclusione (X) C %H basta quindi verificare che H è un 
sottogruppo di G. Infatti, se 


hi ki, hizkiz A hi, kiss e hiki hjskja Hy hj ki, EH, 


allora 
his kis hiakia -- - his kis hg kj jakia hg kg, EH. 


Inoltre 
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(hi kishiakia «+ hg) = eagle H. 


La seconda affermazione segue dal fatto che, se G è abeliano, allora gli elementi 
di H e K permutano e quindi hi, ki, Rizkia <- hi ki, = hk ove 


h = hi hiz.. hi, E H e k = ki ki, -.. ki, € K. 


5.14 Sia V = {(12)(34), (13)(24), (14)(23), id}. Essendo prodotto di trasposizioni 
disgiunte, ogni permutazione o di V ha periodo 2. Quindi a = 07* e V contiene 
dunque gli inversi di ogni suo elemento. È facile verificare che o o r € V per ogni 
coppia di permutazioni 0,7 € V. 


5.16 (a) Osserviamo che idg € C(R). Inoltre poiché la differenza di funzioni conti- 
nue è ancora un funzione continua, si ha che f — g € C(R) per ogni f,g € C(R). 
Per il lemma 5.29 possiamo concludere che C(R) è un sottogruppo di G. 

(b)-(c) Si ragioni come in (a). 


5.19 Poiché V è un gruppo abeliano, le classi laterali destre e sinistre di W coinci- 
dono. Si osservi che ogni vettore v € V si rappresenta come v = lei + sez + reg 
ovel, s,r € R. Quindi W +v = W + res. 


5.20 Sia k la dimensione di W. Si scelga una base e1,...,en di V tale che e1,...,e 
sia una base di W e si ragioni come nell’esercizio 5.19. 


5,21 Poiché (Z, +) è un gruppo abeliano, le classi laterali destre e sinistre di un 
sottogruppo H < Z coincidono. Dato n € N, un sistema di rappresentanti delle 
classi laterali del sottogruppo nZ di (Z, +) è 


0+nZ,1+nZ,2+nZ,...;:(n-2)+nZ,(n-1)+nZ 
e quindi |Z : nZ] = n. 


5.22 Ragionando come nell’esempio 5.59, si verifica che gli unici sottogruppi di 
(Z2, +), (Z3, +), (Zs, +) e (Z7, +) sono {0} eG. 

Se H è un sottogruppo di (Zg, +), allora |H| deve dividere 8 per il teorema di 
Lagrange. Quindi le sole possibilità sono |H| = 1, 2,4, 8. Si verifica che se H è uno 


dei sottogruppi 
(s) (fls), (Bls) (78), 


allora H = Zg. 
Sia H = ([4]g). Allora H = {[0]s, [4] } e quindi [G : H] = 4. Un sistema di 
rappresentanti per le classi laterali di H in G è 


[O] +H, [Hs +E = {[1]s; [5]s}, 


[2]s + Æ = {[2]s; [6ls}, — [3]s + Æ = {[3]s; [7]a}- 


Sia K = ([2]e). Allora K = {[0]s, [2]s, [4]s, [6]s} e quindi [G : K] = 2. Un 
sistema di rappresentanti per le classi laterali di K in G è 
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Os +K, [1]g+K={[1]s; [3]s, [5]s; [7]s}. 
Si ragioni in maniera analoga per (Zo, +) e (Z10, +). 


5.26 Poiché |S3| = 6, un sottogruppo H di S3 può avere ordine 1,2,3,6. Siano 
Tı = (23), T2 = (13), 73 = (12) e o = (123). Si verifica che (7;,7;) = S3 sei £ j 
e (7;,0) = S3 per ogni è = 1,2, 3. Quindi gli unici sottogruppi propri di 53 sono 
(Ti) peri = 1,2,3 e (0). 


5.28 (a) L'elemento (1,0) è l’unità di G poiché 
(1,0) - (a,b) = (1a, 1b + 0) = (a,b) = (a1,a0+5) = (a, b) - (1,0) 


per ogni (a, b) € G. 
Se (a, b) € G, allora anche (a-1, —ba—!) è un elemento ben definito di G e 


(a,b) $ (art, —ba!) = (1,0) = (a, —ba!) ? (a, b); 


quindi (a71, —ba-!) = (a, 6}. 

(b) Chiaramente H = 0) poiché (1,0) € H. Inoltre, se (a, 0), (0,0) € H, allora 
(a,0)-1-(,0) = (a7!5,0) € A, quindi H è un sottogruppo di G per il lemma 5.29. 
5.29 Sia G = R x R, H = R x {0}, K = {0} x Re L = {(r,r) : r € R} il 
sottogruppo diagonale. Allora H + K = G, mentre H N L = K N L = {0}. 


5.30 Basta osservare che per due sottogruppi H e K estremo superiore H V K 
coincide con (H, K) e l'estremo inferiore H A K coincide con H N K. 


5.32 (a) Per definizione un gruppo G è abeliano se e solo se gr = xg per ogni 
x,9 € G se e solo se g € Z(G) per ogni g € G se e solo se G = Z(G). 

(b) Per il lemma 5.72 Z(G) è un sottogruppo normale abeliano di G, quindi la 
semplicità di G implica che Z(G) = 1 oppure Z(G) = G. Essendo G non abeliano, 
si conclude che Z(G) = 1. 


5.37 (a) Per il lemma 5.83 (b) applicato al caso n = 2 e p = 3 si ottiene 


|GL2(F3)| = (3? — 1)(3? — 3) = 48. 


«= S (Els Is) (213 [0]3 
z= { (ok hi) (ok Bi) Y 
e proviamo che Z(G) = Z. L'inclusione Z C Z(G) è ovvia. 


Sia o mi € Z(G) arbitraria e proviamo che [b]3 = [c]3 = (0]3. Infatti, 


data la matrice (5 DE € GL2(F3), la condizione 


(o e (de) E) 


(b) Sia 


UU titmaiinviUrgiva 


_ (Els [DÎs\ (lals bls) _ / [els [b] 
= (foh me) (fek k) = (ekle vi) 
implica che [b] = [2]3[b]3 e [c]s = [2]3[c]3, ma questo accade se e solo se 
[bla = [c)s = [0ls. 


Proviamo ora che [a]z = {d]3. Infatti, data la matrice (he Di) € GLs(F3), la 


condizione 
(ia; o) = (a o) Cats o) = (B fte) Ceo) = Ct) 


implica che (a]3 = [d]3. Poiché det (fls Di) = [1]3, [2], si ha che [a]3 = [1] 


oppure [a]3 = [2]3. 
(c) Si considerino i sottogruppi ciclici di GLo(F3) generati rispettivamente dalle 


; 2: {[1]s [0] [1] [1] 
matrici C a e (h: Ae) È 


5.38 (a) Sia Z = Z(G) eda € G. Poiché a commuta con ogni elemento di Z, si ha 
che 
H:=(a,Z)={a"z:neZ, z € Z}. 


Siano z, y € H. Allora esistono n, m € Ze z, 21 € Z tali che z = a”z e y = a™ zı. 
Supponiamo n > m. Allora 


MM 


zy = a” za” z, = aa” an 


zz a” = aa ziza” = 
= zia” az = azaz = ya. 


Per l’arbitrarietà degli elementi x,y scelti in H, possiamo concludere che H è 
abeliano. 

(b) Se ab € Z, allora (ab)b = b(ab) = (ba)b e quindi ab = ba per la legge di 
cancellazione valida in G. 

(c) Siano a = (12) e b = (34) due elementi del gruppo S4. Essendo trasposizioni 
disgiunte, si ha che ab = ba. Tuttavia, scelto c = (13) € S4, si ha che c(ab} = 
(1234) mentre (ab)c = (1432). Quindi ab ¢ Z(.54) (si veda anche l’esercizio 5.39). 


5.39 (a) Poiché S2 ® Z2, Z(S2) = Sa. 

(b) Osserviamo che se a, b sono due elementi di un gruppo G tali che ab # ba, 
allora a,b Z(G). Poiché Z(G) è un sottogruppo normale di G segue che anche 
a73,b71, (ab)a™! ¢ Z(G). Inoltre per l’esercizio 5.38 (b), anche ab, da ¢ Z(G). 

Siano a, b rispettivamente gli elementi (12) e (23) di 53. Poiché 


ab = (123) # (132) = ba 


(ab)a”! = (13), 
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per quanto appena osservato possiamo concludere che 
(12), (23), (13), (123), (132) £ Z(53). 

Quindi Z(53) = {1}. Ragionando in maniera analoga per S4, si prova che Z(S4) = 
{1}. 
5.40 (b) Si pensi al gruppo $3. 
5.41 Per il teorema di Lagrange si ha che 

[G : A)|A| = |G| = [G : NIN] = [G : N([N : 4)|H)), 
da cui si deduce l’asserto cancellando |H]. 


5.42 Poniamo N = (g, H} e osserviamo che H < N. Per l'esercizio 5.41 si ha 
[G : H] = [G : NIN: H]. Ora [N : H] > 1per H < N, mentre [G: H] = p per 
ipotesi. Quindi [G : N] = 1 e N = (9, H) = G. Inoltre per ipotesi 


9H = g(gH) = g(Hg9) = (9H)g = (Hg)g = H9’, 
da cui per induzione segue che g*H = Hgt per ogni ¿ € N. Dunque H è normale in 
(9, H) =G. 
5.45 Osserviamo che se A = (a;;) € On(K) N T3 (K), allora A7! = (b;;) € 
T; (K), perché T3 (K) è un sottogruppo. Inoltre dal fatto che A € On (K) segue 
che AT! = At, cioè A è una matrice diagonale. 
5.46 Ricordiamo che O2(K) = {A € GLo(K) : A! = At}. Si consideri la 


matrice A = (i 7) Allora A € GLs(K) poiché det(A) = —1. Inoltre A? = Iz, 


quindi 
A! =A= A 
e dunque A € O2(K). Data la matrice 


H= (o 1) € GLa(K), 


#3=(53) 
B= man = (37) (10) 01) = (1) 


Poiché B? = Ia e B # Bt, possiamo concludere che B ¢ 03(K) e quindi O2(K) 
non è normale in GL2(K). 


si verifica facilmente che 


e quindi 


5.47 (c) Data (è a) € SLs(R) considerare i casi a 7 0 e a = 0. 


5.56 Osserviamo che xy = (yz) e che se due elementi sono coniugati hanno lo 
stesso ordine. 
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13.6 Esercizi del capitolo 6 


6.1 Siano x,y € H. Allora 
m n 


z = ——_ ed y = ——— 
P1P2 - - -Pa 192 ---Ir 


ove m,n € Ze p:,g; sono numeri primi per î = 1,...,8,j = 1,...,r con 
(pi, pj) = 1 = (qi, qj) sei # j. Siano P := {p1,pa,....pa}eQ = {91,921 --:4r} 
e consideriamo i due casi seguenti: 


e se PNQ = b, allora p; # g; per ogni i, j e 


la (9192 -.-9)M — (pipa... pe) cH 


PıP2 --- PsQ192 -- -Qr 


per definizione di H. 

e sePNQ#0e|PNQ[=Kk> Lconk< min {r,s}, a meno di rinumerare i 
primi che compaiono nei denominatori di z e y possiamo supporre che p; = gi 
per ogni î = 1,...,k. Allora 


j= (dk+19k+2 ---dr)M — (Pk+1Pk+2 Do) €H. 
PiP2 - + Psdk+19k+2 -ar 


X_- 


Per il lemma 5.29 possiamo concludere che H < (Q, +). 


Dato l'elemento È; +H del gruppo quoziente Q/ H, osserviamo che 36 = (2-3)? 


e quindi 
5 
—-+H|€eH. 
e(z +2) 


Poiché 


5 5 5 5 
l'ordine di $ + H è 6. 
6.5 Ricordiamo che date due matrici A,B € GLa(R), (AB)? = B*A°. Quindi 
l'applicazione 7 : GL2(R) — GL2(R) definita da A+ At è un omomorfismo se e 
solo 

B' A' = (AB) = 7(AB)=7(A)7(B)= A Bt 


per ogni coppia di matrici A, B € GL2(R). Scelte A = G 3 eB= È ;) un 


43 35/° 
semplice calcolo mostra che 7(AB) # 7(A)7(B). 


6.6 (a) Provare che l’applicazione f : R — S definita da z + cos(2rx)+isen(2rz) 
è un omomorfismo suriettivo con ker f = Z. Per il teorema 6.12, (R/Z, +) = (S, -). 
(c) Provare che l’applicazione %n : Z — Un definita da 
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(=) 2 (=) 
ki cos ( — | +isen | — 
n n 


è un omomorfismo suriettivo con ker Yn = nZ. Per il teorema 6.12, 


(Z/nZ,+) S (Un, ). 


6.7 Confrontare gli ordini degli elementi. 


6.8 Per dimostrare che f e g coincidono, verifichiamo che esse coincidono su ogni 
elemento y € G del dominio. Poiché G = (.X), un generico elemento y € G è della 
forma y = qf’ ...r9 ove s € N4, a; € Z, q; € X peri = 1,...,s. Allora 
l'ipotesi f(x) = g(x) per ogni x € X implica che 


F) = f(e)"... f(2a)% = g(21)"! ...g(23)°° = gly). 


6.9 Consideriamo i casi (a) e (b) in cui F è finito e sia F = {(z1, y1), -. - , (En, Ynd}- 
Se F è vuoto non abbiamo niente da dimostrare. Supponiamo che l'insieme F' sia 
non vuoto e poniamo Y = {y1;.-.,Yn}. 

Per verificare che f è un omomorfismo è sufficiente che valga f(xy) = f(z) f(y) 
per ogni (x,y) € F. Lo faremo per la coppia (z1, yı), per le altre si ragiona 
analogamente. 

Sia Y} = YUY-!Uy1Y . Poiché 
nei casi (a) e (b). Sia y € G\Y. 

Poiché y € Y, si ha (1,9) g F, pertanto vale f(y) = f(1-v) = f(1)f(y) da 
cui f(1) = 1. 

Ora possiamo verificare che f (x141) = f(21)f(w1). Infatti 


Fn) = Finy y) = fin) u) = feat) = 


= f(21) fu) UTD) = fe) = 
= f(a) fn) F) = ff). 


La prima e la sesta uguaglianza sono ovvie e la settima vale perché f (1) = 1. La 
seconda e la quinta uguaglianza valgono perché y £ y;, la terza perché y1471 # yi, 
la quarta perché y7! # y; , per ogni i = 1,...,n. 

Nel caso (c) si ragiona analogamente, con Y = p2(F) la proiezione di 


Yi| < 3-|Y| = 3-|F], sicuramente Y, # G 


FECGXG 
sulla seconda componente G e Y} = YUY7!Uy1Y!. Di nuovo |Y| < |G]; se F 
è infinito, usiamo il fatto che [Y1| < |F| < |G|, altrimenti [Y}| <3-|F| < |G]. 
6.14 Mediante gli isomorfismi H = H x {1} e K ® {1} x K possiamo identificare 


ne ae 


AN K. Poiché HN(ANK) C HNK = {1}, il sottogruppo H(A N K) di 
A è isomorfo al prodotto diretto H x AN K. Per concludere resta da provare che 
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H(AN K) = A. Scelto un elemento a € A, esistono h € H ek € K tali che 
a = (h, k) = (h, 1x )(ly, k). Conseguentemente 

(la, k) = (h, 1x) (h,k) e {1} x K)NA= ANK 
e quindi A < H(A N K). 


6.15 (b) Supponiamo per assurdo che N N H = {1} e NA K = {1}. Allora per 
il lemma 6.34, si ha che che gli elementi di N commutano con tutti gli elementi di 
H e con tutti gli elementi K, cioè con tutti gli elementi di G, da cui N < Z(G) in 
contraddizione con l’ipotesi. 

(c) Sia N un sottogruppo normale non banale di G. Per (a), il centro di G è {1} e 
quindi per (b), si ha per esempio che N N H è un sottogruppo normale non identico 
di H. Allora NN H = H. Ora N = H(N N K) per l'esercizio 6.14. Il sottogruppo 
NAK è un sottogruppo normale di K, quindi coincide con {1} oppure K. Il secondo 
caso non è possibile perché altrimenti N = G. Quindi N N K = {1}e N = H. Se 
invece H N N = {1}, allora il punto (b) permette di ragionare con K al posto di A. 


6.16 (a) Si verifica facilmente che 
le = (0,0,0) e (a,b,c)! = (—a, —b + ac, —c). 
(b) Dati a, b, c,a',b', c! € Z vale 
fila, b c) - (a,b, c)) = Fla +a, btb +ac',c+c'))=(a+a',c+c)= 
= (a,c) + (a,c') = f((a,b,c))- F((a,b',d')), 
dunque f è un omomorfismo e 
ker(f) = {(a,b,c) EG: f((a,b,c))=(0,0)} = {(a,b,c} E G:a=0, c=0}) 
= {(0,b,0) : b € Z}. 


(c) L'inclusione ker f C Z(G) è banale. Viceversa, sia (x, y, z) € Z(G). Allora, 
scelto b € Z \ {0}, l'uguaglianza 


(z +1,y +b+0,z) = (x,y, z)(1,b,0) = 
= (1,5,0)(c,y,2)=(1+%,y+5+z,2z) 
implica che z = 0. Analogamente, l'uguaglianza 
(z,b +y +z,1) = (2,,0)(0,5,1) = (0,6,1)(2,y,0) = (z,b +y, 1) 
implica che x = 0 e quindi Z(G) C ker f. 


6.18 Per (b) considerare l'applicazione f : K x H — G definita da f(k, h) = k+h. 
Si verifichi che f è un omomorfismo la cui immagine è K + H. Per (c) notare che 
l'ordine del sottogruppo K N H divide sia |K| che |H]. Pertanto |K N H| = 1e 
quindi K + H ¥ K x H. 
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6.19 Sia x un elemento non nullo di G. Poiché G non è ciclico, H = (z) ha ordine 
3. Sia y € G \ H. Allora K = {y} ha tre elementi e K Z H. Quindi H N K = {1} 
e HK contiene propriamente K. Poiché |HK| divide 9 = |G], concludiamo che 
HK = G. Ora si applichi il corollario 6.37. 


6.20 Sia z = (x, y) un elemento di G. Se z # 0 e y #0, allora (7) = p, o(y) = ge 
quindi o(z} = pq per la proposizione 6.40. Pertanto il sottogruppo ciclico {z} coin- 
cide con tutto G. Se invece z = (x, 0), con x # 0, il sottogruppo ciclico (2) coincide 
con Zp x {0}. Se z = (0, y), con y # 0, il sottogruppo ciclico (2) coincide con 
{0} x Zq. Abbiamo così descritto tutti i possibili sottogruppi di G. Questo dimostra 
che G ha quattro sottogruppi. 

6.21 Ogni sottogruppo proprio di Zp x Zp è di ordine p e quindi ciclico. Siano H e 
K due sottogruppi propri distinti. Allora H N K = {0}, quindi ogni elemento. z # 0 
di Zp x Zp è contenuto in un solo sottogruppo proprio di Zp x Zp. Poiché Zp x Zp ha 
p? — 1 elementi non nulli e poiché ogni sottogruppo proprio contiene p — 1 elementi 


non nulli, deduciamo che il numero dei sottogruppi propri di Zp xZpèp+1= pei, 


6.22 Siano G e H due sottogruppi di S3 tali che S3 2 G x H. Allora |G] e |H] 
dividono 6, quindi possono essere solo 2 e 3. Di conseguenza G e H sono ciclici e 
quindi abeliani. Allora S3 deve essere abeliano, assurdo. 


6.23 (a) Siano g € G e k = 0(g). Allora 
la = (le) = f(g) = f(9)* 


e quindi o( f (g)) divide k per il lemma 5.5 (a). 
(b) Se g € ker f, allora f(g) = ly e dunque o(f(9)) = 1. L'ipotesi 


o(f(9)) = 0(9) per ogni g € G 


implica ora che g = lg. 
(c) Se l'’omomorfismo f è suriettivo, allora G/ ker f = H per il primo teorema 
di isomorfismo. Poiché 


|H|=|G/ker f| = [G : ker f] 


e, per il teorema di Lagrange, |G] = [G : ker f]|ker f|, possiamo concludere che 
|H| divide |G]. 

(d) Se l’omomorfismo f è iniettivo, allora G ® f(G) e quindi |G| = |f(G)|. 
Essendo H finito, il teorema di Lagrange garantisce che |f(G)| divide || e quindi 
la tesi. 


6.24 Essendo G abeliano, f(G) e ker f sono sottogruppi normali di G. Proviamo 
che f(G) N ker f = {1}. Infatti, se z € f(G) N ker f, f(r)=1ex= f(g) per un 
opportuno elemento g € G. Poiché f? = f, otteniamo che 


1 = f(£) = F(f(9)) = f(g) =x. 
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Per concludere è sufficiente verificare che G = f(G) ker f. L’inclusione 
F(G)ker f SG 


è ovvia. Per dimostrare l’altra inclusione, consideriamo un generico elemento g € G, 
Poiché f(f(9)) = f(g), si ha che gf(g9)7? € ker f e quindi g € f(G)ker f. 


6.27 (b) Un elemento x +iy € G appartiene al nucleo di f se e solo se f(r+iy) = 0 
see solo sez + y = 0 se e solo se y = —7 se e solo se z + iy € {z — iz : z € Z} 
se e solo sex + iy € (1 — î). 


6.31 Osserviamo che per ogni î = 1,...,r, H; < G in quanto prodotto di sottogrup- 
pi normali, per il lemma 5.69. Facciamo induzione su r. Il caso r = 2 è il teorema 
6.35. Supponiamo r > 3. Allora H, e i suoi sottogruppi Ni, ..., Nr-1 soddisfano le 
ipotesi della proposizione. Se poniamo K; = H, N H; per ogni i = 1,...,r — 1, si 
ha infatti N; N K; < NN H; = {1} per ogni i = 1,...,r-1eH,=N....Nr-1. 
Applicando l’ipotesi induttiva ad H, si ottiene H, S N; x... x Np—1. Inoltre G, 
H, ed N, soddisfano le ipotesi del teorema 6.35 e si conclude: 


GH, x NS Nx... X Nr. 


6.36 Sia H la famiglia dei sottogruppi H di R tali che Q N H = {0}. Essendo 
{0} € H, la famiglia H non è vuota. La rendiamo un insieme ordinato rispetto all’in- 
clusione C. Non è difficile verificare che l'insieme ordinato (H, C) risulta induttivo. 
Pertanto esiste un elemento massimale H di H per il lemma di Zorn. Dalla scelta di 
H segue QN H = {0}, quindi basta verificare che R = Q + H per concludere che 
R & Q x H. Sia H; l'insieme di tutti gli x € R tali che ng € H per qualche intero 
n > 0. Allora H; è un sottogruppo di R contenente H. Non è difficile verificare che 
QN Hi = {0}. Per la scelta di H concludiamo che H; = H. Sia ora x € R con 
x ¢ H. Allora il sottogruppo Hz = (x, H) contiene propriamente H e quindi esiste 
un elemento non nullo a E€ ON Ho, Sia a = kr +.h. con k e Zeh € H. Allora. 
k # 0, poiché altrimenti g = h € QN H = {0}, assurdo. Sia h l’unico numero 
reale con kh, = h. Allora h, € Hı = H e z = (1/k)q — hı E Q +H. 


6.40 Se si considera il sottogruppo ciclico C = (—1} = {1, —1} di (R*, -) si ha 
RiNC={1} e R.-C=R*, 

dove (R., -) è il sottogruppo di (R*, -) formato da tutti i numeri reali positivi. Quindi 

(R*.-) = R4 x C per il teorema 6.35. Poiché il sottogruppo (R+,-) di (R*,-) è 

isomorfo a (R, +), e C = (Z2, +), abbiamo (R*, -) = Zo x (R, +). 

6.41 Gli elementi di periodo n sono esattamente le classi laterali k/n, dove 1 < k < 


n e k è coprimo con n. Pertanto per ogni numero naturale n > 1 il gruppo R/Z ha 
precisamente y(n) elementi di periodo n. 
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13.7 Esercizi del capitolo 7 


7.4 Applicare il teorema di Frobenius-Stickelberger. 


7.9 Si usino gli esercizi 7.7 e 7.8. 


TIA Poiché Z è abeliana, lg. 10, = (2), + ld, Quindi ner.l'eserrizia k.18. (21 divide 
|{x)|[{y)|. da cui segue che p divide 0(x)0(y). Ora dal fatto che p non divide o(x) 
segue che p divide 0(y). 


7.11 II numero degli elementi di Zg% di ordine p° è 0 se s > k, perciò assumiamo 
s < k. Allora x = (21,--.,tm) € G ha o(x) < p° see solo se px; = 0 per 
ogni î = 1,...,m. Quindi ci sono p”°* elementi x con questa proprietà. Per lo stesso 
motivo, ci sono p"(*—1) elementi x con o(x) < p°7!, cioè ae) < p°. Allora il 
numero degli elementi x con periodo o(£) = p° è p"* — pm(s-1) 


7.12 Se r > s, questo numero è 0 perciò assumiamo r < s. Allora x € G ha 
o(x) < p” se e solo se x appartiene al sottogruppo 


G1 = Zp” x Zr X- X Zg X Zr" x x Zor t? X... X Ze 


di G. Perciò ci sono |G| = pè t=: mtr Eize i elementi di ordine al più p” in 
G. Ora si prosegue come nello svolgimento dell esercizio 7.11. 


7.13 Dimostrare che si può assumere senza ledere la generalità che esiste un numero 
primo p, tale che G ed H hanno solamente elementi di periodo potenza di p. Per il 
teorema di Frobenius-Stickelberger possiamo scrivere 


= 7m ma Ma 
C=% x Zoa X...X Zp 


H=Z5' x Z Xarxa, 
Supponiamo s > t. Paragonando il numero degli elementi di ordine p° in G e in H 
concludiamo che s = #. Procediamo ora per induzione su s. L’asserto è ovvio per 
8 = 1. Supponiamo s > 1 e l’asserto sia vero per ogni coppia di gruppi G e H con 
pî_1G = p°-1H = 0. Consideriamo ora i sottogruppi 


m, 
G1 = Zp” x Za” KEX Zizi x Zo i 


N: n 
H=Z5" x Z2 XX Zi A i 


di G e H rispettivamente. Chiaramente G, (rispettivamente H1) consiste di tutti gli 
elementi di ordine al più p°—! in G (in H, rispettivamente). Pertanto la coppia di 
gruppi Gı e Hı soddisfa l’ipotesi di partenza di avere un numero uguale di ele- 
menti di periodo k per ogni k, avendo in più la proprietà p°*—1G, = p~“! H, = 0. 
Scrivendo 

Za x Zaz 1 ira 


350 Aritmetica e algebra 


Ne-1 n, Nna itn. 
Zps-i x Zp- = Zp! i 


e applicando l’ipotesi induttiva concludiamo che G, = H; e 


mi = N, Mo =N2,...,Mg-2 = Ng—2 € Ms—1 HMs = Nns—1 Fns. (6) 


Poiché G (rispettivamente H), ha |G| — |G1| (rispettivamente |A| — |H1|) elementi 
di ordine p°, concludiamo che |G| = |H], essendo l'uguaglianza [G1{ = |H1| già 
verificata. Ora calcolando |G| = | H| troviamo 


plizi imi+(8-1)ma-1+sms — prizi ini+(8—1)ns-1+609 
> 


e quindi 


—2 s~—2 
Yim +(s-1)ms-1+sms = Vini + (s — L)ns—1 + Sns. (7) 
i=1 


i=l 


Da (6) si ha 
s—2 8-2 
Sim: = Yin 
i=1 i=1 


(s — 1)ms-1+(s-1)ms = (s-1)ns-1+(s-1)ns. 

Pertanto (7) implica m, = n e di conseguenza anche ms- = ns-1 sempre per (6). 
7.14 (c) Supponiamo x? = 14 per ogni x € A. Allora x = x"! per ogni x € A 
e quindi r(x) = x per ogni x € A, cioè 7 = ida. Se esiste x € A \ {14} tale 
che z? Æ 1a, sì ha x # x! e quindi r(x) £ z. In particolare, r # ida. D’altra 
parte, la definizione di 7 implica che 7?(a) = 7(7(a)) = a per ogni a € Ae quindi 
T? = ida. Ciò prova che o(r) = 2 in Aut(A). 

7.15 (a) Basta prendere r = f(1) e notare che f(n) = nf(1) = nr. Inoltre, se 
m#0ex= 1/m, allora 


r = f(1) = f(mz) = mf (z) € Q. 


Ne deduciamo che f(z) = (4) r. Sez = 2, m #0, allora 


ren G) (G) 


(c) Notare che ogni automorfismo del gruppo (Q x Q, +) è anche un’applica- 
zione lineare invertibile dello spazio vettoriale Q x Q sopra il campo Q. Si ragiona 
analogamente per (d). 


7.16 Caso n = 9 : osserviamo che |G| = 4(9) = 6. Inoltre a = [2]9 € G soddisfa 
a? £ 1e a8 Æ 1, mentre a = 1. Quindi o(a) = 6. Pertanto G = (a) è ciclico e 
GE Ze. i 
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Caso n = 20 : poiché (20) = 8, G ha otto elementi: 
G = {[1]20, [3]20; [7]z0, [9]20; [11]20, [13]20, [17]20, [19]20}. 


Si vede facilmente che 
(950 = [11]30 vi [1980 = [1]20. 
Pertanto 
0([9]20) = 0([11]20) = 0([19]20) = 2 
e K = ([11]20) ha due elementi. Inoltre (3]î, = [1]20, ma [3]%o # [1]20. Quindi 
o([3]20) = 4e 
H = {([3]20) = {{1]20, [3]20, [9]20; [7]20} 

non contiene [11]20, da cui segue KNH = {[1]20}. Il sottogruppo HK di G generato 
da [11]20 e [3]20 contiene propriamente H, quindi d = |Ħ K| > 4e d divide 8 = |G]. 
Dunque d = 8 essendo d un multiplo di 4. Allora HK = G. Ora il teorema 6.35 
implica G = H x K = Z4 x Zo, essendo H = Z3 e K 2 Z3. 

Caso n = 21 : si noti che 25 =z; 1, mentre 23 #91 1 e 2? #21 1. Quindi [2]2; ha 
periodo 6 nel gruppo U (Z2: ) degli elementi invertibili di Z21. Poiché ([2]21) N K = 
{1} per il sottogruppo ciclico K = ([20]21) e ([2}21) = Ze, concludiamo che 


U(Zo1) = Ze x Za. 
Infine Aut(Z21) S U (Z221). 
Caso n = 24 : Aut(Z24) S Aut(Z3) x Aut(Zg) ® Z2 x Za x Z2. 


Cason = 60: Aut(Zsg0) = Aut(Z4) x Aut(Z3) x Aut(Z5) Œ Zo x Zo x Za. 
Cason= 72: Aut(Z72) = Aut(Zg) x Aut(Zo) = Z x Zo X Ze. 


7.18 Siano u,v € Z tali che 1 = um + vn e sia z un arbitrario elemento di G. 
Allora g = (£™)"(z”)? = (x”)” poiché o(s) divide m = |G|. Di conseguenza 
fa) = f((£*)") = (f(2°))® = 1 poiché.o(f(x°)) divide n = |H]. 


7.19 Sia f(x,y) = (tı(x£, y), t2(x,y)) la coppia corrispondente alla coppia (x,y) 
tramite 1'omomorfismo f. Consideriamo gli omomorfismi 


ti=pof e ta=p20f, 
dove pi, p2 sono le proiezioni del prodotto Zm X Zn. Si ha 


t1(2,y) = pı(f(x,y)) per z E€ Zm, Y € Zn. 


La restrizione di tı al sottogruppo {0} x Z, è banale per l'esercizio 7.18. Quindi +, 
dipende solamente da x, cioè 


t (z, y) = t(x, 0) 


per ogni y € Zn. Denoteremo con fi l'applicazione x + tı (s, 0) da Zm a Z, ¢ 
ricavata. Analogamente si vede che tz dipende solamente da y e la si può consid. c 
come un omomorfismo fo : Zn — Zn. Ora resta da notare che 
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S (4) = (t1(2, 4), t2(2,4)) = (t1(,0),#2(0,y)) = (fi (2), fa(y) 
per ogni coppia (x, y) E Zm X Zn. 


7.20 Sia p : Aut(G) — Aut(Zm) x Aut(Zn) l’applicazione che associa ad ogni 
automorfismo f di G la coppia di automorfismi {f}, f2) come definiti nel precedente 
esercizio 7.19. Si dimostri che y è un isomorfismo. 


7.21 Ragionare come negli esercizi 7.19 e 7.20. 


7.22 Notare che ogni automorfismo del gruppo (Zp X Zp, +) è anche un’applicazione 
lineare invertibile dello spazio vettoriale Zp x Zp sul campo Fp. 


7.23 Per il lemma di Cauchy esistono sottogruppi H e K di G con 
|H|=5 e |K|=3. 


Per l'esercizio 8.32a), H è normale, essendo [G : H] = 3. Sia a un generatore di 
K, quindi o(a) = 3. Allora il coniugio pa di G soddisfa (pa)? = ide. Essendo H 
un sottogruppo normale di G, abbiamo ya(H) = H. In particolare Ya induce un 
automorfismo f di H ® Zs. Poiché il gruppo Aut(Z5) non ha elementi di ordine 3, 
l’automorfismo f deve essere identico. Quindi a commuta con tutti gli elementi di 
H. Ovviamente lo stesso vale anche per a?. Poiché G = (a, H), il gruppo G risulta 
abeliano. Per il corollario 6.37 abbiamo 


G S K x H 2 Z3 x Zs S Zis. 


7.24 Per il lemma di Cauchy esistono sottogruppi H e K di G con |H| = pe 
|K] = q. Per il corollario 6.37 abbiamo 


G = K x H & Zp X Zq & Zp- 


7.25 Se Zz = (x) e Z4 = (y), allora ogni f € G = Aut(Zo x Za) è determinato dai 
valori f(x) = (x, 2sy) e f(y) = (kz, ey), dove s,k = 0,1 ed e = +1. Pertanto ci 
sono 8 automorfismi di Za x Z4. Si provi che G non è abeliano, possiede un elemento 
di ordine 4 e possiede più di un elemento di periodo 2, quindi G non può essere il 
gruppo dei quaternioni Qg. Si dimostra infine che G & Dg. 


7.27 Sia H < Q/Ze siam: Q + Q/Z l’omomorfismo canonico. Allora 7-1(H) = 
H + Z è un sottogruppo finitamente generato di Q, in quanto somma di sottogruppi 
finitamente generati. Allora per la proposizione 7.17, H + Z è ciclico e così la sua 
immagine 1(H + Z) = H è ciclico. 


7.28 Ragionando per assurdo supponiamo che f : Q x Q — Q sia un isomorfismo. 
Il sottogruppo H = Z x Z di Q x Q non è ciclico, quindi nemmeno il sottogruppo 
(H) = H di Q è ciclico. D'altra parte, H è finitamente generato, quindi anche 
f(H) è finitamente generato. Per la proposizione 7.17, f(H) deve essere ciclico, 
assurdo. 
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Per dimostrare che R x R è isomorfo a R, bisogna provare che R come spazio 
vettoriale sopra Q ha dimensione infinita, cioè ha una base infinita B. Trovando una 
partizione B = B; U B2 di B con |B| = |B2] = |B| si dimostra che i sottospazi Vi 
e Va dello spazio R generati da Bı e Ba rispettivamente, sono isomorfi entrambi a R 
e quindi R=V x V2 SR x R. 


7.30 Se esiste un divisore proprio n di m tale che ng = 0 per ogni x € G allora G 
non può essere ciclico, in quanto ogni elemento ha ordine minore di m. Supponiamo 
ora che G non sia ciclico e cerchiamo di trovare un divisore proprio n di m tale che 
nz = 0 per ogni z € G. Sia m = pi ... pÈ, con numeri primi distinti p1,..., ps. 
Ragioniamo per induzione su s. Sia s = 1. Non essendo G ciclico, ogni elemento 
x € G ha ordine minore di m = pî'. Ma o(x) è sempre un divisore di m, quindi 
o(x) = p! per qualche | < kı. Pertanto p#1-—!x = 0 per ogni x € G. Supponiamo 
ora s > 1 e supponiamo l’asserto vero per s — 1. Poniamo mi = pi Rai pri e 
mao = ph. Allora (m1, m2) = 1 e applicando la proposizione 7.13 a G} = {x € 
G : mız = 0} e Gz = {x € G : mar = 0} si conclude che |G1| = mi, |G2| = m2 
e G S G1 x G2. Almeno uno dei gruppi G1, G2 non è ciclico per il teorema 6.42. 
Se questo è G3, allora per la prima parte della dimostrazione, caso s = 1, esiste un 
divisore proprio d di mo tale che dx = 0 per ogni x € G2. Osserviamo che mid è 
un divisore proprio di m e mdy = 0 per ogni y € G. Se invece G, non è ciclico, 
per l’ipotesi induttiva esiste un divisore proprio d’ di m; tale che dz = 0 per ogni 
z € Gi. Chiaramente d'm è un divisore proprio di m e d’m2y = 0 per ogni y € G. 
7.32 (a) Z2 X Zo ha tre sottogruppi propri non banali, ognuno di ordine 2. 

(b) Z2 x Z3 ha due sottogruppi propri non banali: Zo x {0} e {0} x Z3; 

(c) G = Zs x Za ha quattro sottogruppi propri non banali, ognuno di ordine 3. 
Infatti G ha 8 elementi non nulli, e i sottogruppi da essi generati sono 4, in quanto x 
e —x generano lo stesso sottogruppo ciclico. 

(Œ) Z2 x Z3 x Zs ha sei sottogruppi propri non banali: tre ciclici che non 
contengono alcun sottogruppo non banale 


Zo X {0} X {0}, {0} x Z3 x {0} e {0} x {0} xX Zs; 
e tre ciclici che non sono contenuti in alcun sottogruppo proprio: 
Zo x Z3 x {0}, {0} x Z3 x Zs e Za x {0} x Zs. 


(g) Tutti i sottogruppi del gruppo G = Z3 x Za x Zs x Z7 sono della forma 
Ax BXC x D, dove A < Z3, B < Za, C < Zg e D < Zy. Quindi ci sono 
ventiquattro sottogruppi in totale. 

G ha quattro sottogruppi ciclici che non contengono alcun sottogruppo non banale: 


Za x {0} x {0} x {0}, {0} x Z2 x {0} x {0}, 


{0} x {0} x Zs x {0}, {0} x {0} x {0} x Zy, 
e quattro sottogruppi che non sono contenuti in alcun sottogruppo proprio: 
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Z3 xX Za x Zs x {0}, 


Z3 X Zo xX Zs X Z7, 


e altri quattordici sottogruppi: 


Z3 x Z4 x {0} x {0}, 
Za x {0} x Zs x {0}, 
Z3 x {0} x Z5 X Z7, 
{0} x Za x Zs x {0}, 
{0} x Z2 x Z5 x Z7, 
{0} x Z4 x {0} x {0}, 
{0} x Za x {0} x Zy, 


Z3 x Za x {0} x Z7, 


{0} x Za x Zs x Zy. 


Z3 x Za x {0} x {0}, 
Za x {0} x {0} x Z7, 
{0} x Za x Zs x {0}, 
{0} x {0} x Zs x Zy, 
Z3 x Zo x Zs x {0}, 

{0} x Za x {0} x Zy, 
Zg X Za x {0} x Zy. 


7.33 Poiché Aut(Zg) = U(Zs), è sufficiente trovare un isomorfismo fra il sotto- 
gruppo V di S4 e U (Zs). Si verifica facilmente che l'applicazione f : V — U(Z8) 
definita da (12)(34) + [3]s e (13)(24) + [5]e è un isomorfismo. 


7.35 (d) Per Zpœ questo segue immediatamente dal fatto che tutti i sottogruppi propri 
di A sono isomorfi a Zp», come dimostrato nel’ esempio 7.21. 

Sia G = Q e supponiamo per assurdo che Ħ sia un sottogruppo massimale di 
G. Poiché H è normale in Q, il gruppo quoziente ®/H è privo di sottogruppi propri 
e quindi ha ordine p, per qualche primo p. Allora per ogni r € Q, si ha pr € H. 
Pertanto P3 =x € H per ogni z € Q, da cui H = Q, assurdo. 

(e) Sia H un sottogruppo proprio di G. Allora esiste un elemento x € G che non 
appartiene ad H. Il sottogruppo ciclico (x) non ha sottogruppo propri, quindi z ¢ H 
implica (x) N H = {0}. Ora per il lemma 6.47 esiste un sottogruppo M contenente 
H con (x) N M = {0} e massimale con queste due proprietà. Non è difficile vedere 
che M è un sottogruppo massimale di G. 

(f) Segue dal teorema di corrispondenza. 


7.36 Sia M un sottogruppo massimale di G. Allora il quoziente G/M non ha sotto- 
gruppi propri non banali, quindi G/M = Zp per qualche primo p. Questo implica 
pG < M, quindi pG è proprio. Questo dimostra che (a) implica (b), mentre (b) e (c) 
sono equivalenti. 

Supponiamo ora che valga (b). Il quoziente G1 = G/pG è un gruppo abeliano 
che soddisfa le ipotesi del punto (e) dell’esercizio 7.35. Pertanto Gi possiede un 
sottogruppo massimale M. Per (f) dell’esercizio 7.35 anche il gruppo G possiede un 
sottogruppo massimale. 


7.37 Diremo che un gruppo abeliano ha la proprietà P se ogni sottogruppo proprio di 
G è finito. Tutti i gruppi finiti soddisfano P. D'altra parte, se ogni sottogruppo di G 
è un addendo diretto di G, allora G soddisfa P se e solo se G è finito. Sia G gruppo 
abeliano infinito che soddisfa P, allora tutti i sottogruppi e tutti i quozienti di G 


Svolgimento e suggerimenti per la risoluzione di alcuni esercia! 358 


soddisfano P. Poiché Z non soddisfa P, G non è un gruppo ciclico infinito e quindi 
tutti gli elementi di G hanno periodo finito. Sia p un numero primo: denotiamo con 
Gy il sottogruppo di G formato da tutti gli elementi con periodo potenza di p. Allora 
tutti i sottogruppi Gp di G sono finiti. Poiché G è infinito, esiste una successione 
di primi tra loro distinti p1,p2,.-.,Pn,... tali che G,, # 0 per ogni n. Poiché 
un elemento non nullo x di G,, non può appartenere al sottogruppo H generato 
da Goa; Gp: +» Gp... Concludiamo che H è proprio, e quindi finito. Poiché il 
sottogrunpo generato da Gns; Gn;;... Gn, ha ordine almeno po. . . 2o si ha GA 
0 solo per un numero finito di primi p. Allora uno di questi sottogruppi, diciamo G, è 
infinito, pertanto G = Gp perché G soddisfa P. Adesso consideriamo il sottogruppo 
pG = {px : x € G} di G. Il quoziente G/pG soddisfa P. D'altra parte, ogni 
sottogruppo di G/pG è un addendo diretto di G/pG per l’esempio 6.48. Quindi 
G/pG è finito. Poiché G è infinito, concludiamo che anche il sottogruppo pG è 
infinito. Ma allora pG = G. Ora scegliamo arbitrariamente un elemento non nullo 
ci di G con o(c1) = p. Dall’uguaglianza pG = G troviamo un elemento ca € G 
tale che pcs = ci e 0(c2) = p°. Costruiamo per induzione su n una successione di 
elementi cn di G tali che pcn = cn-1 per n € N4. Allora i sottogruppi Cn = (cn) 
di G formano una catena con G = UZ; Ch poiché tale catena è propriamente 
crescente e G soddisfa P. Da qui si deduce che G S Zpæ. 


13.8 Esercizi del capitolo 8 


8.1 Supponiamo che G non sia abeliano e che 1 # a sia un elemento di G. Allora 
o(a) divide 6, ma non può essere 6 perché altrimenti G risulterebbe ciclico e quindi 
abeliano. Per il lemma di Cauchy, esistono a, b € G tali che o(a) = 2 e o(b) = 3. Sia 
K = (b); allora K è normale in G. Sia H = (a), se H fosse normale in G, allora G 
sarebbe isomorfo al prodotto diretto di un gruppo ciclico di ordine 3 e di un gruppo 
ciclico di ordine 2, e sarebbe pertanto ciclico di ordine 6, contro la nostra ipotesi. 
Poiché il cuore Hg di H è contenuto in H ed è normale in G, si ha.Hg = {1}. 
Il numero di classi laterali di H in G è [G : H] = 3. Consideriamo l’azione di G 
sulle classi laterali di 7, come descritto nell’esempio 8.35. Il nucleo dell’azione è 
Ha = {1}, pertanto G è isomorfo ad un sottogruppo di $3. Poiché |G| = 6, si 
conclude G = S3. 


8.6 (a) Se k € H N Z(G), allora k = h” € H” per ogni x € G. 

(b) Osserviamo che Hg coincide con H quando il sottogruppo H è normale. 
Quindi basta trovare un esempio di un gruppo G con un sottogruppo normale proprio 
H che non sia contenuto nel centro di G. Per esempio G = S3, Z(G) = {1} e 
H = ((123)) sottogruppo normale di G. 


8.8 Se n > 5, il teorema 8.27 garantisce che An è un gruppo semplice non abeliano 


€ quiridi 4A) ="{1}, sı Gontronti anche côn L'eserciZiò 3.72. Consideriamo quindi 
il caso n = 4. Come osservato nell’esercizio 5.39, se a, b sono due elementi di un 


356 Aritmetica e algebra 


gruppo G tali che ab # ba, allora a,b,a-1,b7!, ab, ba 4 Z(G).Icasin=3e4si 
verificano pertanto facilmente. 


8.10 Poiché per ipotesi H non è un sottogruppo normale di G, Nc(H) è un 
sottogruppo proprio di G. In particolare, [G : Nc(H)] > 1. Per l'esercizio 5.41 


[G : H] = [G : Ne(HA)][Nc(H): H], 
quindi l’ipotesi [G : H] = p implica che [Ng (H) : A] = 1, cioè Ng (H) = H. 


8.12 Si osservi che il numero dei sottogruppi coniugati H” di H coincide con l’indice 
[G : Ne(H)] per il lemma 8.20. In particolare, poiché H < Ne(H) e di conseguen- 
za [G : Na(H)) < [G : H], ci sono al più [G : H] sottogruppi coniugati H” di H. 
Per concludere si noti che Punione |}, eg H7 non è disgiunta perché 1 appartiene a 
tutti i sottogruppi. Quindi la cardinalità dell unione è strettamente minore di 


|H|- [G : Ne(H)] < |H] - [G : H] = |G|. 


8.13 Supponiamo che Aut(G) sia ciclico. Allora anche il gruppo G/Z(G) è ciclico 
in quanto isomorfo al sottogruppo Inn(G) di Aut(G) per il lemma 6.26. Il lemma 
8.15 implica che G è abeliano, assurdo. 


8.14 Supponiamo che Aut(G) 2 Z per qualche gruppo G. Allora G è abeliano 
per l’esercizio 8.13. Se esiste un elemento x € G che non ha periodo al più 2, allora 
—idg definito da x + —x è un automorfismo di periodo 2, mentre Z non ha elementi 
di periodo 2. Quindi vale 2x = 0 per tutti gli elementi di G. Osserviamo che G non 
può essere ciclico perché Aut(Z2) è banale. Allora G contiene almeno 2 elementi non 
nulli, e il sottogruppo H da essi generato è isomorfo a Z2 x Zo. Per l'esempio 6.48 
esiste un sottogruppo N di G tale che G ® Z2 x Zz x N. Quindi Aut(G) contiene 
un sottogruppo isomorfo a Aut(Zo x Z2)  GLo(F2). Poiché questo gruppo non è 
abeliano, anche Aut(G) risulta non abeliano, assurdo. 


8.15 Supponiamo che Aut(G) = Zm per qualche gruppo G. Allora G è abeliano 
per l’esercizio 8.13. Se esiste un elemento x € G che non ha periodo al più 2, 
allora —idg definito da x + —z è un automorfismo di periodo 2, mentre Zm non ha 
elementi di periodo 2. Quindi vale 2x = 0 per tutti gli elementi di G. Ora si conclude 
come nello svolgimento dell’esercizio 8.14. 

8.18 Siano 7 = (12), o = (1234) e H = (7,0). Allora H contiene anche le 


trasposizioni (23) = 7° , (34) = 77” e (14) = 7°. Quindi H contiene il sottogruppo 
V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 


di A4. Essendo (123) = (12) o (23) € H, anche A4 = ((123), V4) è contenuto in 
H. Ora S4 = (r, H) = H. 


8.19 Osserviamo che §4/V è un gruppo non abeliano di ordine 6 e quindi per l’eser- 
cizio 8.1 esiste un isomorfismo g : S4/V — 53. Definiamo f : S4 > S3 come la 
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composizione f = gor over : Sq + S4/V è la proiezione canonica sul quoziente. 
Allora f è un omomorfismo suriettivo con ker f = V. 


8.20 Denotando i vertici del quadrato dell’esercizio 5.51 con 1, 2, 3 4, notare che la 
rotazione o corrisponde al ciclo (1234), mentre il ribaltamento del quadrato rispetto 
alla diagonale 24 corrisponde alla trasposizione (13). 


8.21 Il gruppo A4 ha 8 elementi di ordine 3 e 3 elementi di ordine 2 che sono 
(12)(34), (13)(24) e (14)(23). Questi elementi generano un sottogruppo V di or- 
dine 4. Più precisamente ogni coppia di elementi distinti x e y di ordine 2 genera V. 
In altre parole un sottogruppo H di ordine 6 di A4 non può contenere più di un ele- 
mento di ordine 2. D'altra parte H non può essere abeliano, perché altrimenti sarebbe 
ciclico e quindi A4 avrebbe un elemento di ordine 6, assurdo. Quindi H deve essere 
non abeliano. Per l’esercizio 8.1 H 2 §3 deve avere almeno due elementi di ordine 
2, assurdo. Si potrebbe evitare il ricorso all'esercizio 8.1 notando che se x € H ha 
o(x) = 3, allora l'elemento A di H di ordine 2 insieme a x genera un sottogrup- 
po di H che contiene tutto il sottogruppo V. Infatti, poiché z e h non commutano, 
gli elementi h, h”, h2° sono distinti elementi di H di periodo 2, di conseguenza H 
contiene tutti gli elementi di periodo 2 di A4 che formano il sottogruppo V. 


8.22 Poiché o = (123)(456)(789), 7 = (147)(258)(369), 
g oT =T 00 = (159)(267)(348) 

si ha o(a) = o(T) = o(aT) = 3. 

Osserviamo che (0) = (7) S Zg e H S (0) x (7) = Z3 x Z3. Allora H è 

abeliano, non ciclico di ordine 9. 

DA kagionare per'intuzione su n. caso n ="Le"bandie. de n> `L, G] = p e 
d è un divisore di |G|, si usi il fatto che il centro Z(G) è non banale. Si scelga un 
elemento z € Z(G) di ordine p. Il sottogruppo H = (z) è centrale, quindi normale. 
Al gruppo quoziente G3 = G/H e d' = d/p si applichi l’ipotesi induttiva, in quanto 
|G1| = p”! e d’ divide [Gi], per trovare un sottogruppo X di Gi di ordine d'. 
L'immagine inversa L di K tramite l’omomorfismo canonico G + G/H soddisfa 
|L|=p|K]=d. 

8.25 (a) Innanzitutto il centro Z = Z(GL2(R)) = (R*,-) per il lemma 5.74 d). Il 
sottogruppo N+ di B} formato delle matrici k J € G è un sottogruppo normale 


di BY isomorfo a (R, +). Ora basta notare che BY = Z . Nt e N+ N Z = {h}. 
(b) è ovvio. 
Per provare (c) si consideri una matrice U = (u;j) dell’intersezione H N H7. 
Coniugando con la matrice x si ha 


g! Ul U12 PACE Uil — PU21 TULI — run + 12 — ruz €H 
U21 U22 U21 u22 + TU 


Ora u22+ru21 € Q implica u21 = 0. Similmente ru; —r2ua1 +u12—ruz22 € Q 
implica u11 = u22. Quindi U è del tipo richiesto. Un argomento simile funziona per 
icasi H O BY, H N H7 e HNH”. 
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(d) Basta notare che BY N B3 = Z(GL2(R)). 
j -1 


8.26 (d) Sia r un numero reale irrazionale e z = 01 


) € Hı. Allora v E€ Qe 


A Supponiamo di avere 


lv 
01 


GIO 


Quindi vr € Q. Poiché v € Qer g¢ Q, questo è possibile solo se v = 0. Allora 
w = I e di conseguenza H, N H? = {Io}. 


2°lwz € Hı per qualche w = ( 


(e) Sia z = con r numero reale irrazionale. Per l’esercizio 8.25, lin- 


lr 
01 
tersezione H N H” è contenuta nel sottogruppo Bł di GL2(R), quindi anche nel 
sottogruppo 


N+ =GN B}. 


Poiché H è contenuto anche in GLo(Q), per il punto (c) dell’esercizio 8.25 si ha 
H N H* < Da. Pertanto 


HNH" NH? < NtAD = {h}. 


-1 
8.27 (c) Notiamo che per ogni r € R* le matrici x = 5) eu= di a ap- 


partengono al sottogruppo SL2(R) e quindi si può applicare direttamente l’ esercizio 
8.25. 


8.29 Per l'esercizio 8.25 esiste x € G tale che H N HT < BY ed esiste z € G tale 
che H N H?” < Da. Quindi H N H” N H? < BY N D2 = Z(G). 


8.30 Dimostriamo la proprietà riflessiva: poiché f è un omomorfismo, f (1) = ido e 
quindi z! = x per ogni x € 9. Analogamente si dimostrano le proprietà simmetrica 
e transitiva, utilizzando il fatto che f è un omomorfismo. 


8.32 (a) Se per assurdo H non è normale in G, allora Na(H) < G e quindi 
Nc(H) = H. Allora, grazie al lemma 8.20, l'insieme X dei coniugati di H contiene 
3 elementi. Sia dunque 

X={H,H°,H°}. 


Per ogni g € G si definisca l’applicazione pg : X + X con gg(x) = 29. 
Si dimostri che pg è biettiva, cioè pg E Sx per ogni g € G. Si consideri ora 
l'applicazione y : G — Sx tale che £(9) = p e si dimostri che è un omomorfismo 
di gruppi con nucleo Hg. Si ricordi che Hg 4G e Hc < H. Per il primo teorema di 
omomorfismo, G / Ha è isomorfo ad un sottogruppo non banale di Sx = S3. Inoltre 
per l’esercizio 5.41 abbiamo 


|G/He| = [G : He] = |G : H] - [H : He] = 3- [H : Ho]. 
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Essendo G di ordine dispari, concludiamo che anche [H : Hc] è dispari. D'altra 
parte |G/Hc| divide l’ordine di S3. Quindi 3 - [H : Ha] divide 6. Questo implica 
[H : Ha) = 1 e di conseguenza H = Hg «G, che contraddice l'ipotesi fatta. 

(b) Si consideri il gruppo G = S3 e il suo sottogruppo H = ((12)) di indice 3, 
che non è normale. 

(c) Utilizzando l’esercizio 5.41, è noto che 


|G : H] = p = [G : K][K : H], 


da cui segue che K = G oppure K = H. 
8.43 Sia 2 = {X CG : |X| = p°}. Allora 


n p°m\ _ 
A (i) 
per l’esercizio 3.63. Quindi |2| non è divisibile per p. Consideriamo l’azione di G su 
se stesso per moltiplicazione a sinistra, come definita nell’esempio 8.32 e la relativa 
azione su £2, come descritta nell'esempio 8.37. Dal fatto che 12 è finito, segue che c'è 


un numero finito di orbite 44, . . . , A, rispetto a questa azione. Poiché p non divide 
Ie 


OEDDY] 
i=1 


esiste un orbita A; per qualche é = 1,...,r tale che p non divide |A;|. Sia X € A;; 
allora per il lemma 8.36, si ha che p non divide [G : Gx]. Per il teorema di Lagrange 
5.52 si ha che p° divide |Gx|. Sia ora x € X. Allora Gxx = {gx : g € Gx}è 
contenuto in X per la definizione dello stabilizzatore G x e quindi 


l\Gx| = |Gxz] < |X| = 2°. 


Concludiamo che G x è un sottogruppo di ordine p°. 


8.44 (a) Poiché BB! non è grande a sinistra, possiamo costruire per induzio- 
ne su n una successione di elementi e = g90,91,92,---:9n di G tale che gn £ 
fit g BB-1. In altre parole, ggBNgnB = Î per tutti i k < n. 
(b) Essendo $ finito, l'insieme S571! non è grande a sinistra e si applica (a). Si 
dimostra analogamente che S è piccolo a destra. 


8.45 Osserviamo che H è grande a sinistra (o destra) se e solo se H ha indice finito 
in G. Questo dimostra l'equivalenza di (a), (b) e (c). Poiché H = HH! = HH, 
dall’esercizio 8.44 (a) si ricava che (b) è equivalente a (d) e (c) è equivalente ad (e). 


8.46 (a) Se l'orbita ©, è infinita, l’asserto è ovvio. Se |O,|] < 00, allora H = Gy è 
infinito, e quindi H C {g € G : g.s ¢ F} è infinito. 

(b) è ovvio e (c) segue da (b). 

(d) Secondo (c) e l’ipotesi, l'insieme M = {g € G : SN g.S # 0} è finito. 
Per l’esercizio 8.44 (b) esistono elementi g1, 92, - . - , gn, - - . a due a due distinti del 
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gruppo tali che ga M N gmM = 0) qualora m # n, in altre parole g7!gn Z MM. 
Poiché e € M si ha gn! gn € M, e quindi ((9792).5)0N S = Ø, qualora m # n. 
Quindi (9.5) N (9m.5) = Ó qualora m # n. 

(e) Se |Gz| < cc per ogni x € S, allora troviamo g1, 92, --.,9n;-.. come nel 
punto (d). Essendo gli insiemi gn .S a due a due disgiunti, solo un numero finito di es- 
si possono intersecare F, Quindi tutti i gn, a meno di un numero finito, appartengono 
ad A. - 

Supponiamo adesso che esista s € S con G; infinito. Proviamo l’asserto per 
induzione su n = |S|. Se n = 1, allora H, € A e l’asserto è provato. Supponiamo 
n > 1 eche l’asserto sia vero per tutte le azioni di un gruppo G su un insieme infinito 
X e per tutte le coppie di insiemi finiti disgiunti S, F di X con |S| < n — 1. Ora G, 
agisce su X e per gli insiemi finiti disgiunti Sı = S \ {s} e F di X esistono infiniti 
h € G, con (h.51)N F = 0. Poichè k.s = s per ogni h € Ga e SN F = b, si ha 
anche (R.S) N F = f. 


13.9 Esercizi del capitolo 9 


9.6 Fissiamo prima q, e notiamo che L(q1)} = {q € H : qig = 791} è un sottospazio 
di H che contiene R. Analogamente, fissando go si nota che R(q2) = {q € H : 
72 = TI) è un sottospazio di H che contiene R. Osserviamo che î, j,k € L(i) e 
quindi L(i) = H. Questo vuol dire che in particolare q2 € L(i), ovvero i € R(q2). 
Analogamente si conclude che j,k € R(q2). Essendo R(g2) un sottospazio di H 
contenente R si conclude R(g2) = H e quindi anche q} € R(g2). Questo dimostra 
q9q2 = 9241 


.9,7 Per provare |lg1g2|l = |gilll{g2]| notiamo che basta verificare ||g192]? = 
ligi 11?}|22|1?. Questa uguaglianza è equivalente all’uguaglianza 


aenn = nTillan]|?. (+) 


Se gi = 0, (*) è stata verificata. Se qı # 0, (*) è equivalente all’uguaglianza 
oag = T||g2]|?. Come abbiamo già visto, vale 7742 = 7291. Quindi basta no- 
tare che la parte a sinistra 927,7) si può scrivere anche come ||g2|]?7r e pertanto 
coincide con qi ||q2||? in quanto ||92||? è un numero reale e quindi commuta con gr. 


9.8 (a) Se 9190 = 90g1 € 9200 = 902 allora anche (g1 — 92)9o = do(g1 — 92) € 
(2192)90 = 919092 = 909192. Quindi qı — 92 € B(40) e 9192 € B(40) quando 
41, 92 € B(g0). Poiché 0 € B(g0), questo dimostra che B(g0) è un sottoanello di H. 
Se q € B(qo) e q # 0, allora da ggo = 909 deduciamo che 47190 = 909 *, e quindi 
a? € B(g0). Pertanto B(g0) è un corpo. 

(b) Si ha R G B(go), perciò B(go) risulta stabile per la moltiplicazione per 
r € R, essendo un sottoanello di H. Pertanto B(90) è sottospazio vettoriale di H. 

(c) Per go € R vale B(g0) = H. Supponiamo ora go = ao +boi+ coj +dok € R, 
con ag, do, co, do € IR. Dimostreremo che B(qo) = R + Rqo. Sia g! = Im(qo) = 


Svolgimento e suggerimenti per la risoluzione di alcuni esercizi 361 


do — ag. Chiaramente, B(g') = B(qo) e R + Rgo = R + Ry/. Pertanto possiamo 
supporre che ao = 0, cioè go = dboi+coj+dok # 0. Se adesso qg = a+bî+cj+dk € 
B(qo), allora anche g* = q — a € B(qo). Da 909* = q*qo ricaviamo 


— (Bob + coc + dod) + (cod — doc)î + (dob — bod)j + (boc — cob)k = 


— (bob + coc + dod) — (cod — doc)i — (dob — bad)j — (boc — cob)k. 


Questo è possibile se e solo se cod — doc = dob — bod = boc — cob = 0. Quindi 
da go # 0 concludiamo che esiste un numero reale r tale che b = rbo, c = reo e 
d = rdo. Pertanto q* = rqo e quindi q = a + rgo € R + Rgo. 

(d) L’asserto segue immediatamente dal fatto che B(g0) 2 R+Rg0e7 € R+Rqo 
per ogni q € R + Rqo. 

(e) Da (c) segue che B(g0) = H se e solo se B(go) = H (se e solo se go € R). 
Altrimenti si ragiona come in (c) notando che q € R + Rqo. 


9.11 Rispettivamente: 30, 48, 72 e 96. 


9.12 (b) — (a) L’uguaglianza ||g1|] = |lg2|| è soddisfatta se q2 = 909195? per 
qualche qo. L'uguaglianza Re(g1) = Re(g2) si prova facilmente ricordando che 
a" = llgoll "go. 

(a) — (b) Se q2 = qı vale q2 = do 19190 con go = 1. Nel seguito supponiamo 
Aq. 

(1) Consideriamo il caso Re(g) = Re(g,) = 0. Supponiamo dapprima q2 # —q1 
e quindi go = qı + q2 # 0. Da Re(g) = Re(gi) = 0 e |lqi]| = I|a2]| deduciamo 
a? = -liq l|? = —|lg2]1? = 43. Da questo segue immediatamente che 9092 = 4190- 
Quindi vale g2 = go 19190. 

Se q2 = —q1 # 0 possiamo trovare qo = bot + coj + dok # 0 con 


bıbo + c1co + dido = 0, dove bii + cid + dik = qu. 


Non è difficile vedere che 9190 = —9091 = 4092. Pertanto q2 = qo 19190. 

(2) Nel caso generale poniamo a; = Re(g;) per i = 1,2 e notiamo che i quater- 
nioni di = q; — a; soddisfano Re(d,) = Re(g2) = 0 e [|a || = ||72{|. Pertanto esiste 
un quaternione go # 0 tale che ĝa = go 14190. Da questo segue immediatamente che 
g2 = Q% la qo, dato che a; = ag per ipotesi. 


9.13 (c) Basta vedere che ogni sottogruppo normale non centrale N di S coincide 
con S. 

Sia Re(N) = {a € R : Re(g) = a per qualche q € N}. Per l’esercizio 9.12 se 
Re(g) € Re(N) per qualche g € S, allora anche g € N. Quindi basta dimostrare 
che Re(N) = [--1,1). 

Notiamo che se q € S, allora Re(q?) = 2Re(g)? — 1. Questo suggerisce di 
introdurre la funzione f(x} = 2z? — 1 da [-1,1] a [1,1]. 

(i) Se a € Re(N), allora {f(a), 1] C Re(N). 

Se b € [f(a), 1] dobbiamo dimostrare che N contiene un quaternione q con 
Re(q) = b. Supponiamo a # +1 e quindi ls] < 1 da cui segue che possiamo 
scegliere y € [0, 27] con b = a? — (1 — a?) cos p. Poniamo 
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qa=a+V1-a?i e g=at+V1-a2(cospi+singj). 


Si ha 91, 92 € S. Da Re(g;) = a € Re(N) per j = 1,2 segue g1,42 € N e quindi 
qıg2 € N. Ora b = a? — (1 — a?) cosy = Re(q192) € Re(N). 

(ii) Se 0 € Re(N), allora N = S. Infatti con a = 0 dal punto (i) segue [-1, 1] C 
Re(N). Quindi N = S. 

Ora consideriamo il caso generale. Essendo N non centrale esiste a € Re(N), 
a # +1. Per (i), si ha che a € Re(N) implica f(a) € Re(.N), da cui per induzione 
ancora applicando (i), si ottiene [f™ (a), 1] C Re(N) per ogni m € N+. 

Osserviamo che f(x) < x per ogni x € ]-— #,1[. Se f(a) < 0, allora 0 € 
[f(a), 1] C Re(N) e (ii) implica N = 5. 

Passiamo al caso 1/2 < f(a) < a < 1. Se f(f(a)) < 1/v2 ragioniamo come 
prima con a, = f(a) al posto di a e proviamo N = S. Quindi possiamo assumere 
che 


1/V2 < f(f(a)) < f(a)<a<1. (t) 

Notiamo che f(x) < zx per tutti gli x € [0, 1]. Inoltre, se 1/V2 <z <y < 1, siha 
flu) — (2) = 24? - 2°) = 2(£ + y)(y ~ 2) > y ~ x. 

Quindi f(a) — f(f(a)) > a — f(a), cioè la successione ax = f*(a) — ft! (a) è 
crescente per tutti i k per i quali f#(a) > 1/v2. Di conseguenza, da ({) esiste un 
k > 2 tale che ff+1(a) < 1/V2 < f*(a). Questo implica 

0 = f(1/v2) e [F*t(a), f*+1(0)] 
e di conseguenza 0 € Re(N) per (*). Ora (ii) implica N = S. 
9.14 Per (a)-si consideri l'insieme B di tutte le somme della forma 


kia + ka? +...+kna", 


dove kı, k2,...,kn € Z. Per (b) si consideri l’insieme C di tutte le somme della 
forma 


k1,0a+ko1db+ ka 00a? + ki 1ab+ko,20? +. 7 .+kn oa” +kn-1,10°71b4. È «tko,nb", 


dove ki; € Z, peri, j=0,1,...,n. 
Nel caso in cui A è unitario, ogni sottoanello contiene il sottoanello fondamentale 
di A. Quindi ora vanno considerate tutte le somme della forma 


kola + kia + koa? +... + kn a", 


dove 
ko, ki, k25... , kn € Z, 


per ottenere il sottoanello di A generato da a. Modifica analoga si fa anche nel caso 
del sottoanello generato da a,b € A. 
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9.19 (b) L'elemento (z, y) è divisore dello zero se e solo se y = +z, altrimenti è 
invertibile. Questo risponde anche a (c). 

(d) I sottogruppi J, = {(x,x): x € Rpel2={(x,-2): x € R} di R? sono 
ideali principali: Zi = ((1,1)) e I2 = ((1, —1)). Essendo A/I = A/Iz = Run 
campo, entrambi gli ideali sono massimali. Per il punto (c) tutti i divisori dello zero 
sono contenuti in I, U Jz e il complemento A \ (7; U 72) consiste solo di elementi 
invertibili. Quindi gli unici ideali non banali di A sono J; e J2. 


9.20 La verifica che R[G] è un anello è facile. 
(a) Sia e = gi l’elemento neutro di G. Allora 14e è l’unità di R[G]. 
(b) Sia e l’elemento neutro di G e e # g € Ge poniamo k = o(g). Allora gli 
elementi 
aqt=g_-€ ed y= 9° +g872+...+g9+e 


di R[G] sono non nulli e xy = 0. 


9.21 Basta vedere che per due sottoanelli B e C l'estremo superiore B V C coincide 
con il sottoanello generato da B, C e l’estremo inferiore B A C coincide con BNC. 


9.22 (a) Dimostriamo che se a + nZ è nilpotente, allora p; ...p; divide a. Infatti, 
sia (a + nZ)" = nZ per qualche m € N. Allora a” € nZ, quindi n = pil ... pf 


divide a” e pertanto p; divide a” per ogni î = 1,...,t, ossia p1...p: divide a. 
Viceversa, se pı . . . pe divide a, sia a = max{a1, . . . , œ+}. Allora (p1 .. . p:)® divide 
a®, e poiché a; < @, pî' divide pẹ e quindi pî* divide a“, per ogni î = 1,...,t, 


en = pi ...pi' divide a”. Allora a% € nZ, ossia (a + nZ)® = nZ e pertanto 
a + nZ è nilpotente. 

(b) Per (a) l’insieme degli elementi nilpotenti di Z/nZ è l'ideale principale 
(pi ..- Di +nZ). 


9.24 Sia I l’intersezione di tutti gli ideali primi di A. Se P è un ideale primo e 
a € N(A), allora esiste n € N tale che a” = 0 € P, quindi a € P. Questo dimostra 
l’inclusione 7 2 N(A). Supponiamo che z ¢ N(A) per un certo elemento x di A. 
La famiglia Z degli ideali propri di A che non intersecano l’insieme 


S={r":ne N} 


non è vuoto, per esempio l’ideale (0) appartiene a Z. Si verifica facilmente, seguendo 
la dimostrazione del teorema di Krull, che l’insieme ordinato (7, C) risulta induttivo. 
Pertanto Z contiene un elemento massimale M. Si verifica che M è un ideale primo. 
Essendo x ¢ M, questo dimostra che x & T. 


9.25 (a) Sia P un ideale primo di A. Allora il quoziente A/P è un dominio. Per il 
lemma 9.9, A/P è un campo. Quindi P è massimale. 

(b) Essendo N(A) finito possiamo scriverlo come N(A) = {a1,02,...,0s}. 
Esistono kı, k2,...,ks € N tali che a} = 0 per j = 1,2,...,s. Non è difficile 
dimostrare per induzione su s che k = kı + k2+...+ ks è tale che z* = 0 per ogni 
elemento x di N(A). 
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9.26 Supponiamo a” = b” e a” = b” per (m,n) = 1 Vogliamo dimostrare che 
se a Æ b, allora a e b sono divisori di zero. Supponiamo quindi a Æ b. Poiché 
(m,n) = 1, esistono 7, y € Z tali che 1 = ma + ny. Non possiamo avere x > 0 e 
y > 0. Supponiamo x > 0e y < 0, allora -y=z>0el+nz = mz. Quindi 


db. br: = pine — gt = alt”? = a - a” = a. b” 


e dunque 

(b-a)-b°"=0. 
Analogamente si ricava a"" - (a — b) = 0. Se a — b non è un divisore dello 0, si 
conclude b?7 = a”? = 0 e cioè entrambi a e b sono nilpotenti, e quindi divisori di 
zero. Se a non è divisore dello 0, da a”? - (a — b) = 0 si ricava a = b. Analogamente, 
se b non è divisore dello 0, concludiamo a = b. Quindi a e b risultano essere divisori 
di 0 se a # b. Si può concludere che a = b se a e b non sono divisori dello 0. 


9.29 (c) Poiché A = H + K, esistono h € H, k € K tali che 1 = h + k. Per ogni 
ze HAK sihaz=zh+ zke HK. 

{d) Si considerino (Z, +, *) con la moltiplicazione + definita da n * m = 0, per 
ogni n, m € Z, e gli ideali H = 2Ze K = 3Z. 


9.30 (a) Sia M un ideale massimale di A contenente K”. Per a € K abbiamo 
a” e K" C M. 


Poiché ogni ideale massimale è anche primo, concludiamo che a € M. Questo 
dimostra che K € M. Essendo anche K massimale, si ha M = K. 

(b) Segue immediatamente da (a) e dal teorema di Krull. 

(c) Se h € H ek € K soddisfano h + k = 1, elevando l’uguaglianza alla 2n 
troviamo 


him 4 (o h9IR4...+ i i) hk?! 4 k” = 1. 


Questo dimostra che 1 € H” + K”, poiché hÎik?"-i € H” se j > ne hik®-i € 
K” sej <n. 
(d) Seh € H,k € K, jı j2 € J soddisfano h + jı = 1ek+j2= 1, 
moltiplicando le due uguaglianze troviamo 
hk + (hj2 + jik + jıj2) = 1, 
con 
hke HKCHAK e hj2+ jik + jijz € J. 


Ciò dimostra (H N K} + J = A. 
(e) Ragionare per induzione usando (d). 


9.31 Per l'esercizio 9.25, ogni ideale primo di A è massimale, pertanto 


Mı, Ma,. -., Ms 
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sono tutti gli ideali primi di A. Quindi per l’esercizio 9.24 
M,10M20...NM,= MA). 


Abbiamo visto nell’esercizio 9.25 che esiste m € N tale che che x” = 0 per ogni 

elemento x di N(A). Sia N(A) = {a1,2,..., ag}. Allora in ogni prodotto di alme- 

no mt elementi di N(A) ce ne sarà almeno uno che si ripete almeno m volte, quindi 

il prodotto sarà uguale a zero. Questo dimostra che per k = mt si ha N(A)F = {0}. 

Pöte MM.. Ma < N A}, questo iumostra' la secorida usvaglanza. Ver la 
prima basta applicare il punto (f) dell’esercizio 9.30. 


9.32 Sia II un insieme di primi e sia Ayr l'insieme delle frazioni € Q tali che 
se un primo p divide m allora p € IT. Si verifica che Ay è sottoanello di Q. Per 
ogni A sottoanello di Q, esiste un insieme J di primi tali che A = Apy. Si considera 
l’insieme M dei primi p tali che ì € A e si verificano le due inclusioni: Az C Ae 
AC An. 


9.34 (e) Siano d = (m,n) e q = m/d. Allora m = dg, n = dn' per qualche n’ € Z 
e (q, n’) = 1. Dimostriamo l’inclusione (mZ : nZ) C gZ. Se x € (mZ : nZ), allora 
Yh € Z, (nh) = mk per qualche k € Z. Pertanto se h = 1, risulta sn’ = qk ossia 
q divide x, quindi z € qZ. Viceversa se x € qZ, allora x = gh per qualche h € Z. 
Sia y € nZ,y = nk per qualche k € Z. Allora 


zy = gh(nk) = qh(dn')k = h(qd)n'k = m(hn'k) e mZ 


e questo prova l’inclusione opposta. 


9.36 (a) Poiché 7 + J = A, esistono x € I e y € J con z + y = 1. Allora, per ogni 
zeINJ,sihaz=e2+zye€ IJ. 

(c) Applicare (b) con I = J. 

(e) Se I = (k)e J = (n) in A = Z, abbiamo IJ = (kn) per (b) mentre 
IAJ = (m), dove m è il minimo comune multiplo di k e n. 

Se b € B, allora b = cb? per qualche elemento c € B. Pertanto (b?) = (b). 
Quindi per ogni elemento b € TM J si ha b € (b?) = (b)(b) C IJ. Dunque 
l’uguaglianza Z N J = IJ vale sempre in questo anello. 


9.37 Una matrice a € A è invertibile se e solo se a? + b? # 0 (mod 3). Gli unici 
quadrati mod 3 sono 0 e 1, quindi ogni matrice non nulla appartenente ad A è inver- 
tibile. Inoltre A* ha otto elementi: ci sono 3 scelte per a, 3 scelte per b ed escludiamo 
la scelta di a e b entrambi 0. 


9.49 (b) Si ha che 2 è invertibile se e solo se p non divide m. 

(c) Sia T un ideale proprio di Zp). Allora I non contiene elementi invertibili. 
Pertanto p divide m, per ogni è € I. Scegliamo #2 € I tale che p% divide m e k 
è minimale con questa proprietà tra tutti gli € I. Allora I coincide con l'ideale 
principale (2) = (p*). In particolare Zp) è un dominio principale. 

(d) Poiché Zp) non ha divisori di 0, in quanto sottoanello di Q, l'ideale (0) è 
primo. Poiché Z(y) è un dominio a ideali principali, un ideale non nullo 7 = (p*) è 
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primo se e solo se pë è irriducibile. Ma questo avviene precisamente quando k = 1. 
Quindi l’unico ideale primo e non nullo è (p). Poiché Z()/(p) = Zp è un campo, 
questo ideale è anche l’unico ideale massimale di Zip). 


9.50 Per (b), applicare l’esercizio 9.48. Per l'esempio in (c) si utilizzi l'esercizio 
9.49. 


9.51 (a) Supponiamo che A sia un campo. Per x € A ci sono due possibilità: se 
x = 0, allora x = yz? vale per ogni y € A; se 
z #0, z= yz? vale per y = x. 

Pertanto A Àregplare. Ora sunpoaniamo be A siano dominioregolare_ Per.verificore 
che A è un campo consideriamo un elemento x # 0 di A. Per la regolarità esiste 
y € A con z = yz?. Allora da x # 0 e z(1 — xy) = 0 deduciamo che 1 — xy = 0 
poiché A è un dominio. Allora x è invertibile e A è un campo. 

(b) Sia m : A — A/I l’omomorfismo canonico. Per a € A/I sia x € A tale che 
(x) = a. Esiste y € A con x = yz?. Allora b = 7(y) soddisfa a = ba?. 

(c) Sia P un ideale primo di A. Allora il quoziente A/P è un dominio. D'altra 
parte A/P è anche regolare per il punto (b). Allora A/P risulta un campo per il 
punto (a). Questo dimostra che l’ideale P è massimale. 

(d) Se I = (zx), troviamo y € A con x = yz?. Allora e = xy è un idempotente e 
I= (e). 

(e) Sia a = (as)ses un elemento di K5. Per il punto (a), K è regolare e quindi 
troviamo per ogni s € S un elemento bs € K con as = a?b,. Allora b = (bs)ses 
soddisfa a = a?b. Pertanto K è regolare. 


13.10 Esercizi del capitolo 10 


10.1 Si consideri l’anello A = 2Z dei numeri interi pari. Allora B ha divisori dello 
zero. 


10.3 (c) Basta vedere che Ya è invertibile, notando che dal punto (b), cond = a7}, 
si ricava Pa 0 Ya-1 = Y1 = Îda. 


10.4 Sia x : A — A/I l’omomorfismo canonico. Supponiamo che / sia massimale. 
Allora per un ideale proprio J di A/I l'ideale proprio r-!(7) di A contiene I = 
kerr. Quindi 7-!(J) = I. Di conseguenza J = x(771(J)) = 7(1) = 0. Questo 
dimostra che A/T non ha ideali propri. Per il lemma 9.22 A/I è un campo. 

Adesso supponiamo che A/T sia un campo e I non sia un ideale massimale. Sia 
L un ideale proprio di A contenente J propriamente. Allora 7(L) è un ideale proprio 
di A/I, assurdo. 


10.6 Sia G il gruppo ‘abeliano (A, +). Per ogni elemento a € A consideriamo l'ap- 
plicazione ua : A — A definita da p(z) = ax. Allora pa è un endomorfismo di 
G. Inoltre per ogni b € A Hab coincide con la composizione ja © p, mentre fatb 
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coincide con la somma a + Hp. Pertanto il sottoinsieme Ar = {Ha : a € A} di 
End(G) è un sottoanello di End(G). Usando l’unità di A si vede facilmente che 
Ha coincide con l’endomorfismo nullo di G precisamente quando a = 0. Questo ci 
permette di identificare l'anello A con un sottoanello dell’anello End(G) tramite 
l’omomorfismo di anelli g : A — End(G) definito da o(a) = jo. 


10.9 Siano G = ZN e f : G — G definito da 
f (21, £2, k aie PEE .) = (0,1: £2, T3,.- DE 


Allora f è un endomorfismo iniettivo e pertanto per l’esercizio 10.8 f non è 
suriettivo. D'altro canto se si considera g : G — G definito da 


g(z1, £2, £3,- . .) = (z1,0,0,0,...), 


si ha g Æ 0 ma g o f = 0 in End(G). 
10.11 Provare che l'assegnazione 


q=a+bi+cj + dk = C o) 


-—c+dia— bi 
risulta un isomorfismo H — B. 


10.12 (a) Sia $ : Z — Z omomorfismo di anelli; allora con n = $(1) si ha 
$(x) = nx perognix € Z. 


Inoltre 
n=$(1)=@(1-1)=$(1)é(1)=n-n=n?. 


Le uniche soluzioni di n = n? in Z sono n = 0 oppure n = 1. Nel primo caso, 
(x) = 0 per ogni x € Z, cioè $ è l’omomorfismo nullo; nell’altro caso, $(x) = x 
per ogni x € Z, ossia $ è l’identità su Z. Pertanto l’unico endomorfismo di anelli 
unitari di Z è l'identità di Z. 

Nel seguito consideriamo solamente omomorfismi di anelli unitari. 

(b) Per individuare gli endomorfismi $ : Q + Q, osserviamo che @(1) = 1. Se 
1 € Q, allora 


nil, È 1-60) =6(1) 61m) 


quindi 


Allora per ogni € Q, 


pertanto $ è l'identità su Q. 
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(c) Si osservi che se $ : R + R è omomorfismo di anelli unitari, allora per il 
punto (b) $ è identico su Q. Inoltre ogni x > 0 si può scrivere come x = 2°, quindi 
anche $(x) = $(2)? > 0. Possiamo concludere che $ conserva l’ordine: 


z > y => d(r) > by). 


Per l'osservazione 10.11 ker $ = 0, cioè @ è iniettiva. Ora supponiamo per assurdo 
di avere x € R con $(x) # x. Consideriamo il caso in cui x < $(x). Per la densità 
di Q in Resiste r € Q cong < r < ġ(z). Per ciò che abbiamo detto prima 
$(x) < $(r) = r, assurdo. Si ragiona analogamente nel caso in cui 2 > $(2). 
Abbiamo dimostrato che ¢ è identica anche su R. 

(d) Poiché i? = —1, necessariamente $(i) = ti per ogni omomorfismo di anelli 
unitari Z[i} + Z[i]. Il resto segue da (a). 

(e) Per è : Z[vn] — Z{vn], $ è l'identità su Ze 


lovna)? = 6(vn)(pvn) = $(n) =n, 
pertanto ġ( y/n) = ty : gli unici omomorfismi Z[yn] — Z[yn] sono 


l'identità x + vny- x + vny e la coniugazione x + yny i x — yny. 


10.18 (a) Prendere Z = (1,0) e I2 = (0,1)/. 

(c) Se I, # Ae Ia # B, si consideri z € A \ I ey € B\ I. Ora (x,0)(0, y) = 
(0,0) € I, ma (z,0) g Ie (0,y) € I. 

(d) C/I = A/I, è un dominio. 

(f) C/I = A/I è un campo. 

(g) Applicare (a). 
10.21 Ragioniamo per induzione su n. Per il caso n = 2, sia I = 11M J e applichia- 
mo il teorema 10.20 all anello A/T e ai suoi ideali 7/1 e 12/1. Se n > 2, denotando 


con 

n_l 

I=] k 

k=1 

abbiamo 
AJI = A/I X All Xa X A/In-1 
per l’ipotesi induttiva. D'altra parte, usando l’esercizio 9.30 abbiamo I + In = A. 
Quindi 
A/(INI,) A/I x A/I, S A/I,x A/T x... x A/In 


10.22 Basta applicare l’esercizio 10.21 e l’esercizio 9.30. 


10.23 Sia A un anello commutativo unitario finito e siano M1, M2, ..-., Ms i suoi 
ideali massimali. Per l'esercizio 9.31 esiste k € N4 tale che j; MF = {0}. 
Applicando l’esercizio 10.22 si ricava 
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AS II A/M}. 


j=1 
Ora basta notare che A/M} è locale per il punto (b) dell’esercizio 9.30. 


10.24 (a) Si verifica immediatamente che l’omomorfismo ¿g : R + R[G] risulta 
omomorfismo di anelli unitari quando R è unitario. 


10.25 Usando il punto (d) dell’esercizio 10.24, applicato a G, visto come sotto- 
gruppo di Gi x Ga nel modo usuale, troviamo un omomorfismo di anelli unita- 
ri iniettivo p : R[G1] > R[G; x G2]. Ora applicando il punto (c) dell’esercizio 
10.24 all’omomorfismo p e all’omomorfismo h : G2 + R[G: x G2] definito da 
h(g) = 1r(e6,, 9), si trova un omomorfismo di anelli unitari 


$ : (R[G1])[G2] > RIG: x Gol. 


Per vedere che f è suriettiva, si prenda una coppia (91, 92} E G1 x G2 e si consideri 
il prodotto 9192 € (R[G1])[G2], dove gı è considerato come elemento di R[G]. Si 
verifichi che f(9192) = (91:92). Questo permette di verificare che f è suriettiva. Si 
dimostra che f è iniettiva, per l’esercizio 10.24. 

10.26 Abbiamo visto nell’esercizio 9.20 che I, = (g — 1) e I2 = (g + 1) sono 
ideali massimali di A = R[G] con A/I, © A/I = R, dove g è il generatore di G. 
Essendo J1 J2 = Z, N I2 = {0}, concludiamo per l'esercizio 10.22 che 


AS A/I x A/h=RxR. 


10.27 Sia g il generatore di G. Allora J} = (g — 1) e Iz = (g? + g + 1) sono ideali 
massimali di A = R[G] e A/Iı = R. Per verificare che A/I, ® C basta fissare una 
delle due radici terze dell’unità complesse £ e definire un omomorfismo suriettivo 


f:A-+C con f(ro+rig+t rag?) = ro + rE + r£’. 


Essendo ker f = Iz ricaviamo un isomorfismo f : A/I, ® C. Ora da hI = 
L N Ia = {0}, concludiamo per l’esercizio 10.22 che 


AS A/Ix A/I3=RXxC. 


10.29 Sia (G, -) il gruppo ciclico di ordine 2 e sia a un suo generatore. Allora a? = 1 
in R[G]. Pertanto j = ## è un idempotente di R[G] e l'ideale principale (j) di R[G] 
è isomorfo a R come anello unitario tramite l’isomorfismo r + rj. Analogamente 
(1 — j) = R come anelli unitari. Per l'esercizio 10.21 


RIG] S (j) x (1-3) S RxR. 


10.31 Sia a il generatore del gruppo G. Supponiamo di avere un idempotente j € 
R[G] diverso da 0 e 1. Esistono r, s € R tali che j = r + sa. Allora 
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J? = (r? +8?) + 2rsa =r +sa = j 


e quindi 2rs = s. Se s fosse 0, dall’uguaglianza r? + 3? = r ricaviamo 7? = r e 
j =r = 0 o 1, assurdo. Quindi s # 0 e pertanto 2r = 1, poiché R è un dominio. 
Questo dimostra che 2 è invertibile in R. 


10.32 Segue immediatamente dagli esercizi 10.29 e 10.31. 
10.33 (a) Se b € B si ha 


b+1=(6+1)° = +2b+1=b+2b+1. 


Di conseguenza 2b = 0 per ogni b € B. 

(b) Se B fosse dominio di integrità, per ogni è € B avremmo 0 = b? — b = 
b(b — 1), quindi b = 0 o b = 1. Di conseguenza, B = {0,1} = Za. 

(c) Se P è un ideale primo di B, allora il quoziente è un dominio tale che b = Da 
vale per ogni elemento. Questo significa che B/P = {0,1} = Z è un campo. 
Pertanto P è un ideale massimale. Una soluzione alternativa è di notare che ogni 
anello di Boole è regolare e applicare (c) dell’esercizio 9.51. 

(d) Basta dimostrare che ogni ideale del tipo 7 = (a) + (b) è principale. Ovvia- 
mente l'elemento c = a + b + ab di I soddisfa ca = a e cb = b. Quindi (c) contiene 
sia a che b e di conseguenza T. Questo dimostra I = (e). 

(e) Se B è finito, allora, essendo spazio vettoriale sul suo sottoanello fondamen- 
tale Bo = {0,1} = Zg, risulta B = Z# per un opportuno n, ove l’isomorfismo è 
un morfismo di spazi vettoriali sul campo Z2. Pertanto |B| = 2”. Per dimostrare 
che B = Z% come anelli, ragioniamo per induzione su n. Per n = 1 l’asserto è 
ovvio. Supponiamo che sia vero per tutti gli anelli Booleani B con |B| < 2” e con 
n > 1. Poiché |B| = 2” > 2, esiste b € B, b # 0,1. Allora b? = b, e quindi 
b(b — 1) = 0. Gli ideali principali Rı = (b) e Rz = (b — 1) sono anelli di Boole di 
cardinalità < 2”. Per l'ipotesi induttiva R, = Z£ e Ro = Z3 come anelli unitari. 
Per l’esercizio 10.28, si ha 


B=R,x Rz equindi B S Z. 


10.35 Con l’ordine definito dall’inclusione P(X) risulta un reticolo distributivo e 
limitato. Ora basta notare che, per ogni A € P(X), il complemento di A è l’usuale 
complemento X \ A di A in X. 


10.36 Verificare che l’insieme ordinato (T(L), <) è induttivo e applicare il lemma di 
Zorn. 


10.38 {1, 2,4}, {1, 2,3, 4,6, 12}, {1,3,9} e {1,2,3,6,9, 18}. 


10.39 Verificare che l'insieme ordinato (F(X), <) è induttivo e applicare il lemma 
di Zorn. 


10.42 (f) Per Y E X denotiamo con iy l’unico idempotente di A con Z(iy) = Y. 
Allora per ogni f € A si ha (f) = (izqf)) 
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(g) Basta notare che per f, g € A si ha (f) + (9) = (iz(finz(g)) € poi procedere 
per induzione sul numero dei generatori dell’ideale. 

(h) Sia 7 un ideale primo di A e f # I un elemento di A. Allora (f) Z I e per 
il punto (f) non è restrittivo assumere che f sia idempotente, cioè f? — f = 0. Ora 
f(1- f)=0€I,f g Iel è primo, dunque 1 — f € I. Si conclude 


1=f+(1-f)e(f)+I, quindi (f)+I=A. 


G) Ma = (its})- 

(j) A/Mz S K è un campo. 

(k) Sia / un ideale massimale finitamente generato. Allora 7 = (iy) per (g), in 
più Y = {x} per un opportuno x € X, poiché I è massimale. Quindi I = Mz. 

(1) Con X = No qualsiasi insieme infinito si consideri l’insieme / delle funzioni 
f € A tali che X\Z(f)è finito. Provare che I è un ideale proprio di A. Per il lemma 
di Krull 9.33, esiste un ideale massimale M di A che contiene I. Poiché I € My per 
ogni x € X, M # Mx, per ogni x E€ X. 

(m) Se $ : X — Y è una biezione, l'applicazione ® : KY — KY definita da 
(h) = ho $ per h € KY è un isomorfismo. 

(n) Per i = 1, 2 definire l’idempotente e; € A con X \ X; = Z(e;). Chiaramente 


e1+e2=1, eieg=0 e (e) ZK®, (e2) SK. 
Poiché A = (e1) x (e2), abbiamo 
ASK x K*. 


(0) Applicare (m) e (n) con X = No qualsiasi insieme infinito. 
(p*) Per T « A considerare la famiglia Fy = {Z(f) : f € I}, per un filtro F 
considerare l’ideale TF generato dalle funzioni ip con F € F. 


10.43 Ragionare come nell’esercizio 10.42. 


10.46 Sia œ = x + V5y € A; allora 
a € M 4> Na)=0 


r? — 5y? = T? +y? E= (£ +y% =2 £ +y =2 0 > T E2 y. 


Si verifica direttamente che M è un ideale. Oppure: si consideri l'applicazione $ : 
VANI > Z2, £ + V5y+ x + y + 2Z. Verificare che $ è omomorfismo suriettivo e 
kerg@ = {x + v5y € A : £ + y = 0 (mod 2}} = M. Poiché Zz S Z[V5]/M e Zz è 
un campo, anche Z[y/5]/M è un campo, pertanto M è ideale massimale. 


10.47 Vediamo innanzitutto che un anello regolare A ha N(A) = {0}. Infatti se 
a € N(A), allora ogni elemento di 7 = (a) sarà nilpotente. Poiché 7 è generato 
da un idempotente, questo è possibile solo se 7 = {0}. Per ogni sottoanello B di A 
abbiamo N(B) = N(A)N B = {0}. 

Supponiamo ora N(A) = {0}. Per ogni ideale primo P di A sia fp : A > A/P 
l’omomorfismo canonico. Componendo fp con l'inclusione di A/P nel suo campo 
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di quozienti Q(A/P) troviamo un omomorfismo gp : A — Q(A/P) con nucleo 
ker gp = P nel campo Q(A/P). La famiglia di omomorfismi 


{gp : P ideale primo di A} 


dà luogo ad un omomorfismo 
g: A> R= [[QA/P) 
P 


con nucleo 


[kerge = NP=MA) = {0} 
P 


per l'esercizio 9.24. L'anello R risulta regolare in quanto prodotto di anelli rego- 
lari per l'esercizio 9.51. Abbiamo dimostrato che ogni anello commutativo A con 
N(A) = {0} è isomorfo ad un sottoanello di un anello regolare. 


13.11 Esercizi del capitolo 11 


11.2 Sia f(z) =a0+a1r +... + anx” € Alr]. Chiaramente f(x) è nilpotente se 
tutti i coefficienti a; sono nilpotenti. Infatti somma di elementi nilpotenti è nilpotente. 
Supponiamo ora che (f(x))F = 0. Per dimostrare che tutti i coefficienti a; sono 
nilpotenti ragioniamo per induzione su n. Il caso n = 0 è banale. Supponiamo n > 0 
e l’asserto vero per n — 1. Poniamo h(x) = ao +12 +... + an-11"7! e notiamo 
che f(x) = Ax) + ang”. Inoltre il coefficiente direttivo di (f(x))" è af. Quindi 
(f(@))F = 0 implica af = 0, Dunque il polinomio anz” è nilpotente. Allora anche 
h(x) = f(x) — anz” è nilpotente ed è di grado n — 1. Per l’ipotesi induttiva tutti 
coefficienti a; per î = 0,1,...,n — 1 sono nilpotenti, 

11.3 Sia g(x) + I un elemento arbitrario di A{x]/I. Per l'algoritmo della divisione 
in A[z], esistono polinomi g(x), r(x) tali che g(x) = q(x) f (£) +r(z)edegr<n, 
qualora r(x) # 0. Poiché g(x)f(x) € I si ha g(x) + I = r(x) + I. D'altra parte, 
se r(x), r’ (x) sono polinomi di grado < n, allora r(x) + I = r'(x) + I se e solo se 
r(x) = r'(x), poiché f(x) divide (r(x) — r'(x)) se e e solo se r(x) — r°(2) = 0, 
essendo questa differenza di grado < n. 


11.8 Sia a = bc e supponiamo che a non divida b. Aliora b = ga +r con r # 0e 
quindi ô(r) < (a) = (b). Ma 


r =b— qa = b — gbc = b(1 — qe). 


Quindi ô(r) > 6(b), assurdo. 


11.10 Poiché per ogni n € N ci sono un numero finito di polinomi di grado minore 
o uguale ad n, si può applicare l’esercizio 11.9. 
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11.11 Se esistono a, b € Z tali che n = a? + 8°, allora n = (a + di)(a— bi). 


11.12 (a) Per il teorema 11.40 per i numeri primi del tipo p = 4k + 1 esistono 
a,b € Z tali che p = a? + b?. Supponiamo ora che p = 4k +3 e a? + 6? = p. Allora 


a? =,-b, (+) 
essendo entrambi a, b ovviamente coprimi con p. Per il teorema di Fermat, si ha 
aP71 =p pe! = 1. 
D'altra parte, elevando (*) alla 2k + 1 = Pal, abbiamo 
1 =p 0P} =, bP} =p —1 


(si noti che 2k + 1 è dispari), e quindi 1 =, —1, assurdo. 

(b) Se il primo p non è del tipo p = 4k+3 l’asserto segue dal punto (a), l'esercizio 
11.11 e dal fatto che 2 = 1? + 1°. 

Supponiamo p = 4k + 3. Sia p = 2- z1 in Z[i]. Se z = a + bi, abbiamo allora 
ô(p) = ô(z) - 6(21) e (z) = a? + b?. Quindi a? + b? divide p? = ô(p). Dal punto 
(a) segue che a? + b? = p. Quindi restano due possibilità a? + b? = 1 oppure 
a? + b? = p°. Nel primo caso (z) = 1, e quindi z è invertibile, nel secondo caso 
6(z1) = 1, e quindi z è invertibile. 


11.14 Siha2 = (1+4)(1—ċ), 5 = (2+)(2—i), 17 = (4+i)(4—i), 6—3 = 3(2i-1), 
dove 2i — 1 e 1 + 2i sono primi avendo norma 1° + 2? = 5. 


11.17 Sia a un generatore di I e sia a = ph ... pf: una fattorizzazione di a con p; 

elementi irriducibili e due a due non associati. Un elemento del tipo x = b + 7 di 

B è non invertibile precisamente quando x è contenuto in qualche ideale massimale 
M di B. Poiché tale M deve essere della forma M = J/I, dove J è un ideale 


massimale di A contenente I, ricaviamo che J = (p;) per qualche è = 1,2,...,s. 
In altre parole, x = b + Z è non invertibile precisamente quando b € (p;) (cioè p;|d) 
per qualche i = 1,2,...,s. Definiamo ora 


SSR > ki-1 kill kiti k 
c= pi -Pici Pi Pipi o-Ps“ 


Chiaramente c ¢ 7, qundi y = c + I # 0 in B. D’altra parte bc € T, e quindi yz = 0 
in B. Pertanto x è divisore dello zero. 


11.18 Se I = (p”) conn > 1, allora da ab € I e a # I deduciamo che p” divide ab 
ma non divide a. Quindi p|b, da cui p” divide b”, cioè b” € I. 


11.20 Applicare il criterio di Eisenstein. 
11.21 Applicare il criterio di Eisenstein per p = 3. 


11.22 Supponiamo / principale, cioè I = (f) per qualche f € Z{r]. Allora 2 € T, 
quindi 2 = fg per qualche g € Z[x]. Poiché il polinomio costante 2 ha grado 0, deve 
essere deg f = 0 e quindi f = a € 2Z. Inoltre x € I, pertanto x = ag per qualche 
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g € Z[x], cong = bo + bız: Si ottiene ba = 1 e questo è impossibile. Quindi I non 
è principale. 


11.24 Considerare la riduzione modulo 2. Il polinomio 
f(x) = zf + x? +1 € Fofz] 


è irriducibile. Infatti non è difficile vedere che x? + x + 1 è l’unico polinomio ir- 
riducibile di grado 2 in F2[x]. Quindi, non avendo radici in F2, il polinomio f(x) 
potrebbe essere riducibile solo se fosse divisibile per x? + x + 1. Ma 


fx) = (2? +2 +1} +2? +a, 


quindi x? + x + 1 divide f(x) se e solo se divide x° + z? = x(x? + 1). Essendo 
irriducibile, z? + x + 1 non divide x(x? + 1), poiché non divide z? + 1. 


11.25 Considerare la riduzione modulo 2. 


11.26 Sia M un ideale massimale di Z[x]. Dimostriamo che M non può essere 
principale. Supponiamo M = (f(x)). Essendo M massimale, M è anche un ideale 
primo, quindi f(x) deve essere irriducibile per i lemmi 11.27 e 11.29. Se f(x) = pè 
di grado 0, allora M non è massimale in quanto M + (x) è ancora un ideale proprio 
che contiene M propriamente. Quindi deg f = n > 0. Sia an il coefficiente direttivo 
di f(x) e sia p un primo tale che p non divide an. Allora p g M = (f(z)) è 
pertanto (p) + (f(x)) = Z[z]. Quindi esistono (z) € Z[z}] e g(x} € Z[e], con 
ph(x) + f(x)g(x) = 1. Passando all’anello quoziente 


Z[z]/(p) = Zoe] 


si ha 


f(x) -g(2)=1. 
Ma per la scelta di p, si ha deg f = n > 0, assurdo. Questo mostra che M non è 
principale. 


11.27 Sia M un ideale massimale di Z[x] e sia f(x) € M un polinomio irridu- 
cibile. Sappiamo che M non può essere principale per l’esercizio 11.26. Allora 
M # (/(£)), quindi possiamo trovare g(x) € M con g(x) g (f(x)). Dunque f(x) 
non divide g(x) nell'anello Z[x]. Poiché f(x) è primitivo, f(x) non divide g(a} 
neanche nell’anello Q[x]. Il polinomio f(x) essendo irriducibile in Z[x], risulta irri- 
ducibile anche come elemento dell’anello Q[z], quindi genera un ideale massimale, 
in quanto Q[x] è un dominio principale. Ora dal fatto che f(x} non divide g(#) in 
Qiz], concludiamo che questi due polinomi sono coprimi in Q[g] e pertanto esistono 
uz), v(x) e Q[r], con u(x) f(x) + v(x)g(x) = 1. Scegliamo un intero m tale che 
u, = mu(x) € Z[x] e vı = mv(z) € Z[z]. Allora 


u(z) f(z) + v1(2)g(a) = meZNnM. 


Quindi Z N M è un ideale non nullo di Z. Per il teorema di corrispondenza 10,6 
ZN M è un ideale massimale e quindi anche primo di Z. Quindi esiste un numero 
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primo p con ZN M = pZ. Sia I = pZ|x], allora M contiene l'ideale 7 di Z[x] e per 
il teorema 10.6 M/I è un ideale massimale di Z[x]/I = F,[x]. Per l'esercizio 11.10 
ogni ideale non nullo di F, [x] ha indice finito ed essendo 


Z[e]/M = Fy[2]/(M/1), 


concludiamo che M ha indice finito in Z[x]. 

Per quanto riguarda l'anello Q[x] basta notare che per ogni ideale massimale M 
di Q[x] l'intersezione QN M è un ideale proprio di Q. Quindi QNM = {0}. Questo 
significa che il quoziente Q[x]/M contiene una copia di Q e quindi è infinito. 


11.28 Sia M un ideale massimale di Z[x]. Per lo svolgimento dell’esercizio 11.27 
esiste un numero primo p con Z N M = pZ. In particolare p € M e pertanto 
il nucleo (p) dell’omomorfismo canonico p : Z[x] —+ Zp[x] è contenuto in M, 
quindi N = (M) è un ideale massimale di Z,|x]. Allora esiste un polinomio f(x} 
irriducibile su Zp, tale che N = (f(z) e pertanto M = 71(N) = (p, f(£)), con 
f(x) € Zia] tale che p(f()) = FG). De 

Non è difficile dimostrare che se p è un primo e se f(x) € Z[x]è tale che f(x) 
risulta irriducibile su Z,, allora M = (p, f(x)) è un ideale massimale di Z{[x]. Infatti 
M contiene il nucleo (p) dell’omomorfismo canonico p, quindi M è massimale se e 
solo se N = (M) è massimale. Ma N = (f(x)) è massimale per l’ipotesi su f(x). 


11.29 f(x) = (z? — 2£)(x? + 1) + (2z + 1) e si vede facilmente che (x? + 1) e 
(2x + 1) sono coprimi. Di conseguenza, anche f(x) e g(x) sono coprimi. 


11.31 Il polinomio f(x) è irriducibile in Z5[x] perché non ha radici. Allora Zs[x]/(f) 
è un campo e i suoi elementi sono h + (f) con k € Z5[x]. Dalla divisione euclidea: 
h = fq + r, essendo degr < 3, riducendo modulo f si ottiene deg h < 3. Allora 
h(x) = ao + aiz + azz? e possiamo scegliere i coefficienti a; € Zs in 53 = 125 
modi. Quindi Z5[x]/(f) è un campo con 125 elementi. Per ricavarne uno con 25 
elementi, si consideri il polinomio g(x) = x? + 2. 


11.32 L'anello A non è campo: x? — 2 + T è un elemento nilpotente non nullo. 
Osserviamo che 


h+I€ A èinvertibile > (h, f)=1. 


Pertanto x + 1 + / è invertibile e l’inverso si determina con il procedimento di 
divisione euclidea: 


1 = f(x) + (z + 1)(-2° + z? + 3z — 3) 
e, riducendo modulo /, si ottiene che l’inverso diz +1 +è 
-—2° +2? +32 -3+I. 
Si ha inoltre 


h(x)+Iè non invertibile «> hed f non sono coprimi «> z?—2 divide h(x}. 
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Allora 
M = {h +I : h € (z? — 2)}} = (2? — 2)/( f). 


Essendo z? — 2 irriducibile in Q[z] si ha 


Qe] Qi) LA 


(23-2) (a2-2)/(f) M° 
A/M è campo e quindi M è ideale massimale di A. 


11.34 Sia h(£) = 1 +z +... + zP}. Poiché z? — 1 = (s — 1)h(c)e h(x) è 
irriducibile, si veda l’esempio 11.59, la fattorizzazione richiesta è 


z? — 1 = (z — 1)h(z). 


11.35 Si ha 
f(x) = 14 +3 = zt — 4 = (2? + 2)(x — 3)(z + 3). 


Per (a) basta notare che x? + 1 è coprimo con f(x). Per (b) si noti che g(x) = 
z? — 4z +3 = (x — 1)(x — 3), da cui segue che 


(g(2)+D(r£2+2(c +3) +I=0+I e g(2)+I#0. 


Otteniamo così due divisori dello zero in A. Se J = (d(x)) contiene l’ideale I = 
(f(x)), allora d(x) divide f(x). Inoltre se g(x) € J, allora d(x) divide g(x), quindi 
d(x) divide il massimo comun divisore x — 3 di f(x) e g(x). 


11.36 Ci riduciamo modulo 2, allora f(x) = x* + x + 1. Questo polinomio non 
ha radici in Z2, quindi non può avere fattori di primo grado. L'unico polinomio di 
secondo grado che non ha radici in Zg è £°?+x+1. Quindi la possibile fattorizzazione 
di f dovrebbe essere: f(x) = (z? +z +1)?, ma questo è falso. Quindi F irriducibile 
in Zo[x] = f irriducibile in Q[z]. 

Supponiamo per assurdo che g(z) sia riducibile. In tal caso g(x) = h(x)g(2), 
dove h(x) e q(x) sono polinomi monici in Z[x], essendo g(x) un polinomio monico. 
Inoltre deve essere deg h = deg q = 2, non avendo g(x) radici in Q. Proiettando in 
Za[x] troviamo una decomposizione 9(x) = h(x) q(x) in prodotto di due polinomi 
di secondo grado in Zo[w]. D'altra parte g(x) = x(x3 + z? + 1) e il polinomio 
(£? + z? + 1) è irriducibile in Zo[x]. Pertanto l'uguaglianza 


kx) a(z) = z(z? +2? +1) 


contraddice il fatto che Zo[x] è un dominio fattoriale. Questa contraddizione dimo- 
stra che g(x) è irriducibile. 


11.37 Il polinomio f(x) si fattorizza in K = Zg, 


f(z) = (z +1} (2? -z - 1). 
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L'elemento A + (f) € K/(f) è nilpotente se e solo se 
hè multiplo di (r+1)(e° — z — 1); 
quindi l’insieme degli elementi nilpotenti di X/(f) è l’ideale 


((€+1)(e2-z-1)/(f). 


Per provare che z? + 1+ (f) è invertibile, dividiamo f(x) per z? +1 con l’algoritmo 
di Euclide e otteniamo 


1= (z? +1)(—1 + (z — 1)(22 +)) mod(f), 
quindi l'inverso di x? + 1 + (f) èz? — z — 1 + (f). Osserviamo infine che 7 è ideale 
di A se e solo se Z è del tipo (g + (f)), con g divisore di f. Gli ideali di A sono 
quindi: 

A, 0, ((@+1) +P) (+1? +(f))} 

((@2-2-1)+(1), ((+1)(e°-2-1))+(/)). 

11.38 Si ha (x? + z +1)? € J, ma z? +x+1 & J. Quindi J non è primo e 
tantomeno massimale. L'ideale I è massimale, si veda lo svolgimento dell’esercizio 


11.28 e quindi è anche primo. 

In F7 si ha f(x) = (£? — 4)(22 — 2} = (z + 2)(x — 2)(z + 3)(z — 3). 
11.39 Sia A = Q[y]. Allora f(x) = z? — y? € Al] è un polinomio primitivo. 
Supponiamo che f(x) non sia irriducibile. Allora 


f(z) = (£ + g9(Y))(2+h(y)), 


con g(y), h(y) € A. È facile vedere che h(y) = —g(y) e (g(y)}? = 45, assurdo. 
Quindi f(x) è irriducibile. 


11.40 Ragioniamo per assurdo come nello svolgimento dell’esercizio 11.39. Allora, 
essendo f(x, y) = x? +y? — 1 monico, esisterebbero g(y), h(y) € A con 


f(c,y) = (z + gly))(£ +h(y)). 
Chiaramente h(y) = —g(y). Questo implica (g(y))? = y? — 1, assurdo. 
11.41 Non è difficile vedere che (x — y)(r + y +1) € I, mente x — y ¢ Ie 
x +y+14%I. Pertanto I non è primo. Provare che gli ideali 
Mi=(£°+x+1,a-y) ed Ma=(2°+x+1,e+y+1) 


sono massimali e 7 = Mı N Ma. 


11.43 (a) Se I = (a), allora 7? = (a?) e quindi a ¢ I?. Infatti, se a € /?, esisterebbe 
b € Acona= ba? e allora a(1 — ab) = 0, assurdo perché a non è né divisore dello 
O né invertibile. 
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(b) Sia Z = (a). Allora a Æ 0 è un elemento non invertibile, quindi si fattorizza 
in prodotto di elementi irriducibili a = př pie ... pE”, dove pi £ pj peri # j. 
Pertanto M; = (p;) è un ideale massimale per j = 1,2,...,n e M; # M; per 
i# j. Quindi 

I= MEME... ME = MP NMEN...0 MP. 
Dunque 
n 
A/I = [| A/M* 
j=1 

per l'esercizio 10.21 e A/M* è un anello locale per l'esercizio 9.30. 
11.45 Per il teorema di Frobenius-Stickelberger il gruppo G è isomorfo ad un pro- 
dotto di gruppi ciclici Zx, X Zk X...XZxk,- Scrivendo i gruppi moltiplicativamente, 


siano b1, b2, ..., bn i generatori di questi gruppi. Allora un elemento generico di G è 
un monomio del tipo 57°! b3"? ... 5. Pertanto un elemento di RG] avrà la forma 


rd era, 
v 


dove v denota brevemente la n-upla (m1, 2, ..., Mn). Possiamo definire un omo- 
morfismo 
e: R|z1, £2,- ., 2n] > RG] 


ponendo 
P(F(E1, E2- En)) = È rob og? bh, 
v 
dove 
f(21,2,.--:11n) = BOSE Agri 
v 
Dimostrare che 
kerg = (zË — 1,z}? —1,... 0t" — 1) 


e applicare il primo teorema dell’omomorfismo. 


11.46 Basta provare che U(Z,,-) = Aut(Zp) è ciclico. Essendo p primo abbiamo 
U(Z,) = Zp» in quanto F, = (Zp, +, +) è un campo. Supponiamo per assurdo che 
G = (Z<) non sia ciclico. Poiché |G| = p — 1, al gruppo non ciclico G possiamo 
applicare l’esercizio 7.30. Sia d un divisore proprio di p — 1 tale che x° = 1 per ogni 
wR. Marr irplinamia*/ cd, ant —lAirgrda rhino av A redini mal romano, 
finito F,, assurdo. 
11.47 Essendo Aut(Z,x) = U (Zp» , -) dimostriamo per induzione che per ogni intero 
k > Oil gruppo U(Zyx, +) è ciclico, cioè esiste un intero ax con opr (ax) = pë —p"7?, 


che indica brevemente il fatto che ag”) =p leai # lp perl < j< glp"). 
Dall’esercizio 11.46 sappiamo che per k = 1 tale intero a; esiste. Supponiamo che 
l 
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esista ay con 0p (ax) = pë — pî—!. Dimostriamo che ax+1 = ax + pt ha la proprietà 
richiesta modulo p*+! per un’opportuna scelta di ¢ € Z, ovvero 0pr+1(Gx+1) = 
p+! — pà. Per la scelta di ay esiste b € Z con 


Vogliamo prima assicurarci che 


Opeti (441) £ p" — pf. (8) 


A questo scopo calcoliamo 


e 1 k k-ì2 k k=l 
pë- = p°-p k _ pk-1jop" -p1 
k+l =pk+1 0} + pi(p° — p jak Eph+l 


k kol 
-p = 


=p 1+ bp" — “ta? 1 = 1+p(b- taz"), 


tenuto conto della congruenza ap” RI =p 1. Quindi, se si sceglie b — taz! #0, 
ovvero t Æp axb, si avrà (8). Sappiamo che 0,%+1(0+1) non divide pf — pî_1, ma 
Opr+1 (0441) divide pà+! — p? = p*(p — 1). Dunque 054+1(ax+1) = p* - d, dove d 
divide p — 1. Possiamo calcolare ora 


k, k. k, k-11 k-i, 
avas = (ap + pi) t =p al = (a (1+ bps. 


L'ipotesi 
ptd _ X ci pld _ 
Qy] =p 1 implica aj =p 1, 


che per la scelta di ax implica d = p— 1. Questo dimostra 0px+1(0x+1) = pit! — pà. 


13.12 Esercizi del capitolo 12 


12.1 Supponiamo per assurdo che i campi K = Q(y/P) ed E = Q(y9) siano iso- 
morfi. Se p : K — E è un tale isomorfismo, allora p è identico su Q. Pertanto 
vÐ, essendo una radice del polinomio f(x) = x? — p in K, deve avere immagine 
a = «(yP) che risulta radice dello stesso polinomio in E. Verificare che E non 
contiene radici di f(x). 


12.2 Sia € = =1tiX8 una delle radici primitive terze dell'unità. Allora Y2, €72 e 
€ 72 sono le radici del polinomio f(x) = x3 — 2. Pertanto il campo di spezzamento 
K di f(x) contiene sia £ sia #2 e ovviamente coincide con Q[£, 7]. 


12.3. Sia F un campo finito e siano 01, 2,...,0, tutti gli elementi di F. Allora il 
polinomio 
f(x) = (x — a1)(c — ar)... (r — an) + 1 E€ F[z] 
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non ha radici in F. Pertanto F non può essere algebricamente chiuso. 


12.4 Si ha zt +4 = (z? +2r+2)(x? — 2x +2). Non è difficile vedere che entrambi 
i polinomi sono irriducibili su R. 


12.5 Poiché u? = 5 — v5, u'— 10u? +20 = 0, il polinomio f(x) = zt — 102z? +20 
ammette u come radice; inoltre è irriducibile in Q[x] per il criterio di Eisenstein, con 
p = 5. Quindi f è il polinomio minimo di u su Q, e [Q(u) : Q) = 4 è il grado 
del polinomio minimo. Allora 1, u, u?, u? è una base per Q(u) su Q: ogni elemento 
di Q(u) si scrive in modo unico come combinazione lineare a + bu + cu? + du? 
con a,b,c,d € Q. Abbiamo un isomorfismo Q(u) = Q[x]/(f) dato dalla funzione 
glu) + g + (f). Allora è sufficiente determinare l’inverso di £? + (f) inQ[2]/(f). 
Essendo x2(x? — 10) = —20 mod( f), P inverso di z? + (f) è (10—x2)/20+(f)e 
quindi 4 = (10 — u?)/20. 

Per quanto riguarda la riducibilità completa, le radici di f sono +5 + v5. 
Q(u) è campo di spezzamento di f, poiché contiene tutti le radici di f: infatti 


+y5 ~- V5 = +u € Qu); 
+y 5 + V5 € Qu), 


y5+ v5 = v= e V20 = 2V5, V5 = 5 ~ u? € Q(u), 


quindi V20 € Q(u); inoltre £ € Q(u), perché u € Q(u) e Q(u) è campo. 


12.6. Sia v = u+1, allora Q(u) = Q(v) = E. Orav? = —2i € Eev? = -Y4 e E. 
Quindi i e #2 € E. Poiché i ha grado 2 su Q, mentre 2 ha grado 3 su Q, deduciamo 
che 6 divide [E : Q]. D'altra parte vê = —4 € Q, pertanto [E : Q] < 6. Questo 
dimostra [E : Q] = 6. Poiché F = Ql(i, Y2) contiene i e Y2, deduciamo come 
prima che 6 divide [F : Q]. Poiché F' < E, abbiamo anche [F : Q] < [E : Q] = 6. 
Quindi 


anche 


poiché 


[F:Q]=6 e E=F 


Da (u + 1)ê = —4, deduciamo che u è radice del polinomio 
f(x) = zê + 655 + 155% + 20x3 + 152° + 62 +5. 


Essendo il grado di u su Q uguale al grado di f(x), concludiamo che f(z) è il 
polinomio minimo di u su Q. Il polinomio minimo di u su Q(i) è 


u? + 3u? +3u+1+21, 
e il polinomio minimo di u su Q(Y2) è 


u? +2u+1+ Y4. 
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12.7 Osserviamo che u = 2 + (VD € Q( 42). Essendo 


[Q(Y2) : Q(u)][Q(u) : A = RY :Q=3 


e (Qu) : Q] # 1, risulta [Q(u) : Q] = 3. Poiché u = 6u + 6, il polinomio 
f(z) = z? — 6x — 6 è il polinomio minimo di u su Q. 


12.8 Il polinomio minimo di u su Q è f(x) = zf — 4x — 2. Le radici di f sono 


+y2+ V6 = +u € Qu), e +iy võ- 2g Qu). 


Determiniamo allora il campo di spezzamento di f su Q, estendendo Q(u) con la 
radice a = iy V6 — 2. Il grado di œ su Q(u) è 2, infatti 


u? =2 + V6 € Qlu) > v6 e Qlu) > 2- v56 E€ UU). 
Quindi il campo di spezzamento è K = Q{ivy v6 — 2, u) e 
[K : Q] = [K : Qu) Qu) : Q] =2-4=8. 


12.9 È facile vedere che u è radice del polinomio f(x) = zê — 32x? + 36 che non 
ha radici intere, e quindi non ha radici razionali. Supponiamo che f(x) sia prodotto 
di due polinomi di secondo grado, cioè f(x) = (z? + ax + b)(x? — ax + c) con 
a,b,c € Z. Allora si ha 


be = 36, (c-b)a=0 e b+c-a?=-32. (10) 


Ora se a = 0, allora b, c sono soluzioni dell’equazione z? +327 +36 = 0, ma questa 
equazione non ha soluzioni intere. Quindi il caso a = 0 non può accadere. Se a # 0, 
da (10) ricaviamo b = c = +6, da cui b + c = +12. Di conseguenza 


b+c- a? =-32 


non può avere soluzione intera a. Questo dimostra che f(x) è irriducibile. Quindi 
f(x) è il polinomio minimo di u. Per provare che 


Q(u) = Q(v5, VII), 
basta notare che V5 € Q(u), in quanto (u — v5)? = 11 e pertanto 
2v5 = uu? — 6) € Qu). 
Questo implica anche V11 € Q(u) e pertanto 
E = Q(v5, V11) < Q(u). 


Ora 
Vil g Q(v5) e v5 g Q11), 
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quindi E contiene propriamente Q(/5) e pertanto ha grado 4. Questo dimostra E = 


Q(u). Infine, essendo 
Fa) = 2-22 - 5), 


E contiene tutte le radici di f(x). 


12.10 Si consideri l’automorfismo À : Q[r] > Q[r] dell’anello dei polinomi Q[z], 
ottenuto dalla trasformazione x ++ x — 1, cioè definito da A(g(x)) = g(x — 1) per 
ogni polinomio g(x). Essendo un automorfismo, À non altera l'eventuale riducibilità. 
Trasformando il polinomio f(x) = zë — 5x + 1 con A troviamo il polinomio 


Mf(x)) = zË — 5x4 + 102° — 102? + 5z — 1 — 5(z — 1) +1 = 


= 25 — 52% + 1023 — 102° + 5, 
irriducibile per il criterio di Eisenstein. Allora anche f(x} risulterà irriducibile. 


12.11 Si prendano polinomi di cui già si sa che sono irriducibili, si vedano ad esem- 
pio anche i polinomi di Artin e sì trasformino questi con degli automorfismi di Q[x] 
come quello descritto nell'esercizio 12.10 o ad esempio r +> z — 1/3. 


12.12 Si vede che u è radice del polinomio f(x) = z4 — 6x? — 9 che non ha radici 
intere, e quindi non ha radici razionali. Supponiamo che f(x) sia il prodotto di due 
polinomi di secondo grado, cioè f(x) = (x? + ax +b)(x? — az +c) con a,b, c € Z. 
Allora si ha 

be =—9, (c-b)a=0 e b+c-a?=-6. 


Ora se a = 0, b,c sono soluzioni dell’equazione z? + 62 — 9 = 0, ma questa 
equazione non ha soluzioni intere. Quindi a # 0. Questo implica b = c e d = —9, 
assurdo. Pertanto f(x) è irriducibile. Quindi f(x) è il polinomio minimo di u. Poiché 
le due radici complesse di f(x) non appartengono a Q(u) C R, Q(u) non è campo 
di spezzamento per f(x) su Q. 


12.13 Il polinomio minimo di u su Q è f(x) = zt + 8z? — 2, irriducibile in Q[z] 
per il criterio di Eisenstein, con p = 2. Allora [Q(u) : Q) = 4. Osserviamo che 
2 
“I+ 


Il grado dell’estensione [Q( 42) : Q] è il grado del polinomio minimo di #2 su Q, 
ed è 4 perché Y2 è radice di 7° — 2, che è irriducibile per il criterio di Eisenstein 
e quindi Q( 4V2) = Q(u). Infine Q(u) è campo di spezzamento per f se e solo se 
contiene tutte le radici di f. Se a è zero di f, allora 


e Q(Y2). 


at +80? —2=0, 


pertanto le radici di f sono tue 


3V2 + 4g Q(u), 
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poiché Q(u) C R. Pertanto Q(u) non è campo di spezzamento per f. 
12.14 Questo è un polinomio di Artin. 


12.15 Dimostrare che questi polinomi sono polinomi di Artin su Z: per il polinomio 
f(x) proiettare su F3 [x], per g(x) su F7[x] e per h(x) su Fi [e]. 

12.16 Essendo cont(f) = 2, f(x) = 2fı(x) non è primitivo, e quindi non risulta 
irriducibile in Z[z]. D'altra parte, proiettando in Zs[x] si trova f(x) = #5 — z + 2 
quindi f(x) è polinomio di Artin su Z. Pertanto, sia f(x) = 2f1(x) che f(x) 
risultano irriducibili in Z5[x]. Questo dimostra che f1(x) è irriducibile in Z[x], e 
di conseguenza anche in Q[x]. Essendo f(x) e fı(z} associati in Q[z], anche f(x) 
risulta irriducibile in Q(z]. 

12.17 Si ha K = Zg[a] cono? = —1 e F = Z3[6] con 8° = 1 — 2. Ora definiamo 
l’isomorfismo y : K — F con g(a) = 1 — £. Osserviamo che (a?) = p(a)? = 
—1. Questo determina univocamente p, poiché ogni elemento di K ha la forma a+ba 
e quindi, essendo y identico su Z3, si ha 


pla +ba) = a + bpla) =a + b(1 — p) E F. 


Un altro isomorfismo % : K — F si può definire con y{(a) = —1 + £. 


12.18 Per a = 0,3,4 il polinomio ha radici. Essendo di secondo grado, questo è 
equivalente all’essere riducibile. Per a = 4 il polinomio ha radici multiple. 


12.19 Questo è un polinomio di Artin su Z relativo al numero primo 11. 
12.20 f(x) non ha radici intere, e quindi non ha radici razionali. Supponiamo che 
f(x) sia il prodotto di due polinomi di secondo grado, cioè 
f(a)=(x°+ax+b)(x° — az + c) 
con a,b,c € Z. Allora si ha 
be=1, (c-b)a=0 e b+c-a?=0. 


Ora b = c = +le quindi a? = +2. Questa equazione non ha soluzioni intere. 
Quindi f(x) è irriducibile. Si noti anche che f(x) = a(x) è l'ottavo polinomio 
ciclotomico su Q. Allora (f(x)) è un ideale massimale, quindi K è un campo e 
[K : Q] = deg f(x) = 4. Ora K = Q(a), dove at = —1, quindi a? è radice del 
polinomio x°-+1. Pertanto x?+1 non è irriducibile su K. D'altra parte, z = a(1-a?) 
è radice del polinomio x? — 2, quindi neanche x? — 2 è irriducibile. 


12.21 La proiezione in Z»[x] del polinomio f(x) è F(z) = z? + z5 +3 +z- 
Questo polinomio non ha radici in Z2. Inoltre non è divisibile per gli unici polin’ :£. 
irriducibili 

xe +r+1, z’+r? +1 e 2°+x+1 digrado <3. 


Infatti 
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F(x)= 28° +x+1)°+2+1= 
= (0° +2? +1) +28+1=2%22+10)+28+r4+1. 

Quindi f(x) è irriducibile su Z2. Questo dimostra che f(x) è irriducibile su Z. 

Il grado di Q(a) su Q è 7, pertanto ogni sottocampo di Q(a), che contiene pro- 
priamente Q, deve coincidere con Q(a), essendo 7 un numero primo e quindi privo 
di divisori propri. Essendo a? un elemento di Q(a) che non appartiene a Q, si ha 
Qla?) = Oa). 
12.25 Le radici n-esime dell'unità formano un sottogruppo finito e quindi ciclico del 


gruppo moltiplicativo del campo. Le radici primitive sono i generatori di tale gruppo 
che è isomorfo al gruppo additivo di Z/nZ. 


12.27 Poiché ga, non deve avere radici, risulta ga,p(1) = a + b + 1 # 0. Quindi 
a+b = 0e, di conseguenza, b = a. Per provare che il polinomio ga, a sia irriducibile, 
basta assicurarsi che ga,a non sia divisibile per gli unici polinomi irriducibili su Z2 
di grado maggiore di 1 e minore o uguale a 3: 


a(c)=x2+r+1, hia)=x8+r+1 e ha(z)=z? +s? +1. 
Poiché 
Ya,a(£) = a + z? + ar? +tax+1 


è congruo a az? + ax + x modulo g(x), è chiaro che g(x) non divide mai go,a. 
Analogamente ga,a (T) è congruo ad az? + (a+ 1) +1 modulo h(x) e è congruo a 
(a+1)x?+ax+1, modulo h2(x). Quindi né hı (x) né h2() dividono ga, a- Pertanto 
Ja,a è irriducibile pera = Qe a = 1. 


12.28 Osserviamo che a è radice del polinomio 
g(x) = 13 — 3V2x? + 6x — 2V2 — 5 € Ela], con E = Q(V2). 


Poiché a ¢ E (verificare), il grado di œ su E deve essere 3, quindi g(x) è il 
polinomio minimo di a su E. Si ragioni analogamente per il polinomio minimo 
f € Qfe]. 

12.29 Nella formula del lemma 12.49 isolare il prodotto f(x) di tutti termini a(z) 
con d|n, d 4 ned {k. Applicando la stessa formula a k si ottiene 


e*-1=]]94(2), 
dik 
quindi 
z” — 1 = n(x) - f(£) (2 — 1). 
Allora N 
Ei 7 Pale) 10) 


è divisibile per p (z). 
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12.30 Il gruppo moltiplicativo F* ha n — 1 elementi, pertanto a"-! = 1 per ogni 

elemento a € F™. In altre parole ogni elemento non nullo di F è radice del polinomio 

x"! — 1. D’altra parte ogni elemento non nullo di F è radice anche del polinomio 
f(z) = (x — ai)(z — a2)... (£ — Gn-1). 


Poiché questi polinomi sono monici e di grado n — 1, il fatto che abbiano le stesse 
n— 1 radici distinte 41, ...,Gn-1 permette di concludere che coincidono. Quindi —1 
coincide con il termine noto a1 ...an-1 di f(x). 


12.31 Da IFÎ, = 2 sesye char F = 3. Il orugno moltiglicativo F* ha 8 elementi., 
pertanto aë = 1 per ogni elemento a € F*, da cui 

0=a8-1= (a?) — 14 = (a? — 1)(aê + at +a? +1). (11) 
Sea # +1, siha a?—1 # 0e quindi (11) permette di concludere af+a*+a?+1 = 0. 
12.32 Dimostrare che il polinomio x* + 2 è irriducibile su Fs. 


12.33 Sia K = Zy1[x]/(x? + 1) e F = Zu[x]/(£? + 2 + 4). Allora K = Zila] 
ed E = Zy1[6] con a? = —1 e 8? +8 +4 = 0. Allora definiamo l’isomorfismo 
Y : K + Fcong(a) = +(5— 2). Basta verificare che (a?) = y(a)? = 1. 


12.35 Applicando il teorema 12.61 si ricava 2° — x. 


12.36 I numeri 6, 10, 12, 14, 15, 18 e 20 non possono essere cardinalità di un campo 
finito, perché non sono potenze di numero primo. Per i numeri primi 5, 7, 11, 13, 17 
e 19 basta prendere il rispettivo F,. Per 4 e 9 si applichi l'esempio 12.10, per 8 e 16 
si considerino i quozienti Z2[x]/(x° +æ +1) e Z2[x]/(24+ 3 +1) rispettivamente. 


12.37 Il polinomio f(x) = x — 5 è irriducibile per il criterio di Eisenstein. 
Dall’uguaglianza 

(2? +1)(2? - 1) = zt -1 € 4+ (f(z)) 
ricaviamo 

2 sani 

(+1 (FE) = I HO). 
12.38 Si applichi il teorema 12.61 con m = p e g(x) = fa(£), sfruttando il fatto che 
fa(x) è irriducibile (vedi teorema 12.56). 


12.41 Si ha Dio(x) = z4 — 1? +1, Baoo(x) = xÈ — T° + zt — z? +1 Syo (z) = 
019 — g! + g3 — rt + 1, Peolz) = 219 + g! — g! — r8 — zê +g? + 1. 


12.43 Per dimostrare che per n > 1 si ha Va 4(d) = 0, si consideri prima il 


caso facile in cui n = p*, dove p è primo. Nel caso generale si può ragionare per 
induzione sul numero dei primi che dividono n. 


12.44 Applicare la formula di inversione di Möbius alla formula n = X 4n (d). 
12.45 Si applichi il fatto che 7 è trascendente. 
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12.46 Il polinomio è riducibile per tutti gli interi k della forma k = +2 — a?, dove 
a € Z, Si scriva f(x) = (x? +ax+b)(x°— az +c) e si noti che bc = 1 implica b = 
c = +1 e quindi b +c = +2. Uguagliando i coefficienti di x? si ricava k = +2 — 0°. 


12.47 Dimostrare per induzione su k, che se f(x) = (x — a)" fı (z), allora esiste un 
polinomio fa(x) € K[z], tale che 


SA (2) = (£ — a)f(2) + k! fila). (+) 


Ora, se a è radice di f(x), f'(x),..., f#-1(x) dimostriamo per induzione su k che 
a è una radice di molteplicità > k di f(x). Per k = 1 l’asserto è banale. Supponiamo 
k > 1el’asserto vero per k — 1, quindi da 


f(a)=f(a)=...=fF?(0)=0 


concludiamo che œ è una radice di molteplicità > k — 1 di f(x). Quindi, f(x) = 
(x — 1)F-!(2)f1(x) per qualche fı (x) € K[z]. Da (+) applicato a k — 1 deduciamo 


FED (x) = (2 — a) fals) + (k — 1)! f(z) 


per un opportuno polinomio fo (x) € K [z]. Sostituendo con z = a, da f*-1(a) = 0 
ricaviamo (k — 1)!fi(a) = 0. Poiché K ha caratteristica zero, concludiamo che 
fila) = 0. Quindi f(x) = (x — a)fs(x) per qualche f3(x) € K[r]. Pertanto 
f(x) = (z — 1)¥ (z) fa (x) e quindi a è una radice di molteplicità > k di f(x). 


12.48 Sia f(x) = ao + ar + a22? +... + amT™ con a; E K eam #0. Se 
K avesse caratteristica zero, allora Mam 3 0. Quindi la nostra ipotesi f'(x) = 0 
implica char K = p per qualche primo p. L'ipotesi f'(x) = 0 implica anche ja; = 0 
per ogni j = 0, 1,...,m. Quindi p|j per tutti i j con a; # 0. Pertanto f(x) ha la 
forma f(x) = ao + apt? +azpT? +... + akpz™”. Quando K è finito, ogni a € K 
ha la forma a = bP per qualche b € K poiché l’applicazione a + a? è iniettiva e 
quindi anche suriettiva. Allora, scrivendo ogni a;, come &ip = b}, con b; € K, si 
ricava f(x) = g(x)P, dove g(x) = bo + biz? + bax? +... + beef. 


12.49 Ogni numero reale algebrico a è radice di un polinomio f(x) su Q. Quindi a 
è determinato da un insieme finito di numeri razionali, i coefficienti del polinomio 
f(x). La famiglia di tutti gli insiemi finiti di numeri razionali è numerabile. Quindi 
anche l'insieme degli elementi algebrici œ è numerabile. 


12.50 Sia una radice primitiva n-esima di 1. Allora le radici di p(z) sono é£, 
dove 1 < k < n è coprimo con n. Poiché (£) resta una radice primitiva n-esima di 
1 per ogni automorfismo y di K, si ha «(£) = ¿* per un certo 1 < k < n coprimo 
con n. Inoltre il valore p(¢) determina completamente £. Quindi Aut( K) è isomorfo 
al gruppo degli automorfismi del gruppo ciclico Zy, studiato nel paragrafo 7.1. 


12.51 Perl’esercizio 11.44 
RIG] = R[x]/(a" — 1). 


Se n = 2k + 1, il polinomio f(x) = x” — 1 si fattorizza in 
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Fæ) = (e-1A(2)fe(2)... felz), 


dove f;(x) sono fattori irriducibili di grado 2. Pertanto, l’ideale principale I = 
(f(x)) di R[x] soddisfa 


I = MoM Mo... Mk = Mo N MINA M2N... N Mx, 
dove Mo = (z — 1) e M; = (f;(x)) per j = 1,2,..., k. Quindi 
R[x]/I = R/Mo x R/Mi Xii x R/Mx. 


Essendo 
R/M = Re R/M; SC 


per j = 1,2,- . . k concludiamo che R x C*. L'altro caso è analogo. 
12.52 Per l’esercizio 11.44 si ha Q[G] = Q[z]/(z” — 1). Sappiamo che 


z” -1=]][94(2) 


din 


è la fattorizzazione di x” — 1 in fattori irriducibili in Q[z}. Pertanto l'ideale principale 
I = (x” — 1) di Q[r] soddisfa 


I=][M:=(\Ma 


din din 


dove My = (Palx)) per djn e Ma è massimale. Quindi 


Q(e)/1=]]Q®l2}/Ma. 


dn 


Essendo Q[x]/Ma = Q(£a) per dn concludiamo che 


QIC] = J] Qta). 


din 


12.53 Per l’esercizio 11.44 si ha Q[G] = Q[x]/(x8 — 1). Sappiamo che 
zê — 1 = (z — 1)(x + De + 1)(z4 + 1) 
è la fattorizzazione di xê — 1 in fattori irriducibili in Q[z]. Allora gli ideali 
Mı = (2-1), M2=(c+1), M3 = (z? +1) e M, = (2t +1) 
sono massimali e l'ideale principale 7 = (z8 — 1) di Q|z] soddisfa 
I= Mi O M:N M3 N Ma. 
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Quindi n 
Q[2]/1 = [ [ Qle]/M;. 


j=l 
Essendo Q[x]/M; & Q per j = 1, 2 concludiamo che 


OG] = Q x Q x Qf] x Qf], 


dove i è identità immaginaria e 7 è una radice primitiva quarta dell unità. 


12.54 (a) Faremo uso dell’isomorfismo K[G] S K{[x]/I, dove I = (x" — 1). Sup- 
poniamo che z” — 1 = Ij- f;(x) sia la decomposizione in prodotto di irriducibili 
in K[z]. Poiché il polinomio x” — 1 non ha radici multiple, in quanto la sua derivata 
non ha zeri in comune con x” — 1, si ha che i polinomi f; sono tutti distinti. Allora 


I= MM2... Ms, 


dove M = (f;(x)) è l’ideale massimale generato dal polinomio irriducibile f; (z) 
di grado d; su K. Osserviamo che }`;_; di = n. Per l’esercizio 10.18 (b) si ha 
K[x]/I = I]; Fj, dove F; è il campo K{x]/M; di grado dj. Osserviamo che se 
Mm, = tpos- -~ p pana tutte Je radici n-esime di 1 contenute nel camnp K. allora 
i rispettivi polinomi fi(x),...,f:(x) sono della forma f;(x) = x — 7;, e quindi 
Fj S K perognij=1,...,t. 
(b) Se il campo è algebricamente chiuso, F; = K e d; = 1 perogni j = 1,...,3, 
da cui K[G] S K”. 


12.55 Sia A = K|z1, £2, .. . , n]. Per l'esercizio 11.45 l'anello K [G] è isomorfo a 
A/I, dove 
I=(2î-1,53-1,...,22-1) 


Sia € = (e1,€2,...,en) una n-upla di +1: notiamo che ci sono 2” di tali n-uple. 
Poniamo 
Me = (£1 + e1, £2 + €2,. .., En + En) 


per ogni e. Allora 
I = (Me. 
E 


Pertanto È 
A/I= I] A/M = K? 


essendo A/M. = K per ogni €. 
Per un’altra soluzione per induzione su n si potrebbero utilizzare gli esercizi 
10.25 e 10.29. 


12.56 Sia A = R[x, y]. Per l'esercizio 11.45 l'anello R[G] è isomorfo a A/I, dove 
I=(e3-1,98-1). 


Siano 
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No=(c-1,y-1), M=(£-1,9+y+1) Na=(y-1,2°+x+1), 
M,=(2°+r+1,r£-y) edM,=(x°+x+1,x-y) 
Per lo svolgimento dell'esercizio 11.41 l’ideale 
J=(£2+x+1,9° +y +1) coincide con M, NM; = MM. 

Essendo I = NoNiN3J, ricaviamo 

I = NoN\NaM,Mag = No N Ni N No N Mı A Mo. 
Per l'esercizio 10.21 

AJI = A/No x A/N; x A/N2 x A/M; x A/M2. 


Poiché 
A/No SR e A/N; EH A/M; xC 


per î = 1, 2, troviamo 
RIG] S R x Ct. 
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